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X 

Ein paar goidon^vlsehe MWae. 

Von im 

Hemi Professor Dr. O. Sdklomilch 



Es acMat bisher norh nicht bemerkt worden zu sein« daee 
fs Rethen von der Form 

«JT COS tue -f y|j cos 'jp cos (71— 1) j:-f cos »-^a cos (n — 2) jr+ 
• . cos :r cos , 

■ 

. • -^Bm^ cosjrein d? 

giebt, deren Summen sehr eiufacb diiT< h pine Potenz <!e«? Cosinus 
ans?e(irtickt werden können, und daher iiiiige hier ein kleiner liei« 
tiäu: zu einer Untersuchung darüber folgen. 

Bezeichoefi wir wie geuühtiii^h tlie Binomialkoeflizienten des 
Expooeoten m mit Wq, m^.^mm» so ist nach dieser Bezeich- 
amig 

Es sei mm die folgende iieifae an srnnmiren: 

(2cosar)"cosw^4 w, (2cosa7)"~*cos(n — l)a: 
+ (ii+l)iCicosj:)»-2coÄ C<*"-2)^+«" + (^— (2cosa:)co8ar.' 

t>er erste Schritt zur Losung dieser Aufgabe besteht darin, dass 
wir die Reihe f^elbst in eine andere tran.siormiren , welche keine 
GostDuspotenzen mehr eothält. Diese geschieht leicht mittelst des 
belcsDoten ISatzea 

( 2 cos ^ cos 2 2 = 7Mo + '"1 C08 2 -j- m^con 2z-f . . -f nim cos mz , 
Thea IX. • . i 
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aus welchem für z — ^x bei iimj»ckehrter Aoordoun^ der f^oihen- 
glieder und unter der Bemerkung, dass iiim= nioi; "<m-i— '^i* 
/ifm_2=:?/i2 etc., leicht der folgende entspringt: 

VVetulen wir diese Formel in jedem (iiiede unserer zu summircTi- 
den Reihe für m^=nt n — 1, n — 2, ...1 slu, und bezeichnen zur Ab- 
kCizung 

cos^ttx, cos(2)i— Gos(2R^)4r, ...cos 2a; 

mit 

yo 9 yi 9 yt * •••.y«-! ; 

80 geht die ffagÜche Reihe in- die folgende üben 

«o yo + «I !h + + • • • • + ''»-1 + 
-f Wj { (II - + (w — l)i^2 + ••••♦- ( ^)»-^i/'>-i -f (m— IV-i I 

-f (ii + l),K»-2)o^ + .... -I- («-2;-,y,^-| + (fi-2),^| 

t 

-f(2it-2)«^Ui3f»-i+lol. 
die im Allgemeinen von folgender Form ist: 

+ 1 + fi, + + (n+2),+ . . . +(2ii-2)„-i j 
wbin wir nSmttcb 

^i=«i+wi(«— l)o^ 



(2) 



and fiberhanpt für ein gansee ponitiTeB k 

C»=ftft-f f}, (w— 1)*-, +(«+l)s («-2)*-^ I- ... j 

set^^en. Die Torstehende {k-{-\)f^iedn^e Reihe lässt sich aber 
sehr leicht summiren, «renn man eich n die ganz allgemeine Fenn«! 

erinnert, r^unmt man nSmIich a und 8 negativ und berudcsichtiirt 
die Kegel 

so ergiebt eich sehr leicht 



Digitized by Google 



(•+11+*- 1)»= 

+ («+ A -2)1^^ + (a+Ä-^*-.(|J+l), +... 

' • . . + «1 0? + *— + (/J+Ä - 

Setr.t man hier a+X; — 1 = 11, ß=n, so erscheint auf der reelitoo 
äeito die io No.(3) vorkomnieDde Reibe, woraus jetzt 

Ci=(at)t (4) 

folgt Wir haben nun noch die zweite in No.r2) stebetide Reihe 
«I sammireD. NeJuneD wir aber in (3) und (4) Ji =zh , so wird 



l+ni + («+1).+.. •+<?!• -2)^ +(aii-l>i=(2fi>., 

f<i%lich die zu summirende Reibe 

H % + («+l)i + (»+2)» + - . • + (2» - ^ = OäV - (fti- 1)* ; 
i J. TermSge der liVerthe von beiden KoeCfizienten 

_ ^(2n — l)...(«+2)(fi+l) (aw--l)g»--2),..(ii+l)w 
l.>2*«>ii l »2 • • »IC 



1.2...H 



Sobstituiren wir dieses Resultat nebet Dem, was aus No«(4) fiKf 

fc=l,2,..(» — 1) folgt, in No. (2) und restituirrn die Worthp von 
foi Vi . • ■ . 1/n-i f SO ergiebt sich» das« die «u «ummirende Reibe 
peic-b der folgenden ist: 

€oe2ii«+ (2n)| eo8(2»— 2)d7+(2fi)i€e8(2ii— 4)a; + . . • 

. . . +(2ii)»-i eoe2a; + ^ (2n)«. 



Als iSumme dieser letzteren ist aber 2*" ^ros ^'j^ bekannt» und, 
daher gelangen wir zu der bemerkensH crtben Relation : 

2^*ce«*;p=(2co»a?)^coniM:+fii(2coBjr)*-*cos(jt— i 
+(«+l)»(2coM?y^%08(n~2ya?+«,+(2«^2),,_,(2cos^)c } 

oder aucb nach Division mit (2coea:)": 

a. , _ , co8(« — l)x , ce«(« — 2)x , 

«»-*C0»"Ä = cos »X +»Jt —35^ ^ + ("tIä -525^ + • • • 



...+(2fi-2V-i 



GOSd? 



(«) 



(2 cos x)**—^ 

Durch einen TOUig analogen Calcül konnte man noch ein zweites 
Theorem ableiten, worin die Sinus der Vielfachen von x den Co- 
«Otts in (5) nnd (()) entsprechen ; man gelangt aber schneller dazu, 

1* 
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%Tenn mr^n ^te Gleichung (5) (lifferei>zürt Auf der rechten Seite 
hat man dann lauter Grusseo von der Form 

m diffeieozUren, für welche man erhält: 

a(2 cos x)P^ ^ospx _^ ^ + ^^P^ ^ 

* =— 2f t cos . p BiJkpx + cospor . p CM»-*««!«* I 
= ^|>2pcos1»— icosarsin/>a: + cospj?rf««| 

= — (2 cos J?) 1)J?. 
Uoter Anwendonff dieser Poimel «giebt aicli Jsli^t ans (5) Ifir 

2«( 2cosa:}'^» sin (n+l) ar + (2« - 2>ii (2 cos ar) »-«sin «x -|- . . . 

• .,,-f2(2it— 2)i»-isin2af. 

oder durch Multiplikation mit (2cosa:)« und nachberige Vertan- 
■chung voQ II mit «—1: 

(ii^l)(2cow)»8iBiw+(ii-2)(ji--l)i(2co8ar)«-i8in(«-l)a: | (7) 
+(«--3)ii»(2co8»)»-«alii(ii-2M^I-.M+l-(a»-4)^ ' 

oder 

(»— 1) Cicos xY- * sin a: * 
IN («-2)sin(»— («-3) sin (w-i>)>r^ 

=(«-l)ginwaf^w-l)/ -gbosiT + * (i^^iF"" K») 

1.8in2d? 

und diess sind ein paar Formela, welcbe der b (5) mid (6) enl- 
wiekeltoa entsprechen. 
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Bejoerkim^ zur Theorie des Integral' 

toffariflmiis. 

Von dem 

Hemi Phifessor Dr. O. Schldmilch 

UsiTMiltil M 



wir di« wma^iaAi^ Constanto 0^S77W6« . lar Ab- 
flüt C, so ist bsbaimtlich fflr alle u vod «ssO bU «^oo 



JftiilUuliziren wir diese Gleichung mit e—^du und integriren daraui' 
a wis iwn den Gfioien «sO, 11=00 > eo wifd 

»7 0 t/ 0 

Weodeo nir hier, 80 weit t% geht« die bekaonten Formeln 

/ e-«aii=l, / it»<r-«ai< = 1.2.3..» 
m, M ergiebt «ich • 

t/ 0 

i i. Wigcii der Somme der Reihe rechte oach einer kleiiieD Traot»- 
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«/o t/ 0 



(1) 



Um deu Werth des Integrales recht» «t liiid«D, beimt»eo wir die 
Fonnd*) 



nit Hälfe deieo wir erhaltea: 

1 

Durch Umkelmiog der Integtalieasfolge wird das Doppelintegrel 
redits 

Nun ist aber bei unbestimmter iotegratioo 

und hieraus ergiebt sich 
folgUcb nach INr. (2) 

y*" S-« Ä (€-») Ott ^ — / 2. 

Die Gleichung (1) nimmt jetzt, wenn man a: l'iir tt schreibt, die 
einfache Gestalt ao : 



Auf das verateheode Integral lässt sich auch noch das folgende 
redualreo. Bei imbestimmter Iotegratioo ist oämlich 



*> Archiv. Thul V. S. 206. k wmei {9). 
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ms sich anch in fnIgMideii heldmi Fonneo ^lafitollao ttsst: 

/(rb— )?='(Ri)-'— 

=(1— (1+4;) -^^Irr^a» 

D*r «retemi bedtepM wir uns für unbegrfiozt wachsende, der zwei- 
Ik flir mbegfSiut üxMmtioA» x. Für Atm «raton Fall haben wir 

Um (br-^sliim ^ bO, 

weil scboü Lim — =0 uud hier der Nenner >x ist; ferner noch 

X 

/»OD ' » ' 

Für bi8 ur r<liiU abnehmende x ist dagegeo vermuge der zweiten 
Fonn 

Unit (l-^ür]— Um (( ^ '^4^,..) lv]=0. 
wd] bekamitHeh iSr jedes positive f»>0 Limj^Zz=:0 iaf ; ferner 

VmJ^lx e~*dx Lcer^'dx, 
Wir iial»en demnach vermöge der Gleichung (4) 

Diese Uieichmtg i(aan annüttelbar dienen, um die FortneP) 



*) Archiv, Thui a Seiie W6. Fiirmci (7). 
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"I/o r ?r+i)ii * 

io die folgeade flberziifiibren ; 

• • • 

"TS^^ T/o (1+^ 
die «ich ftir j~-^=^ wieder in 

verwandelt. 



Veb w spharteelie Dreiecke, deren Sel- 
ten im Terhältnis8 zu dem Halbmesser 
der Kugel» auf welelier sie Uesen, ^lir 

iülein sind« 

Von 

dem Uerausgeber. 



$. 1. 

Da« berfliimte Thenrem von Legend re dlier sphiSriiM;he 
Dreiecke» deren Seiten im X'crhNttnisK zu dem Hallunesaer der 
Kogel, auf welcher sie liegen, .sehr klein fsifxl , ist allgemein bc- 
Icannt, und man hat für ilasselbc \ ersrliiedene liewcise gegeben, 
unter denen sich der tut er8teü Theile de<» Archivs. 8. 43u. mit- 
getheilte Beweis won Gans« darch «eine Elegani ▼orzfiglicb aus- 
zeichnet» und wegen Bmwr elementaren Form zur Anmahne in 
die Kiemente dov Trigonometrie ganz hpsonders geeignet ist. f)a 
aber dieses Theorem, welches eigentlich nur die beiden ersten 
(fvlieder der unendlichen Reihen, in die sich die Winkel des sphä- 
rischen Dreiecks nach den Potenzen des Ezcesses entwickeln las- 
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eeOf berilrk5^irhti!4t, für die Geodäsie von so grosser Wichtigkeit 
ist, so scheint mir eine weitere Eutuickelung ueitöelbeo, d. h. die 
Eotfrickelimg Doch einiger Glieder der betreffenden uoeodlicheii 
JialnB, wänacbenswmrth zu sein. Einen Versuch dieser Art btt 
wAnn Bnzeugeiger^ in der Zeitschrift tür Asironomte 
und %eruan(!te Wissenschaften, heran s c^egeben von 
H. von ij i nil e M a u und J. G. F. B o b n e n b e r e r. Sechster 
Uand. Tübingen. 1818. S. gemacht. Sein Aufsatz scheiot 
aber nicht «o hebuint geworden zu «ein, wie er ee verdient« da 
ich auch in den grösseren Werken über GeedSeie denselben nie 
berücksichtigt gelunden habe. Weil nun misserdem die von ihm 
an^ewantJte ganz elementare Methode, wie e» mir scheint. Man- 
ches zu H üm»eheo fibris, oameutlich gar nicht erkennen iässt, wie 
■nn »Ich in Terhalten haben wflrde» wenn man die Entwiekehmg 
der Reihen nocfa weiter treiben wollte, so itcheint mir eine neue 
BearbeifiiTiü; dieses wu-hti*»eD und intoressnnten Gegenstririflps Be- 
durfuiss zu sein , welcde i( Ii in <ler vorliegenden A^fKindltinnr zu 
ceben versuchen werde. Die von mir in dereelbeo entwickelten 
Ferawfai sind fteiileb nur recivrlrende, gestatten aber, wie man 
boffeDtiich Gaden wird, einen leichten Fortschritt von einem Glied« 
zu dem Dächet folgenden, wodurch es mir auch muglich geworden 
ist, die Kntn iükpfiiDL,'- ohne e^rn.s.se Üchvvierij'keit noch weiter zu 
treiben al8 buzengeiger. i>ie Kenntniss der hier obwaltenden 
independeBteo Gesetze wtirde natfirlich in theoretischer Rücksicht 
von gressem Interesse sein» Ist jedoch für die praktische Anwen- 
^BBg veo geringer Bedeutung, weil die fÖr diemlbe so wichtige 
aod unerl3ss!icfee Einfachheit in den höheren (Slüedern sehr bald 
gSnzlich verloren i;eht. A ielJe'tcht \sis»e ich aber npäterhin der 
vorliegenden, vorzugaiweiäe die praktische Anwendung des Satzes 
ni Auge habenden Abhandluoff eine zweite von mehr rein theoreti- 
scher Natur folgen, oder gebe daieh den vorliegenden An&htl einem 
der «eehrten Leser des Arrhi^ s zu eignen Forschungen über diesen 
der Beachtung jedeufaiis sehr wertlien Gegenstand Veranlassung. 



Die Seiten und Winkel des sphärischen Dreiecks wollen wir 
wie gewöhnlich durch a, 6, c und A, B, C, den reciproken Werth 
des Halhmeesefs der Kugel, auf welcher dansdhe Kegt, aber 
dnrch X bezeichnen. Dann werden durch ax, bx, cx die Ver- 
hältnisse f?er Seiten des sphärischen Dreiecks zu dem Halbmesser 
der Kugel, oder eigentlich die Fuctoren dargestellt, mit denen 
man den Halbmesser der Kujgel multipüciren müsste, um ans 
demneibea die Seiten des Dre&cks an erhalten; und nach den 
Principien der sphilrischen Trigonometrie hatten wir ^Iso die Glel- 

« \ A COS ax — cos bx cos cx 

1) COS^S— r-. > » 

wehel man immer festnhaltsn hat, dass> wie es die Matnr des 
vorliegenden Gegenstandes erfordert, die Seiten 6, c in einem 
bestimmten Lc^ngenmiasse wgedrückt angenommen werden. Weil 
aber bekanntlich 
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2co8 bx C08 cx = OOS ifi — c) X -|- cos {b + c) , 
2 AD bxi^cxz:zeQ% (b—e) x— cos ( bi-c) of 

i«t> 80 Itol sich 4to vorhergehende Gleichung auch unter der Fori 

cos (ft — c) cos (b-^e^jc 

oder unter der 1 ürm 

d) (eos(6«— cos(6-^c)Jr|eo8^ 
^ ScosAT — cos(6 — c)« — cos(6-f'C)ar 

darstellen. 

SotioB wir der Ktao wsgon sHgeoiOiB ■ 

, i»=:(6— c)«cos(6^c)a?— +c)»cos{6+e)jr, 

1 n 



J Ä*=2a» C4J« <u;— 46 — c)» cos (6 — c)a;— (64-c)» coa<^-|-c) x, 

{ ©*asai^slini*-<A-«)^shi(^)ar-(Hc)"sin(A+c).r; 

80 ist, sr'w man ioichi dwch fiÜbrsntiatioB nach de» VeitiMletli- 
cboD X üudet: 

^ - ib-^y^^ Sin (6-c) « siü OT. 

^= (6-c)«+> 008 x^ (6-H)»+» cos (6+c)a; 



und 

2a»+i sio + (Ä— c)«+>8m (6— c)a?+ (Hc)"^^ sio (6 +c) ä:, 

n ^ 

^ = 2flP<-icoscur-< (6— c)»f » cos (ft— c)a:— (6 + r)"+ » cos (6 + c)ar ; 
also »ach 4) und 5) : 

und 
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WeU miD nadi 3), 4), 5) 

80 ist unter AnwsDdnw der bekaootn 
boafficieiitaD.iHidi den CehrtD der D|l 



Nacb 6) uud 7) iöt aber 



'S«*"" 





d5x 








aÄr_ 








aÄ,_ 


a«« - 






aÄr_ 














u. 


* 

8. W. 



= Ks, 



und 
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n 




ose* 






3 



















5 



und wir huheii daher oacb U) zur Befftimiming der i»ru(«^o 

^ ^co»A ö*co8i4 8^ cos ^ 

C08^, .... 

die foimendeo recarrireodeu Gleichungeu: 

r» II 

II* s« w* 

£ine iadependeote BestinuDiiog von — «cbeint mir vrfio* 

tfchenswerth , gehOrt «b«r jetit nicht sn melnnm Zwecke , und dfirfle 

vielleicht anf einem von dem vorliergelienden verscliledenen Wege 
nocii besser z« erlnnircn sein. Weitere Untersiir?nifiü:<'n hierüber 
einer späteren Abhaiidlunt? vorbehaltend, will i( Ii lür jetzt nur in 
der Kurze beiläuüg bemerken , duss man , wenn man die Gleichung 

. oosn.r — cog&rcesea; 

C08^= s— T — ; 

unmittelbar, ohne die Transl'urnmtion 2) aui dieselbe anzuwen- 
den, nach X differentürt^ Folgeudes erUlt. Zaent ergiebt sich 
leicht 
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= — sin öjc am er (a sin 6 sid 6a; cos ox — c cos 6.T sio cx ) 
— — cos bxeoB ex) (6cm ca; -f- c sio öxcwex) 

folglicb nach eioigeo ganz leichten Traasformaiiunen : 

• t m » atB COS ill • • > . 

am ojcr sia cjcr — » — siz — a sin ax sio mbsiimm: 

•f* 6 sin c:r (cm ex 'COS OjT CO0 &r) 
■^etiahxicoBbx^toBüxamcx), 

Wca oon aber bekaDii|||||i 

sin (iu: Sin ca: cos ß~ cos/ju; — co8 riXCOS COT, 
sio axBinbx cm C= cos cx — cos cu: cm öx 

ist 

sin sin ca*^^^ ss^iisb Msb &r siscr 

i -^bshifiasinLiniucxcotiC 

-jrcaAuaxüaöxsiacxcoHJi, . 



BeimA sin ax (o—dccs C— c css ^ 

dx siD&rsiocar * 

«eidies eine nicht unelei^anto Formel ist, und es (rn^t fi'u'h finher, 
«iich nicht vieUeicht auf diesem Weg©, wenn man nämlich die 
^Vinkel des Dreiecks mit in die Betracbtong hineinzieht, ein ein- 
iadiere^i independentes Gesetz tindeo ÜMse, als dies auf dem oben 
nir mgeschla^enen Wege möglicb su Seit acbeint', worüber 
whm wieitere Untersuchungen hier nicht za meinem Zwecke gebo- 
ren, wet'h.'ilf» icb nach dieser Ah-schneifuog, die ich jedoch ab- 
skhtn«:h ni( fit unter drücken wollte, um vielleicht einen oder den 
^dereo zu weiteren Nacbtoischungeii zu veranlassen, jetzt so- 
glcicii wieder zu meinem eigentlieheif CfegeMtande surflcklrelirel 

i*Mzt man uamlicb in den Gleichungen 10) die Veränderliche 
x=0, so erbilt man« weil, offenbar MCqSsO, KossO oad allgemeio 
^=sO, ^qssO ist« die folgenden Gleicbnngen: 

4.Ao(cos^=io» 

4» . . Äo (cos A)~^kof 



* 
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= 0, 



II. 8« VT* 

in denen die Werthe» welche die Grössen 

flir^rsO erhalten, auf gewöhnliche Weise durch ßinschiiessuiis 
in Parentfaeeeo beteichnet worden sind. 

Weil nnch dem Obigen 

i;,=(*^)»-.(64c)«=-4Äe 

ist, und also nicht verschwindet, so ereiebt »ich aus den vorher- 
gi^beDden Gleichungen enf der Stelle, das» die Grossen 

* ■ 

fBeo8A \ /a>coM\ /B^ci)sA\ /d^cmA\ 
eimintlieh verechwinden , und zur Hestimmung der Grossen 

iiat man die folgenden Gleichungen, deren Fortschreitungsgesetz 
gani nnm^eiifSg vor Augen liegt : . 

11) 

^ • ^ (^^~} - 4^ . i;, (cos ^) = — » 
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« 

oder 

Diese Gleichungen wollen wir mo im folgenden Paragrapbeo 
tat Bcstiramnog der Grössen 

A\ /B^comA\ /d*eoBA\ /d^eoBA\ 

uiwenddi* 



5.a 

Kevor wir jedoch dazu überstehen können , ist es DSthig, die 
folgeodeo allgcmeineD Betrachtungen vorauszuschicken. 

ZSoetst beineikeD wir» dass die Grosse 
inner durch die GrSsse 

ohoe Reet tfceUliar ist, was anf tobende AiC leicht bewleeeo wer* 
den kane« 

Es ist 



um! 
also 
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alm nach einem bekannten arUbmetiacben Satses 

—3^2 (,,2« ^ fl2«-2y2^. '*y4+ . . . -I- 

wodurch der Satz bewiesen und zugleicb der Quotient gefandea ii>t* 
Weil nun 

3 

ist 9 ao ist allgemein 

nnd folglicb nacb dem Obigen, wenn man für 

^9 

Ihre Warthe aus 4) und 5) einführt: 

Ko(COSil)— 

_ i — { (6 ~ <?)«— (6 ^- c)''t \ {2a^^(b^c)^ - (A -I- c)a« i 1 
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tiao, wie mao oacb leichter JbptwicjkeluDg des Zähkrs findet: 

Ä,., C ro.'^ /1) — .^C,, 

and folglich , weco mao jetzt« iodem man vorher 
setzt, deu uhigei^ Satz anwendet: 



»2 
3 



II 



+ 

i 



r r 

I I 

8 e 



o 

4. 6 
+ !^ 

^ t 

5 1^^ 



I 

3 



3 e e 



TT 



I 

? 

I 

I 



II 

ii 
II 



I T 



I 
I 



1 



also, wem der Ktee iregeD 
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13) Ä=: ((6— c)»— (A+c)*)c*«-^ 

+ -(6+c)«)a*'-* 
• * • • « * 

+ ((ft^<»)*i-«-(6+c)«»-*) 

gesetzt fiivd: 

•in 2« 

14) ÄoCcosJ) — :jfo 

" 26c 

Bezeichnen ^y\\ uun aber die Winkel des ebeoen Dreiecks, 
dessen Seiten «, 6, c slod, durch 31, €; «o ist Dach eroer be- 
hanateo Farmel der ebeneii TrigoDometrie: 

46«c* 

also 

und folglich nach dem Vorhei^eheDdeD : 

15) X»(cosil)— S^=— 26cÄsio^«. 

jNach 12) ist jetzt 

^ (6-c)*-(A+c)* - 'i6c ' 

d. u nach einer bekannteii Formel der ebeaeo Trigooometrie : 

16) (CO» ^4)= cos 2t, 

ein Resultat, dessen Richtigkeit auch ohne die vorheigehende 
Rechnung sogleich von selbst in die Angen fiUlt. 

Ferner Ist nach 11): 
d. I. nach 15): 
£fi ist aber nach 4) und 13): 
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Auf ibnlidie i.rt i«t Dach 11) : 

. Ao ^— 1^ ^ 1 5 ^r-g-ä-y ^ (cos -4) + , 
u«ich 15) uud 17): 

15 JKo (^-^) (ÖÄg -2^)810 a«, 
«Mlolgiicb, weil Ao= — 46c ist: 

l^mk ist aber 

= 5 ; (/^r)*— {b f r)4 }— 'i I ( 6— c)«— (6+t)* I a«— 2 1 (6— c)* — (6 + c)*j 
=3 i ( 6— c) ^ - (6 + r)*» I — 2 1 ( 6— c)2— (Ä+c)« i 

18) ^^l£^^=:A6c(«*-3A«-3c«)«l«V 

= — 6c (36^ + — ii^) ßiu Ä«. 

Eben fio ist nach 11): 

= 70iof-^l^)-28i. ('^^^) + ii(e«^-*„ 
folglidk nach 1S)> 17) und 18): 
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=-Ul?o(«*-3*»^3c*)+ 1 Ko^,\ sin 31«. 
Nuo ist aber 



= i ( «2-362 — 3c-a) { (6^c)*- (6 + c)* I 

-AI ((*-c)»-(6+cWit* 

+ ((6 — C)4 — (6 I 

+ ((A-c)«— (/> I c/'j 
also nach deoi Obigen 

. ^ l 14 T 2 1 " r Ii ^ I • ^w« 



oder 



Diese Rechnung noch weiter lortzulühreD:, liegt jetzt nicht in 
uD8erer Absicht, da die folgenden Ausdrücke immer ueitiuuüger 
werden« und wir haben daher jetzt, nur erst mit VeniachlfiBsiguog 
von Gliedern der achten Oidnung, für cosilden folgenden Ausdruck: 

21) cos A =:cos TL—lbcBin jr« 

— xi* ^« 

wo, wenn r den Halhmesser der Kuget bezeichnet, auf welcher 
doH sphärische Dreieck liegt, uacb dem Obigeo bekanutlich 



22) ar=i 
r 
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lie^eichoeu wir den FlächeninhaU des ebeneo Dreiecks, des* 
WD Stiteo und Wlokel a, b, ewaä 2(, C sind, dnreli ^; m 
M bekaDDtUdi 



aiüo 
and 

Dftber ist auch: 



6c sin 21, 



— iV(3Ä*+3c»-««) ^jp* 

oc 

mi demselben Grade der Genauigkeit wie vorher. ' 
Aach Ut 

Ä«8in2l«=22)8in2(, 

ood folgUcb nach 21): 

24) €05 J=C08 2(— i^6iD2( .X« 



Setieo wir 

ai:=stax, bji=i6x, Cissics 

nod 

5), = i 6i Cj sin 21 ; ' 

•o Iftsst sich die vorhergehende Gleichung, wie sogleicb erhellen 
wird» Mtcb aut folgende Art ausdrücken : 

25) cos ^:=cos ^ — l^i sin 7t 



oder 
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'20) cos cos /I 
. l+,»„(3V+3ci«-'<iji«) 

bei welcher Formel u ie früher nur erst Glieder der acbteii Ord- 
nuDg vernachlässigt worden siod. 



«4. 

Bezeichnen wir jetzt den halben Excess des gegebenen sphä- 
rischen Dreiecks durch £, so ist bekaootiich 

1 -f eo8<Mr+coe6j?-|-coscj? 
27) to»£= 4cos iaa:cos .lÄa?cos4c.r * 

Nach einer bekannten goniometriscben Formel ist aber 

2 cos inj? cos ibx = cos i(a + 6) ^ + cos i (« — , 
also ^ 

4 cos lax cos 460; cos lex 

— -2 cos -f- fj).v cos lex + 2 cos 4(rt — 6);r'co8 Jcar 

=cos i(a -1- 6 -f c)a:'i^co8l(pi^c—a)x^osl(ai^c-b)x-i-coti^i,a^b-c).r 

und folglich' 

28) co8£=: ' 

1 -f- cos ax -f CQ>s 6.r | cos c.i 

COS 4(0+^-1-^)^ -f cos 4(6^e— a)jr + co84(o-|-o— 6)a?-|-co8i(a-|-6— c)^ 

Setxen wir ouu der Kürze wegen überhaupt 

ä:'*= (a + 6+c)»co8i(« + Ä + c)^ 
+ (6 + c — «)" cos 4(6 + c — o)jf 
+(a+c — 6)" cos 4 (« + u— 6)a? 

+ (a + 6 — c)" cos 4 (a + 6— c)ar, 

^4^= (a-f 6-|-c)"8in4(o+6+<?)^ 

+ (Ä + c— a)" sin |(6+c— a)ar 

}- (« + r — 6)" sin }, {a f c — b)x 
\ -f (0+6— c)»sini(a + 6— c)x 



29) 



und 



30) 



n 

= a« cos a.'<? -f- 6* cos 6a: + c" cos c*, 
[c'^s a* sinad? -f 6" sin Aar -f c" sin c;p ; 
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— i(&+c— a)"+>8ioi(6+C— «)« 
— 4(a+ 6— €>H>i8iD i(a + 6 — 

+ i(6 + c--o)«+*co.H;(6 + c — a)x 
+ i(a + c — 6)"+* cos i(a + c - 6>r 
+*(«+ 6— c)«+*co« ; (a + 



und 



abo nach 20) und 90): 



da? 

imd ^ 

Weil nuD oaoh dem Obigvn 

33) cos£=^!-^ 

oder 

34) ks^iOBEz:A^i'» 

ist, so ist nach dem schon oben angewandteo bekanuten JSaUe 
der DÜmnfialracbouog: 
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^ dar öa^ 

II. 8. W. 



Nach 31) und 32) ist aber 



— - r, 



und 



U. 8. W. 



70; 

hg 
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II« 8» W* 

md mao erbält daher Dach 34) und 35) die folgenden Gleichangen : 

36) 

if,cosK=l + Ä,, 

— g^^5 . »'^ '^^^i ^2' *co8/:< — — X 



+4»-(4)*Ä**co8i; 



n. 8« w. 



Wt il [lun nach dem Obigen allgemein ^«ssO, Co=0 
iiod offenbar auch E für a: = 0 verschwindet, so erhalten vHr ans 
dtfn Vorfaergehenden die feigenden Gleichungen: 



tt« a. w 
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aus denen, weil nach dem Obigen K'g=i ist und folglich nicht 
vernchwindet» auf der Stelle erhellet, oias» die GrOeaen 

(9cosE\ /ü^eos^X /'b^cosE\ /3^x»^A 

sämmtlich ▼ersehwinden , und aar Beatinmmng der GrQsaen 

(c^cos E\ /c* cos E\ fd^ cos Fj\ /9*cos K\ 

hat man die folgenden Gleichungen : 

37) 

6^ CO^ I 



U. 8. IT. 



deret) Gesetz ganz deutlich vor Augen liegt« 
Die erste dieser Gleichungen giebt : 

d. i. nach dem Obigen 

also, wie man mittelst leichter Rec|innng findet : 
d. i. 

Die aweite der obigen Gleichungen giebt also; 
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d. i. oAcb dem Obig«o 

. Zevens E\ 

vod folgtldi, wie man nacii leichter Reclinung findet:^ 
ai«o 

^uo ist aber nach dem Obigen 

woiane elcb 

ergiebt. 

Daher ist uach deu obigen GleicbuDgeo: 
Aber 

5(a+6+c)«+(6+c-a)« + (a+Cr-^)«+(a+Ä--i?)*|— (aHftH^^^ " 
«od, wie man leicht findet, 

+4c«, 

also 

{ (a+ + a)ö + (a+c-Ä)« + | 

+i'«(löa«+156«)c4 
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folglich 



Dividirt man nun mit 



=: c* — 2(a* + 6a)c« + — • 2a^a + 

hioeiD, so erhält man als Quotieoten die Gtösse 
und es Ist folglich nach dem Vorhergehenden 

i 

also nach dem Vorhetgebendeii 
Weil nun 

ist, so ist nach dem Vorhetgehendto 
4(^^^=-y*■«^«*^^+c*)«n^•+Vm«HÄ•+c«>sm3l• 

also 

Also ist uach dcD ohigeu GleicbuDgen : 

« M 

Aber 

= il«t(«+6HH?)»+(H«-«)*+(H^ft)*+(«+^<*)*j-(«HÄHc*)» 
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(a + 6-f-c)» + (6 + c-.«)»+(a-f c — 6)« + (a + 6 — r)» 
=4a« + 112a«6*-f 280a*6* + 112««ft« ^ 46** 

also 

-I- ,V + 420a«6« + 4^^4 -l- 286<»)cs 

' + (28aa + 286«)c» 
+ Ac«, 

und folglich 

= — 7<0la^6^— SSa^A+eaft«) 

-Sic». 

Difidirt man düd mit . 

in • 

eSr»— (28a2-f 28/>2)cö 

*-(28a«+490<i4A9+490f^&4 -1-286^ 

hioeioy so erhält man als Quotienten die Grosse 

=fl3(a« +6* + c«) + ^i^M^+W + A») , 
uad es ist folgiich 
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d. L nach dem Obigen 

M 9 

Weil nua 

A:'o=(a4^+c)2+(^.4^tt)* + (a+c~Ä)«+(o+6~c)*==4(aHÄHc^ 
jto=(a+6+r)* +(6+c-a)*+(a+o-6)*+(a+6-c)* 

ist 9 80 Ist nach dem Obigen 

' ^ + Vt*ftVlii*+Ä*+c*+6(a«*«+ÄV+ c«a«) lein V 
— A6V{63(fl4 + 6* + c4)+98(«W+Ä^H«*a*)i«DV, 

also 

■ 

Daher Ist 

43) cos£^ 

— iB4^V' (a'H t*-) .sin . 

— A5»c«i99 («* +6* -I- c*) + 74 («^ + + c«a*) | sin 4«. 

wobei nur erst Glieder der zehnten Ordnung vern.ichlKssigt siod. 

Fflbrt man die aus dem ▼orhergebendeDPanigrapheD belcaDote 
Grosse (D eio« so wird 

» 

* 44) cosJ5= 

— ff*<*(«*+6a+ca)Jö»J^ 

— «ikvi09(a«'f^«'fc«)474(a^« f6M+<;<a*)|X)>;r< 
FQhrt man die Grössen ai = aa, Oi — üa:, = cx e'm, so ^i'^ 

^) cos£=3 

- ,i,^«ci*^ (ai i + Äi» +,€1*^) sin It« H 
— »wWÄi^* 199 (ai*+ixHci*)+74{a|^6iH^i^<^iH^^i'*«i')ifiio4^| 

und« wenn man wieder 

, 2)i = i^jCi sin H 

setzt: 
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46) €osi^' = 



j. 5. 

Weil 

47) -^=2««.^-^ 

«kr 

ist, 80 ist nneli «lern schon in dem vorhcn^ehonden Paragraphen 
aogewaodteu bekauuteu iSatze aut» der DiffereotialrechauDg allgemein: 

U. 8. W. 

c^"— * cos A d^cmA 
ft»cos ^ 8 cos ^ 

Setzt mau nun hierio für n eine gerade Zuhi^ so erbellet aul 
dir Stelle, das», so wie nach §. 2. die GrOssen 

/dposA\ /dHos_A\ /8Vos^\ ^ d^co8 A\ 

■fauatficli YCTiciiwiodeD, auch die Grossen 

C .cos^n / 3» . cos A^\ /a\cos^\ /a^.co s.fg\ 

tSmmtlich verschwinden. Weil aber 

■ 

co8Js^-aio^»=l, 



a».cos ^^ . a^.sinil^ ^ 
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ist, SQ verschwinden offenbar auch die Grössen 

rB.mnA ^ /B^.OnA^X /d^.tAnA^\ / y.giö^ *\ 

3r"> V~S5r-"> \—S^)* V""^'V»* - 

sfimmtlich» und da nun ganz aai ähniicbe Art wie vorher 



50) i.-j—ÄslDil-^, 



also allgemein 



8 sin 8" sin ^ 

d" sip A 8 sin A 
6a;** * da: 

bt, so erhellet, weDn man in dieser Gleichung nach nod nach 
11=0* 2, 4, 6, 8,.... Betzt, sehr leicht, dass auch die Grtaeii 



/ 8sin^ \ /B^6mA\ fd^sinA\ /d^s\nA\ 

•Snuntlicfa vemchwuideD. 
. Weil endlich 

und luii^iich allgemein 

8aiDi< d^A 

S^sin^j d^*A 

u. s. w. 

3»»— 'sin^ B^A 

^sin /l 8il 
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« 

Mt, »0 erbellet auch, wenn man io dieser Gleichung nach und 
neh s=0, 2, 4, 6, 8, .... setzt, sehr leicht, dass £e GrOsseo 



/dA\ /d^A\ /aM\ /aM\ 

yjSiJ' Kß^J' Vä**/' 



■iBiiillii h TeneliwiiMtoii. 
Weil noo 



BcosA , .6^ dsioil .BA 



Iii, SO hat man die foigendeo 



■ 

a^r« -Si^s 

8' si n /I 5^ 

^•cos^ . J^A ^dmuA 

mn^sinA SM 

0* 9. W. 



c^RiuA ß*A acos-^4 dA 

S^sioA Jd*A , JcoaA B^A 

- CO« + . 3 

, Bx^ 'B^ 
ycosil BA 

TIdinL 3 
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ist, so verschwindcD offenbar auch die Grüsseo 

/8 . siD /8^sln^\ /3^8in^2\ / a^ . sin 

sämmtlich, und da qqd ganz aul ähnliche Art wie vorher 



50) 4.-^=:«liii<-^. 



also allgemein 



tt. A w. 

d^AnA B^BinA 

8»sin^ 8 sin A 

Ist, so erhellet, vvean man in dieser Gleichling nach und nacl 
11=0« 2» 4f d« setzt» sehr leicht« dass auch die Grussei 

/ dnmA \ /d^s\nA\ /a^sin^N /o^«in^\ 

sSmintliGfa Terschwittdeo» 
. Weil endlich 

uud Iblglich allgemein - 

^ov cos .4 . p^^A 

f^sin. t ^A 

fflsitt i< a^M 

u. s. w. 

a"sin j a^ 
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i4. PO erbeflet auch, wenn man in dieser Gleichune: nach uad 
11=0, '2f 4, 8, .... tieUt» bellt ietcht, ddnt» dte Grös^eu 

/BA\ /d^\ /8M\ 

VarV' w/' 



i, » hat mao die foigendeo Glelchnngeo : 

a^« 

a« ^ * a^ * 



^10 



a^sinji aM 
"".^ aar* -a^« 

9*8inJ a^ 



n. 8« w. 



a*8iD/i .a*^ acos^ a^ 

-gpr-=co« /Ij^ + -g^ . g , 

a'cosi l a^ 



32 

ist, so verschwiodeo offenbar auch die Grossen 

sämmtüch, und da nun ganz aul ähoiicho Art wie vorher 

also allgemein 

^s inil 8» sin A 
o^sin^4 8*»—* sin A 
II. ^ w* 

8"siu /I ösin^ 

ist, so erhellet, weno man in dieser Gleichmig nach und nach 
MssO» 2» 4, 6, 8,.**. setzt, sehr leicht « dass auch die GrSsseo 

/asin^N /aVinJN /^^sin^\ / B'^sin yfX 

sSmmtlich TerschwlDdeD* 
. IVeil eDdfich 

52) -g^=-B.Dj^, 

und folglich allgemein • 

8 sin 8"^ 

U. 8. W. 

8»~*sin^ 8*^ 
8"sin ^ 8^ 
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* 

k, m erbellet ancfa , weDO man in dieser GleielmBff aach und 
mdkussQ, ^, 4» 8» .... setit, sehr leicht, dais Ae GrSiMii 

/dA\ /d\4\ /aM\ 
vaar;' Wv' va«v' 

üamtßdi Terschfviodeii. 

Weil oao • 

d«amA . .dA BAaA .dA 

im, <o hat man die folgeudeo Gleicbuogea : 

da* — "-^ai* — T«"-ät' 

^cos A ^A sin A d'^A 

a»gipii dA 

— a55~'S' 

,^83 sin ^ 8M 

afsin^ 8i4 
8;r* -aar' 

a. s. w. 



a«6;n ^_ 8co8il 8^ 

— g^-^_CM/Ig^a+ aar ar' 

a^cos^ 8^ 
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cos A B*A 
8^ CO» ^-1 cj4 

U. 8. W, 

also nach dem VorhergehendaBS 

V. S. 1?« 

nnd 

^fd*iM^A\ fv^A\ 

u. 8. w. 

Ordnet man nun diese Gieichnngeo auf folgende Arft : 

(£Si)=,».«(g). 

(^5^)=-(**(li0-»(^-)©)- 
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. ^/B'coaA\/cf'A\ 



U« 9t» W.i 



»• neht mfuis fla^ siich mit (lüife der&elbep mitteUt der auä §. 
Mumtnn WeHh« vra 

(a^sJ\ /a*coSi4 \ /ggcos/TN 
and nach die GrüsscD 

btdeo |a$>.seo , wobei man nur za beachten hat, dass nach dem 
l%i|;eo, lind wie sieb auch vou selbst versteht, (coSi4)=co82l, 
\tmA^-=mm7i, (il)=V ist. 

£« ist alse 

«d folgficb meb 17) : 

54) @)=iÄc«IiiX 
Folglicli ist nach dem Obigvo ferner: 

65; ( - 1 = ibc sio 71 cos 21 , 

Ferner ist 

+ i\Äc(36^ F —a«) sin 11« 
= Ä (36* + 3c«— o«) — i (^a + c*— o«) j sin Ä«, 

4. k, wie man leicht lindet : 



3* 
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■ 

ALsa Ut Dach dem Obigen 

oder 

(^V^)=i (76H7cHa*) (bHc^a^)sin 21 

d. i. y wie man uach leichter Rechouag findet: 

59) ^j^-~-^=^j\{a'-{^U*i-3€*-4a-^^^ X 
Ferner ist 

= — lOcia* ' +3c ' — 4rt2/,2 ^ Ä2c2— 4c«a«) sin 21« 
— t\bc(bHc^-a^) tH^/*^) sin 2t* 

V6* + V6«ca+ Ve* 



und lolglich, wie man nach leichter Rechnung ündet: 



= A*c(a^ + 316* +31c* + iea^+316V + sin X 

Folt^llch ist nur eist mit VemachUssigoog tod Gliedern der 
achten Ordnung: 

61) il=V-M6c8in2l.^ 

+ ,if,Äc(a2 + 76H 7c«) sin 21 . 

+ j5k«6c(a'+ai6H31c'+löo26H316«cH16c«a*>«in2l.M 

oder 

62) ii=1l4-i^a^ 
oder auch 

03) ^ = 2(4-i6iCi 8in2t 

+T*06ic, (fli* + 76,«+7ct«)sin Ä 
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+w*Ko(a/+316i*-f31c/+lÖai*6iH3lÄi^f,H16eiS^;2)A. 
IfiC V«rnacJil&s«igiiog von GUedera der Mchstoo Ordaang M aber:* 

oder 

ABch Ut mit demsdbeo Grade der Genauigkeit: 



Umgekelirt ist auch, wie man leicht findet, mit demselbeo 
Mr Genauigkeit: 



«1 «i»1l=«|pi<-|-T'*(a«-6«-^«iDil.«« 



9* 6. 

NaA 03) bat mao ooo 

+ «mSv9 (a* +31e* + 316\-«+16c«a«)©ar^ 
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+ iiho (c* +31« • + Wj' + Itk^a« f 3Jd«A«+I66«c^lD^, 
Addiiri miHi dlm dr^l €}lelcbiift|;«li siftämtaM» so erbält niao, 

weil 

(ii + C) — (Ä + © + €)=2JS 

ist: 

69) 2£=©;r« + ^,(«« + 6« 

oder 
oder 

ßestimrot man aber aus der Uieicbung 69) die Gruese ^Ji% 
so eiliSlft man olme SchwIeiigMt mit Verm^bUssigeiig von Gill»* 
doHi der achte» OidDong : 

72) CD«*=;2£— ;,(a2 + O'' + O £.r2 
oder 

73) ^*>i = 2E~--Mü,''^h,'' {^Ci^)E 
oder 

— i»V«(3aiH36i^+3ca -2fli«6i^2Äi%V2ci*iii*). 

Fuhrt num min den gefundenen Avsdmck von in den 
obigen AnsdfQck von A ein, so erbftit man naeh leichter Kechming: 

75) J = «+!i: 

wobei 1%'ieder nur Grossen der achten Orduung vernacbläsfiigt sind. 
Auch Ist mit demselben Grade der Genauigkeit : 



•) De ainitcb nach 69) SwSlM eise Gtötte sWiilea OManag ist. 
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77) Z^A^iE 
•4er 

Gaos äholiclie Forraelo ergebeo «ich für di« Winkel C 

■I €- 

Geht man blos bis auf Glieder der zweiten Ordnung , so ist 
ik TcmchlSssigung voo GUedero der vierteo Oidmuig i 

■ 

vdcbe« bekanutlich da^ Legeodre'tiche Theorem i^t^ wenn man 
m dieriegt, das» in allen noeero obigen Formeln £ den balben 
£»« beseiclmet. 

Leicht irOrde man In die obigen Foimeln ancb den ganzen 
Yirtm einfHbreo fcSonen, waa nir dem Leaer tlberlaasen. 

0m ebe Control* fttt die tUcMlekeit uuaerer RechonDgen zu 
bbeo , iToIIen wir mittelat den ana m) alcb eigebenden Anadnicba 
fw Bimlieb 

GfSaae coa£ nach der Formel 

coa £= 1 — i£> 4- vV£^ 

fotwickeln, und den sich ergehenden Ausdruck mit (Umii oben in 
U) aal ganz anderem gefoijdeDeD Aasdrucke von cos£ 

mgleicbeo. 

Em iat aber^ wie nuui leivbt findet: 
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■ 

+ ika (fl* + 6* + + a«6« + 6»c« + c V) JO*«» 

und 

JK^ = A5D*a:»= A sin . .7 » 

= — (a* +6* + c* - 2aa62— 26 V- 2c%*) V, 

also 

cos£=l— iSD»^* 

t 

Da nnn 

— «0 _L «* 1* — -A* _ 

— III tfO "T Biiaa'T ftlt«0 — JH»© 

noA 

« _r I « 

Ut, 80 ist 

cos £ = 1 — 

— fml w 199 (o* + 6* + 74(a^a + 6«c«+ c^o»)^ iD^x«, 

welches genau mit der oben auf gana andefem Wege gefondenoD 
Fönnel 44) flbereinstimnit. 

Um eine Controle wie die ▼orhergeheode für die Rlrhtigkeit 
der obigen etwas weitiSnfigen RechnuDgeo zu gewinnen» War die 
nächste Veranlassung zu den in 6. 4 gegebenen, sonst eigentlich 
für unsern i^pi^enwürtigen Zweck nicnt anbedingt eiforderiicheD 
EotwickeiuogeD. 

j. 7. 

Macb einer beicannten Fonnel der spbftrischen Trigonometrie ist 
80) sbilfli«« sinJ^siDC ' 
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R«B M aber, wie leicht erhelJeo witd, 

cMi sin £ , 



folglich 

a£; ^ sio B^m C 



8S) C-2£) 
«icb inia f«nier leicht 



a3.sln4fiia 2«. sin (/j? 4^ C--2£) 
oE^ sin ^ sin f 7 ' 

ai;* sin^sinC 

8».ginioi« 2*.sin(^-t-C— 2jE) 
"TSE» — »ioJSTsiDC ' 



\ 



IK 8. W. 



(sinia,2)rr:0. 



/€ .sin ?t/i^\ «in (/> ( C) 

/ö^^'m i o \ 2cosOB + O 

V y~ sie Ä sin C ' 
/a^sinjai 2\ _ 2^. sin (Ä+O 
81;» ^ sioBäliT^' 



U. 8. W. 



tadfo^icfa 
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2cos(Jg-f Q ^ 
«nÄ«ioC 'Li 

2«.sm(g-hC) Jg^ 
sio^sifiC 1.2.3 

* . mni^siuC * 1.^2. 3.4* 5 • 
+ 

oder 

86) i«i»= • T-"2ihi^rii fe' T75" 

, ^^7mn^\n C 1. 2.3.4 
~^ 2^oSsittt" 1.2.3. 43 

^^^^ • 

Durch DiffereotiaUofl nach £ erfa&lt aukn : 

■ 

also 



610 tti 



sin ^1 



slnB| y . Ol* , , «iCos«i— «iiM^ aoj a.g|* 

Ffir £=0 ist 01=0. Besthmiit man nun Dach den hekaon* 
teo Regeln die Wetthe der Bfflcbe 
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Qr 1^1 = 0, so erhält mao 

•od es ist aiso oach dem VorhergebeodeD 

4 i. 

Daher ist * 



oder 



Daher Ut 



92) fl^S;=4<coti?-Hot€)£-|-4U + Ucot^HcotC>---cot^tC)|£S; 
folglich, wie man durch leichte RechiMiig findet: 

20j^«— ^«-Ci« =— 4(2cot J—cotB— cotQJB 

J^cotji«— cotJI»s=«otC* ^ 
— cot 2f rcot J7 -f cot €} 4- 2c(it cot C 3 
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86)8inia,«=: -^^^CT 

2co8(Jg^C) 

8lD«8iDC *l.2.a 

+ sin sin e • 1X374 

2* . sin ( H \ Q 



AiuühmC 1.2.3.4,5 
+ 

oder 

cos (^4^0 
. """sislö^siuC' 1.2.3.4 

sin (Jg-t- Q (2£)<> 



Dureb Diflereiltiatioa iiftch E erfaiUt man : 

abo 

■ a«.sin4«i V , aio£i ö*-^ , , _ «i ö^oi^ 

äl«~ ' "SE"* bE 

^ ^ sinfii 
altni| y . . , fltCostfi -- yiDat 8«i d.ai* 

Für £=0 ist 01=0. Bestimmt man nun nach den hekaoa- 
ten Regeln die Wertbe der Brttcbe 
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Ar so erbllt niAo 

«id i«tt also nach dem Vorhergehenden 

d. i. 

2 cos ( Iii- c) _ , /a^flj^ x , /e . v\* 

Oälier Ist ^ 

W) (^^^p^)=811 + i(cdtli*fcotC«-€otBcotC)l. 
Daher ist 

Uo s(B^C) , / -8in(/if ) ,^ 



frlglM», wie man dnteh leichte RechneHg findet: 

'ioi'— 6i2-fi« 4(2cot J — cotif— cotC)£ 

|— cotilrGotJ?-^cotQ+2€otjBeotCJ^ 
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und ^ 

_ i 288(2coMa— cot-B«— cotC«) | 
|H-60B(cotil(oot^4-cotO— ScotBeotQj 

ATsn ist nach 76) mit Veroachl&MiiguDg voo GUedern der 
achten Ordnung ; 

93) 

+ *\ (2 cot J — cot B - cot C)£^ 
'■^ ( 2cot^«— cotÄ«— cotC« ■ 

und lolglicb mit demselben Grade der Geuauigkeit : 

94) 7ii=A-lE 

- i\ßeotA * cot Jff-^cot 

• _4 / 2cot^«— cot/r^— COtC* 

} — (cot4(cotir-|-cotC)— 2cotÄcotC) i 

Anch ist« wie mao leicht findet: 

aj2_6i2— cia = — bcot J . JE 
—4tl ^ i(2cotJ>—coti4 (cota-l- cot C)4-cot£cot 

and 

s 16 ITcot J*— cot A (cot Jl -I-Qot C) -Bcot^cotO 
eo wie 

=32t 3eot ^«-l-cotil (cot cot C) +5 cot ücot C| 
Also ist nach 67) und 00*) : 

96) 8lni4=:8io1l+ScotifeiD9.£ 

+ J II + (24 cot^«— 7cotil(cotÄ+cotC)— 5cot^cotOr8lnX£» 

ood 

96) sin2l=:sin^ — Icot At»\nA.E 
— I a-l- (4oot A«- 7oot ii (cot B-^ cot C)— 5 cotB cotQI OaA . 

oder 

U7) §l^=l+:cotil.£ 

+ i 11 + 1 V (24 cot — 7 cot 4 (cot iK + cot O - 5 cot ir cot C)| £* 
- md 
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— i U -f ik (4cot ^« - 7 cot J (eot B-f cot 6:) — e cot 2f cot C )| 

01« Anwendiiiig dar im Obiges «DtwicMtaii Formelo b der 
(itodlaie tn aelgeo, IcaDO hier nicht unsere Absiebt seiot da diese 

sehr wichtige Anneodang als hioreiehend bekannt vorausgesetzt 
werden kann. Wir bezweckten bler nur eine weiter, als gewöhn- 
lich geschiebt, getriel>eoe Lotwici^eluog tler Formelo nach einer 
Methode, welche leicht erkennen liest, wie man eioh zu verhalteB 
haben wfirde, wenn man za noch mehreren Gliedern fortschreiten 
wollte, wpfchem notbwendiwen FrfrirHerniss uns die bisher ange- 
wandten £utwickelnni;smetboden nicfit s^ehilrii» zu entsprechen 
scheinen.^ Auch braucht hier nicht erläutert zu werden, wie man 
afeh zu Terhalten haben wtfrde, wenn die Winkel oder «Bogen 
nicht wie vorher in Theilen des der Einheit gleichen Halbmessern, 
ftondem in einem andern Maasse ausgedrückt werden sollten, 
welchem Alles zu bekannt und namentlich <»inem Joden, wer in 
|eodätischen Rechnungen nur einigermaassen geübt ist, zu geläuüg 
»t, aJs dass darüber hier noch besondere Bemerlcungeo nfithig 
sein eollteD. 



IV. 

Anwendung der Theorie der Vm- 
hiiiiiingfl#>iirvpn auf die Scbatteii- 

emmtrueUonewL 

Von 

Herrn C. T. Meyer, 

' Beigweriucandidaten w Fxeiberg. 



So vielfache Anwendung die Mathematik schon in jeder Be- 
ziehung nnd snler den Tereadedenartiiiaten VerhiUnisseo erlitten 
bat, m ist doch nicht zu leugnen, oass es anch noch Zweige 
der Wissenschaft und der Praktik giebt, wo sie entweder gänz- 
lich vermisst wird, oder doch wenigstens ein sTusserer Kinflus» 
derselbeti zu wünschen wäre. Zu der erstem dieser beiden Ab* 
tkeliungeo, nlaDdi der der WneeMchaft, gehOrt auch mtKiHg 
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dto Zeich noDkanst, und irenp li|«r «icb mathMitische Hilfs- 

griffe zum Theil schon angewendet werden» so kann man doch gewiss 
nicht verkennen, dass eine viel jjrössere An^vendimi; . namentlich des 
mehr geometrischen Theils (im weitern JSiiine de« Becjrlffs) noch 
Wünschens Werth sein in<icbie. Icb sureche hier weniger von der 
so^nannten geometrischen oder desctiptiveq ProJecfioDslelii«, o|^- 
gleich auch diese nicht ausgeschlossen ist, wie scbon die vorlie- 
gende Anwendung der Theorie der Unihfilhinuscurven zeigt, wel- 
che auch darauf ßezii» finden kfinnte, und zwar mit noch grösserm 
Einflüsse und noch glücklicberm Erfolge, als selbst bei den $icbat* 
tepeenstriietioDeti, auf irelcbe ich mich Jedoch besemnlreQ 
will, da jener In einem besondern Werke „ Axonometrlsche Pro- 

iection.«lehre«< auf gepflgendere Welse, als es hier m^lch ffäf^f 
^nrähaung geschehen wird. 

Siphon ans dem Begriffe einer UmhüUungsnirve ge^t herTIV» 
dass ich luicb hier nicht mit den Schatten geradlinig begrenzter, 
sondern vielmehr regelumt>«iig gekrümmter OUertjücben be^cbäi» 
4lgeii habe» und xwar sM es namentliobdie HotatieeskOrper 
und die gekrümmte!) Flächen zweiter Ordnun|;, avf dermi Seaatv 
tenconstruction gemnnte Tlicnrio in vielen rnilen seht vereinfa- 
chend einwirkt, ich gebe hier der FinfMcbbeit hall)er von den 
Rotationskörpern aus, an welche sich dann die allgemeinen Fälle 
der eekrflmmten Oberflftcbeo sweiter Ordnung leicht anschliessen 
wetoeo; die RotatioDskdrper sind nämlich sum Thell mir als be» 
sondere Falle jener gekrümmten FlSchen zu betrachten; ändern* 
theils reicht aber dieser Betriff viel weiter, so dass sonach zu- 
gleich für zwei verschiedene Richtungen Eingang ticnffnet wird. 
Hiernach ist es auch natürlich , dass ich micli im F olgendcu na- 
meDtUch mit den Rotationskörpern der zweiten Ordonng bescblf* 
tigen werde, znmal solches die am häufigsten voriionmiendea 
Körper sind, nfimlich den Rotationskörper des Dreiecks , des Krei- 
ses und der Kegelschnitte, als Kegel, Kiiirel , Sph.'iroid, Unidre- 



beiden der genannten K'^per, nSmllcn Kegel und Kogel betrifft, 
so wird, da Uire Scbattenconatructlta aehon jetit siemllah einfach 

ist Hummel; (■ e(imelrisch-practificb c roustmction 
der 8rh a 1 1 e TK Berlin. 18W.) , darauf wen!- KiiifluK«? ausgeübt 
werden können, und iob will d^bi^f att<)b ¥(^(t 4iepeu sogleich absehen, 
obgleich das Principe auf welches es bler oameatlich ankemmt, 
eben so gut an ihnen erlfintert iretden konnte. 

Nicht immer zeigen die geomeCflschen und namentlich axo- 
nometri»< Tirii (d. Ii. isometriscnen, monodiraetrischen und aniso* 
metriüchen) Darstellungen von Rotationskflrperri eine Curve der- 
selben Gattung, als die der Fläche ist, durch deren Drehung der 
KOrper entstanden gedacht morden kann» und ebendasselbe gilt 
vdii <l< I) Abbildungen im Schatten, welcher nichts anderes als eine 
mM^h Pr^jeiition ist. 

Bs liegen nun hier namentlich drei Fragen vor, deren Befttti* 

worfnnir dfis Hauptthema des Folgenden Ist: 1) wie man gleb 
flherzeugeri krtnn, ob der Schatten eine 4 urvc dr rselben Art giebt, 
als die RütaUonsHäche aeigt (d. h. ein £llip«oid eine £J^pse, ein 
PamMeid eine Pambel etc.) oder fiberhaupt, wekhe OSiree Im 



Matten entsteht j 9) in welehen mes fOr die Oatven der iwel. 
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Ordnimg d«r 8chattes eine Curre dergelben Art giebt» und 
in welchem Verhiltni^s dann die neue Curve »teht, und wie 
^imm, V«rci«lackuog der Couiftructioq eintr^tea kann , wiui aich frei- 
Ml «dbo» m»hr aif einaelM, «pecMI« Falle JiezMt 

Dmm drei Fragen werden iedoch nicht scharf getrennt abge« 
fc^Bitflt wenleD, da nie ihrer r^afnr nach zu eng yetwaadf stotf^ 
aia iKfo diea ohne WeltlSuftigkeiten und WiederholangMi g«ieh«fac|i 

isSaiit«^. Zur Litsung der gestellten Aufgaben Ist es nur vorerft 
erTortierlich , zu zeigen, von welchem Principe der Schnttencon- 
filriictioD wir hier im Ailgemeineo aa8zufi;ehen haben, e^ ist die 
Jba i» «Bam^eben, wodurch dia Theorie der UmhfinungacarTen in 
WirlEsaiakeit zu treten vermag. 

Da es sich hier lediglich um das Princip handelt, und solches 
an ^hvvcren Fallen mit nicht mehr V'ortheil, als an einfachem, 
ufkcl nur ipit grusserer Undeutliohkeit dargethan werden konnte, 
wie m^u denn in allen »>tLicken von dem Eiufucbereu zum CompU- 
ciH^PM €li»rfi^litf 9o wefdep wir aveb hier einen der einfnclierp 
FlAt als Grundlage annelmnn ; es stehe nHndich der den Sobat- 
ten werfende Rotationskörper mit der Ebene seiner Neigung par^d- 
lel dem I^icbtstrahle. Ist dies nicht der Fall, so wird dadurch 
diu G^wt.e Dicht ge<indert und blos wenig modificirt, wie wk ^yt'^- 
tar durcli ein Beispiel sehen werden. 

Es sei X. B. der fcoriiontale Sohlagschatteo (natfirlieh geonie- 
>i im Ii Ii) eines Rotationskurpera, wie ABCD in Taf. I. Fig. 1. (m 
ikinfri** «od die Buchstaben mit einem Index versehen) zu Gnden» 
^mr TOB Lichtstrahlen parallel der Richtung a: beleuchtet wird. 

I>a hierbei die Aulriswebene meist blos dazu dient, um die 
Rotationsfl.lche ihrer wirklithen (Jestalt nach dem ßeschtiuer zu 
seilen, und überhaupt i^iebr. nur als Hilfsconstruction zu betrach- 
fM Int 9 mo wird man nie gewSbniieh fiarallel der Neigung den 
Hodatlofialtarpefs geleol finden , und sollte dies nicht der Fall sfln, 
mm kann man sirh auch leicht ein derartiges Profil verzeichnen : 
«l«<*h soll hierdurch keineswegs atigedeutet werden, dass dies un- 
bedingt nüthig 8ei, sondern es dient nur zur Vereinfachung, wie 
■iaa auch selbst aus dem Verlaufe deutlich sehen wird; auch 
■inaiaiel iiat ein ähnliches Verlkhren bei der Scbatteneonntmctlen 
%K Kegel befolgt (8. 44. des obengenannten Werkes). 

Mao suche zuerst den Schalten einer durch die Axe EF 
geberidt'n, rechtwinklig zur Neigung des Körpers liegenden Ebene 
uHJK (es i«<t die« am einfachsten), was leicht nach den gewohn- 
ficfaen Regeln der optischen Zeichnungslehre gehcheheu kann, 
hrt die Bej^Dzangslinie eine Cfirv« . zweiter Ordnung , von denen 
wir hier ausgehen, so wird fnan «Ich der Aufsuchung einzelner 
Zankte blos dann bedienen , wenn die Curve eine Hyperbel istt 
«la deren Tonstruetion selbst nicht viel Vereinfachung gewührt ; 
. l^t man es aber mit einer Parabel oder Ellipse zu thun , so wird 
vmo zweckmässig nur wenig Punkte bestimmen und dann sogleich 
SIm Ömrm «nf cewShnlfeh^m geometrischen Wege veNends ans- 
ffibren. Es ist hierzu freilich erforderlieb» zq wissen , dass auch 
der Schatten dieselbe (vattung der Turven, als die Rotatiorisfifiche 
in der Regrenjjungslinie zeigt, und ich will daher mit wenigen 
Worten dies näher erläutern, da eine ausführlichere Beweisfüh- 
luo^ mich zu weit vom eigentliohon Gegenstände abführen würde. 
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LImI oSnlicli «He Fläche, wie hier an^oinroen , ree1itv^iiiM% 

iregpn den Gnmrlnss des Lichtstrahls ^ so werden alle Curven 
sich bei ihrer Abbildung im Srhatten nur insofern ändern, als 
ihre Constanten verschiedene Wei thc erhalten ; denn offenbar 
bleiben alle Ordinaton («veun mau die Axe der Fläche als Abscis- 
teoaze betrachtet) gleicB ffroee und rechtwuiklig zar Ahscissenaze, 
welche sich ?ergrtaert oder verkleinert , je nach der Neigung des 
Lichtstrahles x gegen den Horizont und dor Neigung ß des Körpers 
(Taf.L Fig. 2.) , und zwar tritt als variable Ab«cis«e ao die Steile 

?*i n et 

▼OD a~ . ^-r> ^, ao däss aleo die neue Cnrve die GMchuitf 

sni(p — «)' . ^ " 

Tnfh aber der I/ichtatrahl im Grundriss ochief auf die deo 

Schatten werfende Fläche, so eilt dieses Gesetz nur noch bei den 
Linien der zweiten Ordnung, da solche auch fnr zusammengehü- 
rige r nicht rechtwinklig auf einander stehende) Durchmesser die 
gewunnlichen Gleichungen zeigen, was allgemein für alle Corveu 
nicht bewieeen werden Kann, obgleich die fllGgilcbkeit Torhanden 
ibt, daea es noch für viele andere Linien höherer Grade Geltung 
hat. (Es ist hier natürlich der Kreis als zur Gattung- der El/ip- 
sen gehörig angesehen n orden ; er ist als Ellipse zu betrachten» 
wo kleine und grosse Axe denselben Werth erhalten.) 

Hat man sich deo Schatten dieser Fläche in ffhtA fTaf. L 
Fig« 1.) dargestellt, ao veraeichne man sich die EUipsenprojectioD 
eines aer Kreisschnitte techtwinklig zur Rotationsaze» etim cdgk* 
Bei der Lage des Körpers, die die Figur darstellt, ist es offen- 
bar, dass die beiden Axen der Ellipse auf den Schatten der Rota- 
liouüiu^e und rechtwinklig dagegen zu liegen kommen, wa« bei 
einer achiefen Beleuchtung niät der Fali iatf wie das letzte Bei- 
apiei zeigen wird ; es lat diea ein nicht weeentlicher , aber doch 
sehr erleichternder Umstand. Verzeichnet man nun in beliebigen, 
möglichst Ideinen Abständen auf der Schattenaxe der ghik ähn- 
liche Ellipsen nach den Axen g\hi<, ff^ff^t fj^ff^ etc., so geben 
diese den Schatten von eben so viel rechtwinklig zur Axe geführ- 
ten Oorehachnitfeen dea RotaÜonakörpera » und eine tangentiale 
Verbindung ihrer Conturen muas der geauchte Schatten dea Kor- 
pers so!})st sein Je naher man die Ellipsen verzeichnet , um desto 
weniger kann man tehlen, und legt man unendlich viel £Jii[)scn. 
so wird der iSchatten auch genau richtig werden; d. i. mit andern 
Worten, eine Umhfillangscurve Mdcher Ellipaen gieht den 
geauchten Schatten. 

Hieraua folgt nun ao^eich die LOsung der eraten der oben 

aufgeworfenen Fragen: wie man sich überzeugen kann, welche 
Curve als Begrenzungslinie des Schattens foft h\oH seitlich, da, 
wie in der Figur, oben und unten halbe KIIi|)sen schliessen uulssen) 
resultirt ; denn man braucht solche bios nach der gewuliiilicben 
Theorie der Umhttllongacunren , wie nie Littrow in aeinem 
Werice ^Elemente der Algebra und Geometrie** angiebt, zn 
berechnen , indeni fihnliche Ellipsen nach einem gewissen Gesetze, 
weiches dnrch die erste Schattencurve gegeben ist, fortschreiten. 

Auf das rSnhore über ümhüUungscurven ijehe ich hier nicht 
besondere ein, da sowohl deren Theorie als bekannt vorausgesetzt 
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werden mass, aU auch das Ver&bveB ftogleicb am besten durch 
Äe Beispiele deuttich werden wird« 

. Es sei z. B. der Rotationskörper aus einem ParabelbogeOy der 

iicll um eine Ax<» hinter s:emem .Scheitel dreht, entstanden. 

Die Begrenzung.sliiiie de*» Schattens der durch die Axe rerht- 
winktig zur Neigung des KOrperi» gelegte» Fläche ist, wie irüher 
gezeigt« eine Carte tod der Form 



alse wieder eine ParaMj deren Paisnieter=-|^'^'^^ ist; dech 

konunt liieranf weiter nichts an, sondern wir ^ehen gleiek tod der 
Parabel im Schatten ans , deren Gleichung wir ^i^sspxt nehmen 

wollen. Ist nur» fe die Schattenprojection der Axe und onn:=zah^ 
der kleiimte Abstand derselben von der Curve (natürhcli vom 
Scheitel), weichen wir d nennen wollen, t>o wird die ueue Cnrvc 
eine UmhfiUongscarre Sboiicher Ellipsen seio , dereD Mittelpuui^t 
sich auf fe von o aus nach, beiden Seiten fortbewegt, wohiei die 
Axen sich nach den Entfernjinircn der Ttirve von ef ändern. Be- 
zeichneT) wir die variable Halbaxc der £lii(iee durch r, na nird der 
andere Halbmesser nr, da die Eiiipsen ähnlich sein «ollen, wenn 
n die Verhältnisszahl zwischen beiden Axen bedeutet, und ist 
so ist die fortkufende Linie ein Kreis, welcher Fall bei 
aufrechter Stellung des Kor{)ers eintreten würde. Bezeichnen wir 
lemer die variable Entfernung des Halbmessers r von dem ange* 
nommenen Anfangspunkte o durch u (analog Littrow) und durch 
X und die Coordinaten der neuen Curve, so wird nach der Glei- 
^chmg der Ellipse : 

und nach der der Parabel: 

woraus folgt: 



Aus dieser Gleichung i«t nun a durch' DifiTerenziiren darauf 
als Function von x zu liestimmen und dessen Werth dann wieder 
zu snb$titniren. 

fMlerenailrt man daher obige Gleichang, so folgt: 

2« 

«--a?=2n*— + -—TT-, 
P P 

Thei» IX. 4 
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so 

wonach sich a aU eine Function des 3teD Grades von a: darstellt ; 
und M 4er Siili8tlt|itioB derselben in oWM>61eiöliiin^ ist leieht 
.•iwcbtUdi» das« «ine Curve höherer Otdnang resnltiren mflsse, 
woranf wir nna aber nicht weiter elnlaaMn woDen, da wir dasselbe 

einfacher zeigen kdnneDj indem wir ils:^ annehmen; ca wird 

dann : 

I 

und sonach : 

• * 

Setit man zur Vereinfachung noch n=:i, so irird: 

offenimr die Gleicbong eines hohem Grades. 

Viel günstiger fiUlt selion das Reeoltat ans, wenn der KOrner 

durch eine hyperbolische Linie begrenzt ist, d. h., wenn die Pa- 
rabel der vorigen Aufgabe in eine halbe Hyperbel ilbeigi^ht. 

BehSlt man vorige Beteiehnoagen bei, so Ist In diesem Falle: 

' wo a und b die Axen der Hy-perbel bezeichnen, und Ut die Axe 

des Rotationsfcnrfiers zugleich die der Hyi'rrijcl , so iass sich 
also gleicbsam eine ganze Hyperbel um ihre imagin&re Axe 
dreht (wie Tai'. 1. Fig. 1. darstellt), so wird: 

Für den Fall r=5jV^2+««--o+rf erhlUt mau ebenfalls eine 
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Cnnre huhero Grades, ßfr f=2"v A«+a« resultirt aber wieder eine 

Hyperbel, was sehr erfVettUcIi ist, da gerade iet/U res Verhältnis^ 
M ies gewSbnliebeD Cmdrehungs-Uyperbuioids ist. 
SctMD wir vorerat: 



«o gebt 



8bcr in: 

Die Dilmotiation giebt: 



Btwlebiiet auui 1 — p- dnrcli |c» m wird: 



Bestimmt nmn hieraufi a, so wird solches eine Fanction selo» 
!■ Welcher ^ unter dem vierteo Wnrzelseicheti Yorkomnit^ und 

f«etxt man daher allgemein a~(p{\r x) unrl substitairt diese Gr»J»»ge 
obeo, so ist durch eine leichte Betrachtung sogleich zusehen, dass^lt 
mit dam vierteo Warzelseickea behaftet nicbt gatus verschmiideB 
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kann , so (!ass also eine Qfteicluiog von wenigstens dem vierteu 
Grade entstehen muss. 

Betieutend einfacher wird die Kecbming iür 

denn et» wird nun: 
differaniiirt : 

_ Jg 

und daher die gebuchte Gleichung:. 



= 1, 



d. i. die ein er Hyperb el , wo die frühere Axe et unverändert bleibt* 

6 aber in V ä*— Überseht sind hier die Abscissen, s die 
Ordinaten der nenen Hyperbel). 

\»t 6^<n^a^, so wird die Curve nach der Formel eine Ellipse, 
doch ist dies augenscheinlich nur fär die-nichiiten Punkte des 
Scheitels mOglich, so dass al.<o die andern Ellipsen keine Umbttt- 
hingßotirve eolion können ; die nfich.sf irrnsspre ^^ ird Immer die 
aoaere umschlicssc d. Der Schatten wird dann am h nicht mehr 
▼on der Umhüllungscurve abhangig sein, sondern nur aus den 
Mden Epdellipeen bestellen» diu am dann aefanelden müssen. 

Durch diese Gleicbirag^ bat man nicht nur befrlesen» dasi der 
Sdiatten des Hyperboloids nieder eine durch eine ganM Hypefitel 
begrenzte Flache ist, da sich die Axe a nicht Sndert, H'asiS vie- 
len Fällen schon von Niifzcn sein wird, sondern man kano auch 
sogleich dioNo Hyj»erl)el nach der AbhSnt»igkeit der neuen von der 
alten Axe a und o constniiren, was zwar nicht einfach ist, aber 
deeb In vleiea FKIIeii einen Vomog dagegen verdient, dann man 
■Idi dufeh Schottfie «• «• neHv Punkte des-Sciattmis beetfamt 
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Von noch grSsserm Vortheil als Mtt Hyperboloide wird aber 
<äie ConstructioTi durch ümhülltinErscurven bei dem ümdrehun^s- 
EJUpsoide oder Sphäroide und dem Umdrehungs - Paraboloide, 
voran nich daoii ein Kürper scbliesst, der aus der Drehuug einer 
Hyperbel am ihre Hauptaxe entsteht. In diesen Fällen resultirt 
»M-ht nur dieselbe Cnrve» eondero es ergeben sich auch riemlicli 
cia&cbe AbhangigkettsverhSltnisse« jrelcbe von weseDttichem 
rintsea für die Zeichnung sind. 

Ans der Vergleich un£r dieser Ffilto nit deo VorigeB «Hiebt wmu 

rag^errh , <1;iss allemal dieselbe Corve entsteht, wenn die Rotation 
va cioe Axe ^tattnudet, dass sich aber eine Linie höherer Ord« 
■mifc ergiebt , nenn die Rotatioosaxe nicht mit einer Axe der £r- 
seognngseorre «mmmenialit, daher aach bei der Ellipse und der 
Hyperbel zwei verschiedene Rotationsbewegungen möglich sind, 
t^nlich um die grosse und kJeiue Axe, bei der Parabel aber blos 
thf einzige um ihre eine Axe« um im Schatten eine Curve der- 
«eiüeri Art zu erhalten. 

Ich werde nnn auf diese KOrper spedeUer eingehen und wwn 

E]U|M^ide beginnen. 

I> Soll (Taf. 1. Fig. 3.) ein genni-t stehendes Snhhroid AHCD 
(wo v*ir den allsenieinen Fall annehiiien, dass die Kotatiriii um die 
eroeibe Axe ^Utti^erundeu bat) als Schatten auf der hurizontaleu 
BedeoflSebe projicirt werden» se wird man, wie frflher schon an* 
g sg ehe o, erst den Schatten einer rechtwinklig zur Neigung liegen* 
den, dtirrh die Axe Aß gehenden Durchschnittsflache bestimmen 
Tnd danu die ümhiillungscurve der ähnlichen Ellipsen suchen, 
vreicbe die Projectianen von Schnitten rechtwinklig zur Axe dar- 
steilen und deren Fortscbreiten durch die erstere Ellipse gegeben 
wM« £s aei nun die Gleichung der erstem Ellipse 06}^ t bei 
Betbebaltnog; der frühem Benennungen« 



da wie früher 



^ + ^2 = 1, 



(«— 



ist« geht fluw Tem Mittelpunkte o aas, 

DfiereDslirt man diese ^leichiiogv so folgt: 



folglicb wild die CHeichtm^ der Umhtilongscanre : 
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Der gesuchte .Schatten ist also eine neue Ellipse, deren kfrino 
Axe gleich der des Schattens des ersten Schnittes bleibt, uahrcnd 
die Crosse c= V a'^-f w^ä^ wird, d. h. , man nniss h mit dem Ver- 
hSftmss n (welches man leicht «iurch Messen zweier beliebigen r 
und nr, etwa of und oc, mit einem Maasstabe und pivision erhal- 
ten kann, wenn M n0tbig) iniiiti|ilieifeii, welche GrOtee sogleidi 
in oc UDO öd gegeben ist. uhd dann die Hypotenuse zu den recht- 
^rinkiig an cinnmler trcleetcn Linien n und vb ziehen, um die 
grosse Axe zu erhalten. Noch einfaclnT kann man dieselbe auch 
dadurch finden, das» niAo tangential au den Aulritis iu der iiicb- 
tung des Lichtstrahls eine Linie zieht und deren Fusspnnfct «vf 
die Terinnserte ab projicirt; denn man muss den Eod|)unkt erhal- 
ten, da der Anfrias aU ein Vertlkaldatchechnitt betracfitef wer- 
den kann. 

Es ist einleuchtend, dass man hei irenTihnlicher Ausfühnrng 
nicht einmal er^t die Ellipsen aU(ji und cdfff zeiclmen wird, son- 
dern man (Indet nur die Funlcte Q* f» g* cnnd wo oa—o^^tff 
of=:og = b, ac^od^nb ist, und construirt dann, nachdem man, 
wie nn^cj^eben, die neuen Axen gefunden hat, soj;leich die Schat- 
tenellipse, was am besten durcfi Krnmmnncjskreise erfolcjen wird. 

Ist das Elliit^oid durch Drehung um die kiuinc Axe entstan- 
den, so bedingt dSed nur wenig Unterachied und kann somit Hig- 
tich üherganL^en werden. 

2) Den Schatten eines Umdrehqngs-Paraboloida, wie ÄBCf 
au verzeichnen (Taf. II. Fi^. 1.). 

Das \ erlaiirerj bleibt dem rrfihem ganz ähnlich, daher wir 
uns hier auch ziemlich kurz fassen künnen. Der Schatten des 
Schnittes dereh CI>FG ist edffj, ond awar wieder eine Parabel 
nach der frfihem Angabe ; man hat nieht nuthi^, sie zn ▼eraeich>> 
neir , sondern eS penuiit . die Punkte r, ''''./ und fj zu wissen. 
Der Schatten Irgend einos Kreisschnittes gicht die Axenpnnkte A% 
h, i, l, oder emfacher nimmt man gleich fjt b, und es i$t 
nnn die Umhflllungscurve zu suchen, welcne entsteht, wenn Sho- 
liche Ellipsen auf der Linie ed nach dem Gesetze der Parabel 
fortacbreiteo. Bezeichnet man aniUeg den IHlliem Beispielen <>k 
durch r. or durch nr, nennt das variable co~tt und die Coordi- 
naten der neuen Curve «r und ,y vom Anfangspunkte c aus, so 
wird, bezeichnet man durch p den Parujueter oer Curve fgc: 



und 

also : 
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differeiuuirt : 
ivoraitö folgt: 

»V + (^^—5 x>g=it»p C ^ — ), 

iL i. die Gleiehnog eiiier Parallel, dmn AnCangsiiattlct nm ^ 

weiter aui der Abscisseuaxe zurückiiegt als bei der Parabel y^=vx. 
Es indet eenaeb hier das eigenÄHmfiche Verbiltoisa atatt, oaaa 
die aeoe Curwe von der alten nur dadurch waehleden tat» daaa 

ihr ^iiiiaog4i»puukt uiu w^er hinausgerucLt nird. Itiitdie EUiptie 

ci» &eia, d. i. so wird die Entferoung d. h. der »Schei- 

tel der alten Parabel giebt dann den Brennpunkt der neuen. Um 
Bim diese Parabel zu verzeichnen, ist Tor Allem iilUhig, aa he- 
«timroeo, was ganz einfach auf rein geometrischem Wege erfolgt 

indem in r der Scheitel, in f ixlor // ein heliebij^er Punkt der f^- 
n?hel vom Parameter p gegeben ist; man verbinde / und r dnrch 
eine gerade Linie und errichte darauf in/ ein i'erpendikei , weiches 
die ADsdsseiiaze in m schneidet, es ist sodann md=p. Die Ver- 
hSlCiiiaezahl n findet man, wie heim Umdrehungs-Ellipsoide ange- 
geben, nnd nimmt man dann p —mal und trägt 

solches von c rfirknärts auf, so findet man den neuen iScheitel Cj, 
von uelchem aus man nach der geivohntichen, ziemlich einfachen 
Paral>elcoostnictioo diese selbst verzeichnet. Anf andere, ein- 
fachere, Weise kann man auch deq Scheitelpunkt wie beim Sphfirolde 
finden, so dass man also nicht einmal n zu bestimmen braucht. 
Am Ende schlie««;! die Pnrnbel natürlich tangential an den ellipti- 
schen Schatten der Iiat«t^ des Körpern an. 

3} Zwischen dem Sphäroide und dem Umdrehungs Paraboloide 
mUlMi Inne steht glelebsam der dritte an betrachtende KOrper, 
der nämlich, welcher aus der Drehung einer halben Hyperbel um 
ilure Abscissenaxe entsteht; denn in der Formel ist die Amveichung 
vom Eliipiwide gering, wlibrend er sich der Gestalt nai:b mehr 
dem Paraboloide nähert. 

Eine abennalige Wiedarbelung der Zeiehming wire jedenfalla 
ilberflilBaig mal wh beicVinhe mich daher hier darmif» Uee 
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die Formel für die Schatten-Hyperbel iiernilelteo, nmial ein eolcber 
Körper nur selten vorkoinml. 

Behält man die frühem Bezeichnungen bei, so wird die Cil«t- 
cbung der Ellipse wieder: 

«V+ («—*)*= 

während man für die Hierbei bat: 

cfl - 

ea ist hier a, ixisu auch x, vom Mittelpunkte (nicht dem Sehe! t«i> 
der Hvperbel aus gez&hlt Fahrt roao quo die Rechnung wie g;^- 
wUhnltCD durch, so erhfilt man: 



differenzürt : 



und «onach 



«y + (a-flr)*=iia.^(a«-a«)} 



d. i. die Gleichung einer Hyperbel > wo die grosse Aze s= V »*Är^ 
die ideine =6 Ist. 

Einen Uelteletand bei der Verzeichnung eines solchen Kürper» 
giebt nun aber die Bestimmung von a und b , irelche Idos mittel« 
Kecbnung erfolgen kann« indem man mit dem Maasstabe XU swet 
verscbieclenen Abscissen in der erstem Hyperbel zwei verschie- 
dene Ordinaten abnimmt: ans zwei Gleichiini^en lassen sich dann 
zwei Uobekaoote a und b finden. Dies ist natürlich blos nuthig^ 
wenn die Glelchunj; des schattenwerfenden Körpers nicht bestlmnit 
gesellen Ist, da sich sonst hieraus, oben s^ezeis^t, o und b 
finden I5sst. Ein um so günstigeres Vcrbältuiss^ist es dnher, dass 
gerade dieser Konier, wie schon er^vühnt, zti don seltenen «jehort 
und durch das frülier beschriebene Hyperl)oh>i(l \ ertreten wird. 

Ich hoffe, dass' dnrrli das Vorhergeheade ihxs Priucip, auf 
welches es weseiitlich aukumnit, hinlänglich deutlich geworden 
sein wird , so dass man in Torkoromendeo, mehr oder wmger ab- 
weichenden 1\^len Im Stande ist» sich sellwt neue Fonnoii und 
Abhftngigkeiten zu entwickeln. 

Zum Schlüsse der Betrachtung 0ber Rotationskörper will ich 

blos noch ein Beispi*«! anführen, um zu zeigen, dass das Verfnh- 
ren sich nur weni^ ändert, wenn die Lichtstrahlen nicht parallrl 
der Ebene seiner Neigung auf den Körper lallen ; es treten dann 
xusammengehorigo Durclimcsser an die Stelle der Axen. 
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Es «ei also (Taf. II. Fig. '2.) ein Sphäroid ABCD vou einem 
sowohl im Gniud- als Aiifritfs schief steheoden Lichtotrahl A be- 
leaditet md m mII der Sehalln gdfMmi werden, den es auf 
& horizontale ßodenfläcbe tvirh. 

(Uni auch die sehr nützliche Anwendung auf d&B geometrische 
Zeichnen darzuthun, sei es mir erlaubt, hier abweichend darauf 
anfmerksain zu machen, wie leicht sich, hat man A^By(\Di im 
Anfriss gegeben, dieses EUipsoid io den Grundriss zeichnen lässt; 
man hat blos nothig, die Linien aa| , langential voo der 
Ellipse des Aufrisses herabzuziehen, so giebt ap eine Axe der 
Ellipse im Gnindriss, w.^brend die zweite rechtwinklig dagegen, 
FG f naturlich gleich CxUi ist: hieraus verzeichnet man dann 
leicht, am besteu durch Krummuugjskreise, die Ellipse. £s genügt 
wn Erklimog dieses Verfahreiis, Torlier in wissen, dass wiednr 
eine Elltpse leraltiren müsse, und, dies ist einleuchtend, da mao 
sich als Ellinsen darstellende Kreise hat, die wieder nach einer 
projicirten £>Hii).<e fortschreiten, ganz ähnlich wie bei dem früher 
oeschriebeoen Falle der Schattenconstruction.) 

Uw ▼«ntichBe sich snerst, gans wie frOher, den Schaittoo 
einer Anch die Axe CD gehenden, leehtwinkUg snr Neigung de^i 
Körpers, also auch rechtwinklig zur Aufri^sebene, liegenden 
Schnittebene, abfy, und hierauf den Schatten eines Kreisdurch- 
schnittes des Körpers, am besteu den durch die Mitte» als cdfg. 
Es Ist nickt ndthig, beide Zeidinungen anssoflBhren , sondern es 
genüirt, wie wir spSter sehen werden » die einer, nämlich am besten 
der kleinern, was Ton der Neigung des EUipsoids abhängt; hier 
wird man also blos abf^ auszuführen haben. Die Construction 
dieser Ellipsen ergiebt sich daraus, dass sowohl ab und gf, als 
auch fg und cd zusammengehörige Durchmesser derselben sind, 
wevoQ man sich dadurch fiberzeugen Icann» dass sowohl die Axe 
AB, als auch der Kreisdurchmesser CD alle mit dem andern 
Durchmesser parallele Sehnen halbirt, was auch im Schatten blei- 
ben muss. Die Aufgabe besteht nun eigentlich darin, die Umhül- 
iungscurve zu suchen, welche aus der l^ortbewegung von Ellipsen 
ikiiiicli cdjg auf «6 nach dem Gesetie der Verinaening von Pa- 
rallelen mit gf oder of fai der Ellipse obfy entsteht ; dasselbe 
Resultat ergieot sich aber auch, wenn man umgekehrt Ellipsen 
ähnlich abgf auf cd nach den Ordinaten der Ellipse cdf^f sich 
fortlaafend denkt, was auch aus der Betrachtung des EUipsoids 
«pftiil^ henrergebt, und daraof gründet es lAcb, dass man eine 
hAihige der beiden Ellipsen ausziehen kann,.»fimlich die, welche 
man als fortschreitend annimmt, wozu man n.itu'rlich lieber die 
kleinere wählt. Dass aber überhaupt eine Ellipse ausgezogen 
werden muss und man nicht wie bei dem frühern Falle einer ua- 
nMen Belenebtung verfahren kann, soll gleich hn Folgenden 
näher gezeigt werden. VVIII man n&mlich*^ese Aufgabe, wie sie 
hier gestellt ist, sogleich losen, so wird man nicht nur Winkel 
einfinhren müssen, sondern auch zien»lich grosse Aus<lrücke der 
Abhängigkeit erhalten, welche für die Zeichnung unbrauchbar sind; 
dagegen kommt man sn einem sehr einfachen Resultate, wenn 
mas die zusammengehörigen Durchmesser der fortschreitenden 
Elltpse verlegt, oimlich so, dass der eine auf die Linie fiillt, auf 
der die Ellipsen fortschreiten ; es wird dann hk der eine, wv der 
andere der susammeDgehörigen Durchmesser. Hiernach lassen sich 
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nuDeiofacbaAbliäQgigkttttäverblütoUse der UmhtlUuQg^curve liiulen. 
BmiehMt nm* 0k in BMm mum der aleh mSndetftdf 11 Ellipse 



om 



durch r und om durch nr, al^o ^ = n, so wird, beliSU man diQ 

andern BezetchnwniröO wie frffher hoi , so (lass also or=f>ff^: 
of=zoff = h, ar= Kiitfemung des r von o, o: die Absciitse der Um- 
hüllungficurve vod o aas und ^ die daxu gehörige Ordioate paral* 
lel r \si, da f&r laMmi^eDeehtirige Dnrc hweaa er d iewi Wa 6le^ 
dwngeo ala fttr die Axen gnten: 

tiiid 

HO ^ das V erhkitniss angiebt, io dem die mit 6 paralielen Üurch» 
messer m dem ▼arlelileii r etehen fes tfit die« eie eonstantee Ver- 
hSltniss, da beide Linien immer denselben WinM einschliesseode 
Durchmesser ühnlicher Ellipsen sind). Es ist nun aber hiemach r 
in dem Stnndo tvio oh — ab, und beseicbnet Bian diese eovstrate 
Grösse durch «o wird demnach: 

(a»—««^ 

welche Gleichuni; wir mirli früher hatten, nur dass hier / ilatt 
dort b «teht. Gaikz ähoiich wird daher auch das Resultat: 

die Gleichung einer Ellipse zwischen znsammengeborigen Durch - 

mosKcrn, von nrelehen eioer = a*+»V iat und der andere =/ 

Weiht. 

Um also den Durchmesser der zu verzeichneoden EII»|>sc auf 
der verlängerten cd zu finden» errichte man in o ein Perpendikel, 
mache daaaelbe =nl> d. i. = om, nnd ri ebe die Hypotenuse pct 
welche die verlangte Grosse V a*+«*/* giebt. Aus den xusam- 
mengehiirigen Durchniessem kk und 9t beschreibt man non wie 
gewohnllcn die Ellipse. 

Die Constructioii der Ellipse aus zat^ammengohürigeii Durch- 
me s s ern Ina« anf, verschiedene Welse erfolgen; eine siemlich 
einfache Art will ich hier anhaogswolse noch aeißlgnB, ohne {edocb 
einen weitern Beweis Haffir zti lieforn. 

Man bescbreiho luu den einen Durclime.'^sfr , am he.steu den 
grvsserq» AB ( rai. I. Fig. 4,), einen Krei^ oder üaibkreis, er- 
MAmmäAB im Hlt«il|Nmfcte C ein PfrimndUMi CF vnd var- 
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binde FE; letrt man nun durch beliebige Punkte (\, r'j, f^, Ca etc. 
der AB ähnliche Dreiecke im Halbkreise, wvl» leicht durch Parai- 
McD gesebMt, so erhSIt maa in E^, E^, £4 etc. belMIg 
▼Me Fnokt« der Ellipse. 

Man kaon auch die Methode der fonstruction durch Krum- 
nmtigs kreise hier anwenden, obgleleb mit weniger Vortheil, aU 
weDQ die Axen gegeben sind. 

rVacMcn mni m das Prindp festoestollt und auch die Rola* 
tionekorper ziemlich ansführlich oetracntet worden sind, bleibt es 
nnr noch nhrio:, aiK h mit wenig Worten auf die gekrümmten 
Flachen der zweiten Ordnimi^ tfhorliaiipt einzugehen and deren 
Relationen zu den beschriebenen ünidrehungskurpern der zweiten 
OrdmiDe anzugebep. fHe hierhergehOrigeo Korper ^ind namenl- 
11' h: (las EIKpsoid, da« Paraboloid (elliptisches Paraboloid), das 
Hyperboloid und zvrar mit einem nna mit zwei Mftnteln oder mit 
anonterbrochenor ndergftiieiiDt|o IMJwigeB, mdeodUch das bypef^ 
bolische Paraholoid. 

Was das EHipsoid betrifft , so ist dos Verfahren bei der Schat- 
tenzeicbnmig gans wie l>eim Sphäroid, nur dass ein elliptischer 
D tti c lM M i iiPitt sich statt eines Kreisdurch schnittet im Schatten als 
Ellipsäe projicirt. Der einzige Unterschied, der eintreten kann, ist, 
da«8 sicn bei paralleler Beleuchtung schon ein Fall ähnlich dem 
zuletzt erwähnten bei schiefer Beleuchiuni; herau«<>telU, was von 
der Steihmg der Netsnne dee KOfpere abhSngt. 

Das eiliptische Paraooloid Terliftlt sich zum Umdrehung^para- 
bolord ganz wie dn?: FIlipwnifl zum Sphnroid , so dass hierüber 
Bichts weiter zu sagen ist , und ebendasselbe gilt von einem Hy]>er- 
boieide mit einem Plante! zum Umdrehungshyperboloide , wie ans 
dm EvIvleiniQg solcher KOner sehr leicht folgt ; s. Lerey „Der* 
stell eade 6eonetrle<% deutsch von Kanffmann. S. 38. 

Dns Hjrperboloid mit znei Mfinteln oder getrennten Höhlungen 
findet seinen Repräsentanten in dem dritten der drei zuletzt be- 
trachteten Rotationskörper, der aus der Drehung einer H^'perbel 
vm ihre wirkliche Axe entsteht ^ nur dass wir im Beispiel sich blos 
eine halbe Hyperbel drehen Hessen, während bei diesem Hjnperbo- 
loid die andere Hälfte nicht vernachlässigt werden darf. Es bat 
dies noch den Vortheil, dass man dano gleich den AxeDirertb a 
mit im liSchatten erhält. 

Der letzte dieser Korper, das hyperbolische Paraboloid, hat 
wwmr kemn Vertreter in rrübern » doch werden wir aoeh dävibct 
Inm fainweggelien können, indem der Korper sQ nngewCliHlich UU 
um eine Formelableitung zu lohnen, hei welcher man es offenbar 
nicht mit einer ÜrahflUungscnrve fort! auf ender Ellipsen, sondern 
Tielmehr von Parabeln oder Hyperiieln zu thun hat» die nach einer 
andern Parabel fertschreiten* 



Digrtized by Google 



60 



V. 

I • 

Velber die Yerscliiedenen Amdrücke 
desJHürfiniiiiiiiisshalliniesseN einw se*» 

gelbeii«! Curre. 

■ *■ 

Von den 

Herrn Dr. JL Ph. Wolfer«, 

«•tronomiMlieii Rechner an der KSnigl. StenwArte m Berlin, 



In den Lelirbiichern der Mechanik kommen verschiedeDe Aos- 
drücke des Krüiumuiije^stialbmeiiserH in Anwendunc^, je Dachdem 
ma« andere Coordioaten oder andere ürvariabeln anDiiumt. Einige 
derselben werden auf nicht ganz einfache Weise hergeleitet, wes- 
halb hier eional der Versuch gemacht werden soll , dieselben Ayate* 
matisch herzuleiten. Hierbei wird jedoch die AnilgldM Id 00 fern 
hesrhninkf, als nnr eine Curve einfacher Kfümmiiiigy did ftlM M 
einer Khcne liegt, betrachtet werden soll. 

^. l. Aufgabe. EsisteineCMrve^P(Taf.n.Fig.3.)undauf 
ihr der Punkt P durch die ^echt\vinkli^en Coordinaten AB=jc und 
PB:pjf gesehen; man soll den Krummuugsbalbmesser der Curve 
in diesem Pnnlcte bestimmeD. 

Auflösung. Sind AD=a und CDzziß die Coordiuaten de^ 
Mittelpaaktes C d^ 4M;calirenden Kreises, ist y sein Radios» d. Ii. 

der gesuehte Krfimmaii|Ssbalbmesser ; m müssen belnmitlich ffir 

die Curve nnd den Kreis sowohl die Coordinaten des Punktes P, 
a.\H auch ihre ersten und zweiten Diiereutiaie tdentisch seio« Dft 
nun die Gleichung des gesuchten Kreises ist: 

1) y*=(y-|S)«+(:r-«)», 

80 ergiebt sich hieraus durch zweimalige Differeotiationj weil a 
und p constant sind: 

Durch Verbindung dieser zwei Gleichungen erb&lt mao 
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^ ^ ^ dyddx~^dxddy 



' ^ Tltfddx — dxddy' 



Sabstiteirt man die letstern VVertbe io 1) und aeM alsdann 4fe 
Qnadratwnixel aus* so ergiebt aich 

j __(%!±i^£2f 

^ difddx—dxddjf dtfdile — dxddy' 

Hiar banaicluiet dfssV^'TT/p daa EioMul dea Bogewi der 
Carre und ea lat bier keiae der Veräoderlicben ae, y und i ala 
iirvariabei Toranegeaetat 

Znaatz 1. Ifaflit man» irie aä geirSbnUcb geacbiebt, x ala 
urvariabel, alao 

ao, eo arfam man aogleicb 

^™ dxddy djcdd^' 

1d dieaer Fonaei pflegt man wie bler daa negative Zaidben lau 
«Üden, wenn die Cnrve gegen die AbadMenaxe eoneaT iat 

Uoief derselben Voranssetzang» daaa ifdl2ssO aei» erbSIt man aus 

d§dd$^df/ddy, y,t 
sad oo» wenn man ddy aua Ii. elimioirt: 

HI, 

Zaaata 2. Nimmt man y ala arvariabel an, «etat also 

*«* = 0, 

80 folgt aus 1. ; 

y- "1 

• * ' dydd^' 

Ilster ^^nmU^ Voimmsetasg folgt aber aua ilii*sd!a*T|nd^i' 

dsddt = dxddxt 

Süd wenn man daber i^ftir aus IV« eliminirt: 

^ dydds' • 



.1 



■ ■ 
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Zu satt 3^ Nimwt- imd «ndlldi « als.iirmiabel» «lao 

dds = 0 

an, 00 wird aus = <ir* -|- df^i 

O^dx dda -f dy ddy* 

Weno mau nun mittelst der letzteo GleichuDg zuerst fUlfft daau 
ddjc aus I. eliminirt, so erhält man 

VII. r^-**' 



§. 2. Aiifi^abe. Man soll (Taf. II. Fig. 4.) den Rriimmungs- 
halbniesser im Punkt P der Curve AP aut>drucken durch Polarcoor- 
dinaten , indem dieser Punkt durch den Radius Yector PM = r 
iiimI den Wioket PMA^v bsstimmt wird. 

Auflösung. Es sei die Länge durch welche die Lage 
des Pub Jf gegen dao vorigen Anfangspunkt hefCliiimt wirdt conslaiit 



= a. 

Alsdann erhalten wir sogleich zwischen den rechtwinkligen 
Cooidinatea des {• 1. und den jetzigen Polareoordinaten die xwei 
Gleiditiiigin ; • 

l).«sa— rcosv* 
ysrsiav. 



Differentiireii wir diese Gleichungen» ohne Annahme einer bestimni' 
ten Urvariabelu, 80 erhalten wir: 

3) dx^ariAnvdm^tMfiirt 

4) dj^ssreoseifü-fsiDedip. 

Aus 3) und 4) ergiebt sich sogleich« wie bekannt: 

Differentiiren wir ferner 3) und 4) noch einmal, so folgt: 

5) ddx=r eoBvdt^'^^tAnvdrdt'^r tAnvddff—ewi^ddr, 

6) dd^s^^rsiavdv^-^^^Qosivdrdü-^rcoscädü-i-aiuvddr» 



Soiiilltalit aum die so «tUteMB Wettka dm, dy, dds Md 

dtfy In L, so ergiebt sieh: 

VIII ' , j f^dv^^df ^^ 

^"^r^dvH^dr^dv-rdvddr-^rdrddv 



r^dv^-jr*^dr^do — rdvddr-i-rdrddv' 
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Hier \»t keine der diei vtriederlielieo Grliseen « , r eod v aU 
urvariabel angenommeit. 

Zusats 1. Ninunt man p als urrariabel, also 

* 

aa« ao eflillt maa VIII. uaUtellar: 

Ualer dieeer Voiaosaetaqag wM aber aua. iii*«r*cb^-|-ilr*: 

dth — rdr dc^ \ dr ddr, 

aad wenn man mittelst der letalen Gleicbuog ddr'axM IX. elimtnirt, 
nacb eiaiger Redaction: 

Znsats 2. Nimmt man r als lirvariabel» also .t 
aa» ae erbfilt man ana VIII. : 

ds^ 

Wir eibalteo aber bei dieser ÄDuahnie aus d3p'z:s.t^d9^^ daß*. 
und wenn man nun dde aus XI. eliminirt und redueirt: 

Zitaata 3. EndUcb wollen wir s als wrvaiiabel oder 

«aoeimaii. Aladann folgt aoa d^^f'^dt^'\'dK*i 

O^iirdrdt^^r^dvddv^-tirddr. 

Eliminirt man mittelst dieser Gleichung zuerst ddr, daan ddo ana 
VUL« ae erbält man nacb karzer Reduotion: 

^sdr _ , ■ 

y-^^drävi-rädv' 



* 
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Anmerkung. Hiermit «inil alle einzehuni Fälle, \refche be 
rechtwinkligen und Polarcoordirmtcn vorkomineii künneo, erschupA: 
dagegen l&st sich noch ein recht einfacher Ausdruck für del 
Krümniungshalbmeflser dacsCeilm, indem man das Tom Pol M aiii 
die Tangente in P gefUlte Perpendikel MQ als verändern« fn 
Grosse einführt. Setzen ^^ ir (Ipmnuch ^Q=;:>, den Winkel /^/iW 
Hclchen die Tangente mit der Abäcis^eoftse bildet, ' = d uiid de^ 
Winkel QPM—s; so ist bekanntlich 

^tangd=^, 8\od=^' nnd cosd=jg. 
Ferner habeo wir 



8inc= 



Substituirt man hier die Wertbe voo <^ und di/ aus §» 2. unter 
No. 3. nod 4., so wird: 

rdü 

und 

Minimt nao um, wie io $. 2. Znaatz 9. als urvariab«!, «Im» , 

däv=:0 

ao, 80 erhfilt man dtudi DüereatiatioD der letstas Glefdiiii^ : 

- ^irärdv r*dväds 

^t^^—di asT" 

2rdrdv r^v rdrdt^-^drddr 

--di — d?' s — ''^ 

rdr\f^d9^'-rdüddr-^M»dv\ 
= Zi ' 

Vergleicbt mao diesen Weitb mt VL» so efbült man aogleich 

XV V — 



Es scheint nicht unangemc^^son, diese selftaer vorkoBUDende 
Formel durch eioige Beispiele zu erl&atero. - 



j 



Digitized by Google 



6S 

Beispiel 1. Es sei ATMß (Taf. II. Mg.S.) eine Ellipse, deren 
halbe grot>»e Axe ~a und halbe kleine Axe =6 ist. .Für den 
llittel|nmkt C als Aofanffspiialrt oder Fol* sni die erosae Axe als 

Abscissenaxe, sei die AßKcis.se CQ des.belic^i^cn l^mkte^ Mzrae, 
die Ordinate MQ = t/. der Radius Vector C^=r, TMH die in 
M gezoi^cTip Tangente und CT=^p da« auf sie gefölite Perpeo* 
dik«l. Aua» der (Gleichung 

folgt •ogleieb 

' ® (ix ^ 

Ferner 



d. b. weil sin a = 77==^==^ ist : 



edar. Indem man dar elfnÜDirt: 



Aua 



erlilit man aber 

and wenn man dieae Warthe In 4) aabstitiurt: 



Vo2 + 6«— 

HhrawM etbltt man dvcb DUferetiiiatUns 

dp ^ abr 

«nd ao nacb XV. 

TbeU 



■ 



I. 
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B.i«plel % E8 bleibe alles «le In, vori?; " Beispiel«. Jedoch 

auf die Tangente uelfillt* Perpendlkd FT-tsp • AI«««» 
.weil der Abstand l*t..w» 

Va»-^ 

a 

die Excentiicllät beseidmct, 
oder 

dL " SeUe FF' in C halbirt ist, aach eiuem bekaORteo SätMe 
der Eleiueutargeometrie : 

aod 80 : 

2) «a + 6* — = 2<w' — r'*. 

Feruer aus r'* = + (ac + 

- ^) ejr=r'— a. 

öubstituirt man nuo die Werthe 2) ttoaS) in 1); no erhÄltmao 
Uieraiw etgiebt sich durch DiifereDtiatioD : 
und nao oach XV* 

Dieser Ausdrudt würde ^*ich aaph unmUtetlmr eijKebon ha^^^^ 
man den Werth van a* + 6«-r* aus 2) in die Gleichung für y def 
▼Otigeo BeispieU substittitrt hStte. 

Beispiel 3. sei AW/i (Taf. II Fig. 6.) ^^^^ 
Snlrallinie , niso wenn Z //CW r und der Radius Ve«»w Ol 
gesetot wird, ihre üleichunc 

1) rv=s«t. 
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iTo a coQ&taDt ist. Die gerade Liuie TMR sei eine Taogente an 
der Curve, dieselbe bilde verlängert mit der Axe ACR einen Win> 
M = S, Femer sei CT=p das von C auf die Tangente gef^llt0 
Perpendikel, endlich CG = a: und MG=y die rechtwinkligen Coor- 
dinaten des Punktes J7/ in Bezug auf C aU ADiangspuakt und CR 
als Abscissenaxe. Da nun 

2) x = — rcoa«, 

80 ennebt sich durch DifferentMAion der GlekhaDgeD l), 2) und 3) 
nnd Verbioduog derselben; 

4) iuf^fitmmc + — « 

V 



5) d^ssircouvd» . ^ 
iiieruus folgt: 

^ . d^ sin r — t^costJ 

6) taJigd=— T^=— — T — : — , 
' a;r cosp -1- osioo 

^ . «ino — vcose 

«) CK»« -f «ubtiM = V — ^ 

' ' siqp— ücoisp 

wdlicli, weU CT=iCi2slBd: 

Aus JO) folgt: 
und so nach XT. 

Substitolrt man statt r seinen Werth durch 9 nach 1)> so erhftlt 
maB aocii : 



5» 
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Bemerkungen ttbcr die Kurve üer 
Hrünurangfinnltte^ankte. 

Von dem 

Hmrn Doctor F. Arndt, 

Lflbrw am GjmnMimn in SttmliniBd. 



Da«8 der geometrische Ort der Krümmoogsmittelpunkte für 
die Punkte einer Kurve Ton doppelter KrüTnmmiir keine Evolute 
der letztern ist, hat unter Andern Tiacroix im Traite du cal- 
cui (Iii f. etc. Tom. I. {». 025. Paris. 1810. t»Yt) the tisch und 
p. 630 — 31 ancli' analytisch emleseo Die ICrilmmnogsnidieo 
lan^iren weder den Ort der Kriimmungsmittrlpiinkte. noch ist das 
Di^erential de« Hoiijens der lelztern de;» OiffereiifinI des Krüm- 
mungsradius gleich. Ich hübe die Relation zwischen (ien beiden 
Differentialieo , sowie die relative Lage der Taogeate und des 
KHfammiDgsradhui aufgesucht > was meioes Wissens noch oicbt es- 
scbehen ist, und desmub hier mitgethsilt wird, .yrsU es bei manclieD 
UstersochuDgeD. TOD Nntseiij sein Icaiio, 

Bsseichnet y , x einen beliebigen Punlct einer Kurve im 
Haume, er, ß , y den ihm zugehureodeii KrAmmiuigsniitteipanlit, p 
den Krümmuogsfaalbinessery 

1. A(ai^a) + Ä(y-/5) + C(z-y)=rO. 

die Osculationseiiene im Pankte y, z, deren Uurclischnitt mit 
der i^ugei 

den Osculationskreis giebt, so gebOrendemietstern, weil er dwdl 

drei unendlich einander benachbturte Punlrte der Kurve geht, bekannt- 
lich noch folgende Gleicbnn£*en an , die durch zueiniatige Diflefeo« 
tiation der beiden vorhergehenden nach x, i entstehen : 



*) ]llsBT«rgl.aochLittrow ansiljri» 43eemetrie. fi S94. Wies. IM 
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3. Avx 4" f- €dz=zQ, 

t(vo d«'^ = da:* + %^ -|* ist« Man findet hier die Coeflicieoten 
der Osculationsebepe: 

und für die Coerdiuatea de» Krfimmunggmitteipupktcs die Ulel* 
chmigeD 

wenn wir zur AbkflrzuBg 

teUen. Eltmnürt man ans den drei Oleichungen 8. 4; (alao auch 
jf, s hekannte Funktionen von jr), so bekomml am zwei Glei- 
chungen in a, j}^ welche die Kiirv« der KrfliiimiiDgfiiiltteiinulkte 
anadrilcken. 

Ejs Hei nun 0 der Winkel , ^v( Icheii die Tanj^ente an die Kurve 
der Krümuiuiigsmittelpiinkte in einem bej»timmtea Punkte derselben 
tt, y mit mmk enti^prechendeD Krfiauniiiigmdius iHldet; da di« ^ 

Gleichungen der Tangente sind Jt— a=^(Z-7), Y~-ß=^Z—y)\ 
Gleichungen des Krümmungsradius ^Y— -j-— ^(Z-^»), 

wo da^^ du^ f r/^ + Sy'^ das Differential des Bo<»ens der Kurve 
der KrOmmangHmittelimDKte ist. Die Differentiation der Glei' 
cbung 2. mit Köcksicnt auf 4. giebt aber 

IL («— «)aa + (y— ftö/J + (»-y)8f=:-j0^, 

folglich nach JO. und 11. 

12. d«=J:Gos09a. 
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Es kommt jetzt darauf an , den Winkel 0 zu be«tiiumeu. Zu dem 
Ende muss man eine andere Relation zwischen den Dlfftrennalcii 
dp, d6 Sachen. 

Differenziren wir die GleichungWl 1. nnd 4. , indem Alles ver- 
änderlich gffUfifal wird» und lieiftcksichtigeii dabei 3. uod 6. , so 
kommt 

Eliminlrt man aus diesen beiden GleichoDgen der Reihe nach By, 
Bß, Ba und setzt zur Abkürzung 

13. (a^}BA + (z^yBC^^ABa^-Bdß + Oöy= 

so erhält man 

14. ) Rdß--QBy=^ TBj, 
l PBy'-ma=z 

Nun betrachte man die Gleichung 11., multiplicire sie der Reihe 
nach mit P, Q, R und setze im ersten Falle für Pri. Pdy, im 
zweiten für Qda, Qdy , im dritten för Rd^ ihre sich aus 14. 

ergebenden Werthe, so kommt für P{x^ai^ + Qiif~ß) + R{^—y) = U : 

t Oa«= SWxCjr— /3) — ä%(2— y) — Pp8p, 

• l my=iTBi/{:r-^a)-^Td.t(y — ß)^RQdg, 

Jetzt quadrire man diese Gleichungen, addire die Quadrate nnd 
sieh» die Wnraei aus, so erhält man 

. + (TBx(2 ■- y)— yax (or— a) — ^^oß)« 

Setst man aber für x — a, y — ß^ z — f ihre Werfhe aus 8», so 
wird r=^^-i^i^af«; bekanntlich ist aber P«+Q^ + il« 
ssX^W, also 

17. t7=sai«. 

Auf der rechten Seite der Gleichung 16« gjebt die Entwickehing 

\ TBt{$- ß) - Tdy{i —y)\'' + \TQX (x — y) 7% (jp— a) i« 
+ ; ff)— §rair(y-/3)i» = T^qW', 

ferner, mit Berücksichtigung von 8.: 

P{Bx(y-ß)-By{z-'y)\'k' Q{Bxiz-f)-^Bz(x^a)\ 
•I- ic|y ff) »-arCsr— A I = 0, 
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Weil endlich der Kruivuuii^radiiii (^ss:^, so hat man »tatt iÖ. 
die Gleichung 



M. «0=^ 8»». 



Aue dkeer Relation folgt leicht -jj^ = «d oder ain ^ 

= 253^^ ^' Daraua sieht man, dann & zugleich der 

Winkel ist, vvelchen Tangente mit fler Osculationsebene bil- 
det, ihi>s lol£;lich die Projectlou der Tangente auf die 
Osculationsebene d< r Krümmungsradius ist. 

Fßr die Crrlto4ic T int j©tzt Ausdruck /u suchen, io vvel- 
cbero hlo8 die Elemente dof ^ifehjeQeit Jinrve vorkommen. Ein 
«oldNff ergiebt sicbl^dif ans 

» * 

Oeno man hat 

folglich, Avt'iin man die.se Werthe in die vorhergehende Glcifhnng 
«iniührt und tür x — a, y — §, z — y ihre Werthe aus 8. niuiiat: 

Beseicbaet t den Flezionswinkel» so Ist bekanntennassen 

21. T^xds*, 

und die GrCsse r, also auch ^Terschfrindet, oder es wirdd^:^:^«, 

0 — 0, wenn die sfegelieoe Kurve von einfacher Krümmung ist. Nur 
in diesem FaMe ist folgtieh die Kurve der Krünimuugsmittelpunkte 
eine Evolute der gegebenen. 

»«.V.*«— ^.?.g^. 

nu^äc der Ncigungstvinkei der Obculationsebeoe gegen die Ebeeea 
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der yzy xt, xy einfthrqn ; h eiM c o dieae re«^ v» |i, A, *h> Ut 
nach 20. : 

22. T=^ -jj (cos v0';r + cos fic^ + cos A^^z) 



» 

♦ 

VII. 

Bewete eines Theorems von den 
Keselsclmltteii. 

\ oti dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrar m Gynuttinni bo Straltwid. 



Diircli vier Punkte in einer Ebene sei ein l)eliebii;t'r Kegelschnitt 

Seiest; es n-ird die Richtung der beiden Axen (der eioen Axe 
er Karabel) gesucht. 

Nimmt man zwei Gegenseiten des durch die vier Punkte bestimm- 
fCD Vierecks als Coordinatenazen an, welche des Winkel u ein* 
sdlliesseii» und bezeichnet die Coordinaten der beiden niif der 
Axe der x Hebenden Punkte durch «,0; a', 0; 'lic (\)or<!ii»aten 
der beiden nrwiern auf Act Axe der y liegenden Punkte diirrfi 0 , ^; 
0, ß' i die (ileirhinii; des Kegelschnitts^ der um das Viereck be- 
schrieben norden, durch 

so bat man folgende Relationen: 

!• Cb«+2JS« + F=0, 
2. O«'* + 2E«' + F=0, 

a. + } / =:0. 

' 4. Aß'^ + 2Vii' + i = 0. 

Kliminirt man E aus den lielden eisten Gleicliungeo« D aus <fs0 
beideo andem«- so kommt 
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t 

F F 

««' ' p/r 

mm ^ der Winkel, welchen die Axen des KegelftchuiUs mit 
der Aie der j: bilden , so bat man bekanuteriaasäeo 

fil^lii h. weoD man die Werthe vpA ^ (u^^^ ^* *o ^* eioiübrt: 

ÜBit iflt die Richtung der Axen nur Ton dem Verh&ltniw ab* 

käogi^ oad «MBit nocli vobestinnt, wie es anch «ein mus§, in 
itm cksrcfa Tier Punkte imendlicb viele Linien zweiten Gradea gelegt 
«odeo lioBiicn. 

Indessen giebt es einen Fall, In welcbem lang d| von j, un- 
abhängig ist, und um diesen tiufzufinden. Setze man tang2|=y, indem 
j eine coostaiite (irössc bezeichnen hoU. Bringt man die Gleichung 

Fßß' sin 2m - Wag' ßß' m n u 

#'(««' -I- ßß' €0s2fe«} SAott' cos« 

nfNolij so erhält man 

Ff / V ^ 'i» — r (tn^i-ßP eos 2tt) ) - 2Ba(/ jSjS' (sl n u-y cos it) ^0, 

and da diese Gleichung für jedes B gelten soll , einzeln : 

a j9/r8in2tf^y(aa' + cos2B)=:p» 
9. sinu — ycos»=0. 

Ettminirt man v aus diesen beiden Gleichungen , -90 entsteht 
(ßP -^tu^ tmut=i6f also, da sin« nicht fiecseh windet i 

10. ßß'z=Z9LOf, 

Hin eihfilt famr ans 0* tangnssy» also . 

11. tang 2| = tang u . 



Ifbmtelit leicht, daas der Gleichung 1(K der Fall entspricht, 
b welchem die vier Punkte in einer Kreislinie liegen» und da 
•adi IL 

4=:iM und 1 = 90« + 

so haben wir folgendes Thenrem, welches mir vor längerer Zeit 
3?.«» eJD von ria Ilsen ijeftindenes von dem Herrn Ueransgeber 
gdegentücb zum Beweise vorgelegt wurde: 
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^Beschreibt man durch vier in einer Kreislinie 
liepjende Punkte nnenfllich vlolo Linien des zwei- 
ton Grades, so sind doren Axen einer und der- 
selhen Richtung parallel^ derjenigen nämtich, 
welche die von de« GeeeDeeiten des Vierers 
gebildeten Winkel bslbirt*' 



• a 

Kleineiifare DarateUuns einer hOelist 

elnfaclien Bereclinuug des KreteTev^ 

Vmm 

Herrn Doctor Wilh. Matzka, 

ProfcMor der Methemetilt tu Tsmtv. 



r 

1. J. Schwab (cesterbes 1813 so Nancy) bat bekanntlich 
in einem kleinen Werkden (El emens de s^emtftrie. 8. Nancy. 

1813. p. 104) ein liusserst einfaches Verlahren gelehrt *), dat* 
Ver h iil t u 1 88 TT (I e r Kr ei 8li u i e zu m D u rcii messe r nSherungs- 
weise zu bestimiuen, welches auch bereits einige (freilich nur 
Wenige) neuere Lehrbücher der Geometrie aufgenommen haben ; 
s. B. Vinc^tttln seinem Oours de g^emetrle. 

Es gründet sich dieses Verlahren auf den leicht nachweis- 
baren Zusammenhang umfangsgleichfr recrf'In! aasiger Vielecke, rlnss, 
wenn R, r bei einem rei^elmÄÄsiijeii «ecke, und r* bei » 'mem 
regelmässigen 2necke, welche eleiche Umiänge haben, die Halb- 
nseser der um* und eingeschriebenen Kreise TerstelleD, 



•) Terqnrm ^ ( ist in liiouvlllp .^Jonrnal de niathrm.^^ t. 3. 
an. p. 96. nach , dR>8 iirhon UcKcartes (.,0ciiTrc8 de Descar- 

t.e«'^ publ. \fHT V. Cousin, t 11. |i. 442.) diesen Vorgang gelehrt und 
Bnler hn 1769 („Notl eowni. Petrop.'' t H, p. isr!) daisnf anf- 
inertrMtn gemacht hiit. — So miiM da« in des Blldlsdidksa V efg t a bS M S 
luuncr wi^cr neu erfunden werden! 
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iit. Verdoppelt auui ouo die SeiUosahl lortu&brend und stelii die 
HattmeeMr der eneoeeelveii VIeleelDe fn die Reib» 

r,Ä; r'.Ä'; r^.Ä"; r^^U'";,...; 



wo iet Tom dritteo Oliede an iedee folgende erst 

und dann das eeometrische IViittel ; ja aogar , wena M weil 
Vorschrelteu die Glieder sich bioreichend einander genähert haben« 
auch nur das arithmetische Mittel «»einer beiden Vori^änger. Und 
die Grenze der Giieder ist der Halbmesser den Kreises, von dem- 
selben Umfange, wie alle diese retrelmässigen Vielecke. 

Sind dann einmal zwei solche (Glieder A und B erreicht, deren 
geometrisches Mittel mit dem arithmetischen in so iriel Deainud- 
xiffem aJe man Üir die Grenae veriangt, ttberein stimmt, so findet 

mao sogleich die geloiilerte €renae: s= Jf-|* — ^ — =sB^ — ^ — • 

2. Leider lässt diese so le)<'ht berzuIcitenHe und borbst ein- 
fache Rechnung, weil der Zusamnienban!? der eit^entlich zu suchen- 
den Zahl, 7t, ifktt der yorlSafig zu berechnenden HUfs^rOsse 
Haihmeseer des Kreises von gegebenem Umfange — nicht offen 
und Idar vor Augen liegt , nicht fiberschauen , wie man dem vor- 
gesteckten Ziele , d. u dem Verhältnisse der Kreislinie zu ihrem 
Durchmcs-ser , durc h alimälige Festste IIihilj seiner nach einander 
folgenden Deziuiaizifiern , Schritt für Schritt naher rüci^t, Vas man 
bei einem mSndlichen Vortrage dieses Verfahrens nnj^m ▼ermisst 
Das l>ewog mich, eine andere IfiUsgrlWise ausfindig zu machen» 
welche diesem Mangel abhilft. Als solche fand ich , wie die nach- 
folgende Uerieitung ausweisen soll» am xusageodsteo das umgekerte 

ohige Vethittnlss ) - / neMtteh Jeaes des Dtirchmesaers %mt 

Kreislinie« so wie aum Umfange des ein-' oder nmge- 
scbriebenen regelmässigen Vieleckes ; da man hier die- 

selbe bequpnio -^Aiederholt abuecbselnde ßerecbnang des arithmo* 

tischen und gennictrisclien Mitteln beniitzen darf. 

3. Sei (in Taf. III. Fig. 1.) d der Durchmesser eines Krei- 
ses; V09 dem ihm eiwescbriebenen regelin.ii^Mi(*en neeke und 'inerke 
eine Seite AB ünäAC, der Umfang j» und p' ; von dem umu»" 
schriebenen regelmäs«igen iieci^e una aiecke eine liallie Seite CE 
«od GH, der Umlang P wfd M"^^ dies man Iwt : 

p = n:AB—n,2An, 

also 

4. Uiervon benutzen wir vor AUem die Proportion 

Pip^UiMiDA, 
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v«lrlSngeni CO vm DuicbbiMMr CJ uflfl flhMii AJ, wodurcb 
^JDAcoOGM wild Ans dlcMin folgt: 

GJSiDJ = OGiJDsz I 

daher wird SS dl: m 

Zur Weffscliaffutjff der JD betrachten wir das Dreieck OCßf 

iii welchem JbA |j C£± Od daher erhalten wir 

• « ... ' »■ . 

ODiDA = OCiCE, 
aleif wegen DAip:s:CEiPz 

' ■ 

und blecM» . 

S 

Mitliia geben beide Proportiooen Tateint 

und Kofort , wenn p y P' in Beuig auf eine beliebige LSojeeo* 
elnhcit die MaawzahleD eder Zahlwertbe der betreffeiiden Viel- 
ecke-Umßüige voretellen: 

« 

So einfilch aoeh dieae Ctleichung schon ist, so wird sie doch noeb 
eiofacher, wenn inan ihr Umgekehrtee afanmt and die Tbeilung 
einzeln vellbringt, da dann 



wird. Ihr s;emäss ist für jede Läntronrtnhplt der umf^ekehrte (re- 
ciprokc») Werth dos Cmfancies P' clt's nini^e^ichriebeueu 2»iecks das 
arithmetische Mittel der umgekehrten Wcrthe der Umiauge p und 
P der ein- und umgeschriebenen »ecke ; oder der Umüing P' def 



*) Aehnliche so tri« aadi congraente Dreiecke pflege ich jederaeit 
•o sa bezeiduien, data gteichvielte Buchttaben die8|»llsen gleicher Win- 
kel andeuten; wonach auch jede Rwri mit ;^lflrhvirflten UurfiKtnhcn be- 
leichneteii Seiten bomolnj? siad, und mau demgeiuä«« «ehr leicJii über« 
sieht, welche Winkel ^luich and welche Seiten gleichliegeod Miea. 
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um^eficIiriebtMirn 2?K rks isf" das harmonischo Mittel der Umföllg« 

^ Uütl P der eil»- witi uuigcschrtebeneii «ecke *). 

5. f)ic hei F nnd /) rechtwinkligen Dreiecke CDA und CFO 
haben deu Winkel au C gciuuiiisehaftikb : aUo «ind »ie äbnlicii, 

- - - ^ ■ • " 



UDd daher ist ^ 



folglich 



p'ip = f :m 



Ferner Ut cur Elimiiiation too in Drhi Jke OGM die Fil II GM 

GO:FO = GH'.FA, ' 



also giebt die Vereiaiguog\jieifier i\ep>rtionen die oene 

"... :p' ^ p' ipt 

und hieraus, wenn wieder p^p'y die:ZaU.Mrertbeder helreie»' 
dea Uml^Bge vorstellen» ist 

p'z=\r^p, , 

Nimmt man , der Gleichfönnigfceit wegeo , auch UenroD das Um-' 
gekehrte, so wird 



a—Mp f 



; • 6. Z\vi«cbeu den ümräogen v und P f?rr beiden rege Iii lässi- 
gen necke besteht eines Tbeil Is die Proportionalität dcisüielben zil 

den U^bmessefii CWnnd ^ der ihnen etogeschriehenea Kreia^, 
nemlicb Ci9(ie auch in 4.); ' 

md andern Theüa Ist im reohtmnkligeo Dreiecke OADi ■ 

■ . . . . t ■ \. ' ■ 



*) Die letztere Aiulcgun^ obig^cr Cileichung fand ich bb>8 in ran 
Swinden'« ..Flem d. (»♦»ofn.'*, übercetzt von larohi. Jrnfi 
axig(»Beigt; pbwuhi »i« nciion L amjr '(f 1715} un4 liurr^bo)» (Ai37j 
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II i 



daber 



Diese Proportion wird Tereinfaeht» wenn nan diii<oh pi^ und 
theilend ihr die Form anweist: 

oder 



Ü). "(i) 



SO dass man danach aus jedem der umgekehrten Wer^^ der Vm- 
l&nge p und P den de« andern letdit betedinen kann. 

7. Die letzte Gleichung macht dadurch, dass sie noch mehr 
nn Einfachheit gewinnt, wenn man sie mit d* multipliztrt, d« 
die Umfönge v und P zu dem DnrdimesMr d Um VerliftItiilM 
nimmt» folglich in 

Überseht, daraut aulmerksam, da«8 «Rieses Verfahren füglich auch 
auf ofie früheren zwei Gleichungen anzuwenden sei. Geschieht i 
dies, indem man seHie mll d nmtipllsfrt, no eiMten wUm Mmmäm 



p- 1 p 

B. Kennt man demnadl eine« der beiden Verhlltnime^ond 

d 

an Mfeh^ man das andere mittelst der IMehmig (!•)> daon an 
Ibnpn ffsmta dar CUeUAnng (2.) dss aritbfnftisehn Milte) md 

an diesem und zum nächst yorhergeheoden VerbSltnisse gemäss 

ff ^ 

der Gleichung (3.) das geometrische Mittel 

Auf diene Welse Mect jedes nachfoleende VerhAltniss zwischen 

den zwei nnniittelbar vorn ergehenden und diese Verhältnisse nähern 

sich, bei unendlichem Wachsen der Seitenzahl w, einer Grenze, 

welche, weil für lim }i=x, wenn man die Kreislinie c nennt, 

de 1 
seiwehl Ifanpose als ancb lim Fse Ist, •^«Is^ssls^s^^'Ssls 



Digrtized by Google 



79 

muMB, Usi aim auch 4^^^ Grenze zwischen jed^n zwei iiucli ein- 
amler bemdbinlaii VerbiltalMD ^legti '«l aiiisseD diejenigen ^üd 
so viele ADrao^sziffern derselben ricbtit; Lestimmt »ein ^ als iielclia 
und wie viele lo beiden Verbftltnisi^n die .Demlicb^ sind« 

9. man z* ß« da« eiosescbnelieiie regelmÜMsIge l^echc- 

eek, «^4S^ zu Gnmde« «e ist swm Mte gleicli dem tfalbme^^ 

-jp; d^iker «ein Um&ng 

pz=tü-i^Zd und i»aiiacb — = i-» 

Oaiane fiDdet mh 



P 



fiecKeat man sick bei d»t iveile^ fi^diMif der 7eteMigeo Loga- 
rithinen, eo fiidel iwiii idl]a&l% folgeade mwutiaie^geliliflge» Vet» 
bältniaee: 

6 Q-288675 0-333333 
U 0*311004 0*3819» 

24 0:31(>4» 0-319220 . 

48 0-3J7854 0*31 853(3. 

Von 0-319220 und 0-317864 Ist äns r^rithmetische Mittel =0-318537 
hinreichend nahe gleich dem geometri^cheo 0*3185364. ^iimmt mao 
neo die beiden letzten Zableii 0*317864 

wid O'Siaiy 

so ist Ibt f^ntflnehled . . . . . . . *2 

seb Drittel . . 2?7 , / . 

also dieGtenze;^ =.0 318309. • . , ' 

1 

Es ist demnach in 6 Anfangsziffern nahe richtig — = <f: 0=0-318309; 

daher findet mao das eigentlich rerlant^te KreisverhliKni««« -x—cid 
=r=3 l41€0. Der richtige Werth uit 3* 14 159-265, daher der ge^ 
' ' le «r«t der Otea ZIfo 1 st greM. 



N a eil 1 1 a g* 

10. Eben als Ich das MaDuscript zur Ahsendang bereit lege, 
lallt mir norh der Gedanke bei, dass sich selbst der Methode 
Schwab's der Vortheil verschaffen Irisst, nicht erst die entfern- 
tere llilfsjCTOsse, den Halbmesser des Krei«»ei», von voraus fes tg a» 
aelsfeiB Üat&oge, soadern die dein giMebteD n nftebete Hnra» 

grCfise, ~» sogleich zu foerecbnen, inik^ man gleich im AotaDg 
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der Rechnung!: von den Halbmessern der regelmässigen Vielecke 
auf die Verliältnisse ihrer Durchmesser zn ihrem^sich gleich blei- 
betlto DinAmge flbergeht 

11. Hiebet nehme ich zugleich Crelegenheit, obige Bezietrangs- 
gleichungen zwischen den Vieleekshaibmessern nach einem Verfall* 
ren abzuleiten , das noch einfacher und überschaulicher als das von 
Schvvnb a. a. O. (gewiesene ist, und welches, wie mir mein ver- 
ehrter Freund, Herr Profe^^or und Hegicrungürath von Ettings- 
hausen, im Juli 1838 erzählte, sein damaliger Adjunct, nunmeh- 
riger Professor der Physik zu Inmbmefc, Heir BanmgarteD, in 
ewem alten fiache gefimden halie. 

13. Sei (in Taf. III. Fig. 2.) die Seite eines regebnSon- 
gen, einem Kreise eingeschriebenen Vielecks. Führt man auf sie 
senkrecht den Halbmesser OC, so halbirt dieser den Winkel 
AOIi , und die Sehnen CA, CB werden einander gleich. Verhin- 
det man die Mitten A' und ß' derselben durch die Gerade A'W'y 
80 ist sie «He Seite , OiJf der kleinere nsd OA' der grossere UaÜH 
messer ein^s regelmässifi^en Vieleckes, welciiei doppelt so fiel 
Seiten, aber doch dort'^f'ibeii Umfang wie das ge<^ebene hat. 

Denn so ^vic OT den Winkel /lO^ halbirt, eben so halbireo 
die zu den Mitten Ä' und B' der gleichen Sehnen CA und CB 
gehenden Radientectoren OA' vnd 06* wieder seine Hälften COA 
nnd COB% folgileh.ist 

COA' =:Af OA=^ CQB' =:B'OB = lAOß 

und 

A' OB' = COA' + COB' = iAOB. 

Femer Hegen die gleichen Sehnen CA, CB, also auch ihre Mit- 
ten A', B', vom MittclpTinktc gleich uoit r\l), nenilicb es ist OA' 
z=OB' , daher das Dreieck A'OB' gleicJischenklig, und des Win- 
k^lBA OB* Uaibirungslinie OU'± A'B' , folglich ist A'OB' der 
Winkel am Mittelpunkte, A*B^ die Seite« CM' der crdssere und 
Oiy der kleinere Halbmesser eines regelmässigen Vielecks von 
doppelt BO viel Seiten, als ihrer dafe gegebene besitzt. 

Weil endlich im Dreieck ABC die A B' i| AB, als zugleich 
senkrecht auf der OC, ist, dabei CA' und CB* die Hälften der 
Seiten CA «nd CB, also sii diesen proportional sind: muss A'Jf 
gleichfalls die Hälfte derselben AB sein. Das entstehende re&A» 
roässige Vieleck hat daher doppelt so viel, aber halb so IcImimi 
Seiten als äns ursprüngliche» mithin einen eben so grossen Um« 
fang >vie (iie^cs. 

13. Sei nun OA= OB—OCz=zU der grössere, OD=zr der 
kleinere Halbmesser im ursprünglichen regelmässigen Vieleck: da- 
her im doppelt- so Tlel-seitlgen der grossere Halbmesser OA' 
sz0Pf = R' und der kleinere X)i)'=r'. 

So wie CA' = AA' muss wegen A'Jr\\AD auch CD'^Djy, 
also Z)' die Mitte von CD sein; dann ist OZ)' das arithmetische 
Mittel von OC und OD, ncmiich 

OD =^ , 
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•der. ' \ 

^' 2 

Die OA* fsty tveil aui ihr die dC seokrecht steht, eine Projec- 
tioD der OC; iiiid OD^ , weil anf ibr die A'B' senkrecht steht, 
ihre Rilckprojection ; oder in dem bei A' rechtwiakligen Dreiecl^e 
OA'C i8t A'Tr^OC: daher ist OA' die mittlere Ptoportionale 
zwischen OC und OD' ; oemlich ^ 

OCtOA'^OA*'.Oiy, 

uiier 

Mithin iet 

14, Bezeichiioi) wir jetzt hei diesen zwei regelmässigen Viel- 
ecken ihre kleiuereu Durchiues^^er mit d, d' und ihre grösseren 
Bit Dt ly, 90 dnes diese Darchmesser die Doppelten der gleich- 
namisen Halbmesser r, r\ R, R' vorstellen; so bestehen zwischen 
den Durchmessern ähnliche Cxieicbungen wie swischen den gleich- 
namigen Halbmessern» nemlicb: 

d'=z—t^, D'=^VDSr. 

Stellen wir endlich noch durch p den in ()pidcn Vielecken gleichen 
Umfang vor, so gelten offenbar auch uo< !i /ihnücbe Gleichungen 
für die Verbältnisse der vier verbundenen i>urchmesi>er xu diesem 
sich gleich hleibenden Umfange, nimlich 



P pj " p W p p - 

Folglich ist 

erstlich ^ das arithmetische Mittel von ~ nnd — » 
P P P 

dann ^ das geometrische Mittel voo ^ und ^* 
P P P 

15. Geht man nun auch hier vom regelm^Hsigen Sechsecke 

MS, SO ist seine Seite AB^R, daher sein.Um&ng pzzQR, und 

D 2Ä 1 R 
äBM Verhiltniss — r=:g^=^. Zugleich macht die halbe Seite 

mit den beiden Halbmessern r und R ein rechtwinkliges Dreieck, 
Hypotemme R Isl; folglich hat man 



Zar Ableitmig dieitqr l^ätxe in 12. luid 13. wärde auch •choo dl« 
■af efaier Sfliie Am 9C Iiegfn4n lla|b«ehmd dfr Fjgor ajutekh^^ j 

Theil IX. 6 
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r«+(|ys=i?« and dtmm rssf V3. 

MUhin ist dM VOThiltntos 

d » /fV3 t 

1 .1 

Mau läuft daher von denselben zwei Ztblen jg V3= - und 'j 

= ^ ans und racbnel io gkieher Wüls«; folglich erbält mao auch 

diemlbe Zahleureiiie wie in obigem Tiifelchcn in Art. 9., nnrwlfd 
daa Varliäitolaa -p durch — erseUt Demnach ündet mau aucli h ie- 

der als Greuzverhältniss ~==~* 

16. Schlussbemerkung. Dieae letztere Recluiuneswcise 
des Kreisverhältnissos lasst sich n!so ntdit h\<)s nm einfnrhsten 
durchrohron , soiuleni auch am leichtesten rein ^eoinc^uscb ublei* 
teo und sohiq durfte sie uohl die vorzQglicbste sein. 



lieber den Satz Yon dem Inlialle der 

Obelfeken. 

dem Herausgeber. 



I. 

Herr Oberlehrer K. Koppe an dem GyniiKisium zu Soest 
bat sich bekanntlich durch die sehr zweckmässige Eintührung einer 
jpim, Att von KOrpem nntei dem Nanca OhdUeii in dä Ufr 
mente der Stereometrie verdifint gemacht, und doem lahaltahi» 
Stimmung auf einen l)f»nu'rfcf»nswcrthen Satz zurückgeführt. Fnr 
diesen Satz hat Herr Kopne seihst in einem hesondern , unter 
dem Titel: Ein neuer Lenrsat/ der Stereometrie. Von 
Karl Koppe. Essen. enchleiienen 8chrillclieo und hi 
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»einen Anfangsgründen der reinen Mathematik. Zwei- 
ter Theil. Zweite Auflage. £88en. 1840^ ferner Herr Pro- 
fessor Steiner io Crelle's Jovrnal. Band 23. Heft 3.» und 
Ben Professor Bretschncider in seinem Lehrgeb&nds der 

rrM'dern Geometrie. Jena. 1844. elenieiif:iro Roi^eisp L-ci^n-ben. 
Ich glaube aber, ^asn diese Beweise, wenn auch nicht in ihrem 
We^en, doch in der Form noch einer Vereinfachung fällig a\nd, 
da der Satz wirklicli an sieh so einfach ist, dass er sich eWent- 
ßchy bei nur einiger aufmerksamen Betrachtung, auf der Stelle 
gar)7 vfiT) selbst darbietet, und uill daher in diesem Aufsätze die 
Art und Weise, wie ich den Beweis darstellen würde, in der 
Kürze mittheÜen. 

-» 

II. 

Ein Obelisk ist ein lvor|)er, welcher von zwei parallelen • 
Vielecken von gleich vielen Seiten als (Jrnndtlachen und eben so 
vielen Trapezen, als die linindliächen Seiten haben» als Seitenr 
flächen eingeschlossen \urd. 

Die Anzahl der ^^eifen der Itelden Grundflächen bestimmt ZU« 
gleich auch die Anzahl der Neitni des Obelisken. 

J>ie Entfernung der beiden parallelen Gnmdlläcben von siasi^ 
der wird die Höhe des Obelisken genannt. 

Die Figur, we!e!ie entstellt, wenn ein Obelisk von einer sei- 
nen Grundflächen paiallelen Ebene in «bleichen Abständen Ton den 
beiden Gmndflücben geschnitten syuS, heisst seine mittlere 
Dnrebscbnittsfignr. 

Wenn man durch einen beliebinen Pnnict in der Bbene der 

einen der beiden Grundflächen Parallelen zu den Seitenkanten eines 
Obelisken zieht, so l)eisst das A'ieleek , dessen Fekeii die Dnrch- 
schnitts|MHikl<' dieser Parallelen mit der mittlem OurchschnittstigUT 
sind, die E r gä n /. n iigs fi srn r des Obelisken *). 

Sehr leicht iiissl bich beweisen uud bedarf daher hier keiner 
besoodern iurliiuteroug, dass die beiden Gruudilächen eine:» Obe* 
lisken md dessen mittlere Ihnrchscbnittsfiinir jederieit gleiche 
Winkel haben und dass jeder dreiseitige Obelisk eine abgekürzte 
dreiseitige Pyramide ist, d. h. dass die Seitenkanten eines drei- 
peitiiieri Obelisken, gehörig verlängert, jederzeit in einem und dem- 
selben i'unkte zo^iauwuenstossen. Eben so leicht erhellet^ dass 
die mittiwe 0tirchsehoittsfigiir nnd 'die Ergänzungsfigur Immer 
gisiehe WInbel haben. Endlich lallt auch auf der Stelle in die 
Augen, dass die Seiten der mittleren Dnrclischnittsligur die hal- 
ben Srnnmen, die fSeiten der Ergänzungsligur die halben Differeo- 
seo der ihnen parallelen Seiten der Grundtiäcben des Obelis- 
ken sind. 



*) Dies weicht von der Kopp eichen Erklärung der ErgSnrangr- 
Hgor, nach welcher man die Parallelen mit den Seitenkanten durch einen 
Iwlicbiiirn Piinl^t in rfrr Ebene der niittlorn l>tirch8chnittsf?iriir ziehen 
soU. ab, kommt aber olTeobar im Weiantlichen aaf dSMeib« hinauf und 
crieiehfcert, wie e« mir «cheiaft, die DimCellung des BewdMt. 

6* 



Digrtized by Google 



84 



111. 

Wenn man in Taf. III. F^^. 3. durch eine Ecke A eines drei* 

seitigen Obelisken AB€A' Jff C eine der dieser Ecke se^enüber- 
stebeiideu Seitenfläche BCB O parallele Ebene AD' iß ^t^^' 
entsteht ein Körper ABCB'D'E'Cy welcher von dem Dreieck 
ABC utid Vien'ck B'IVEC als parallelen Grundflächen, und dem 
Trapez BCBC, den beiden Parallelogrammen J/y/i'/>' und ACCE' 
und dem Dreieck AD'E' als »Seitenflächen eingeschlot»«eu wird. 

Jeder Körper ABCDEFG (Taf. HI. 4.) dieser Art 

ist einem Prisma gleich, welches die mittlere Durch- 
schnittsfigur JJ'E'F'G' des Kürpers zur Grundfläche 
uod die Entfernung seiner parallelen Grundflftcheo 
von einander» d. b. «eine Hohe» znr Hltbe hat 

Die Richtigkeit hiervon erhellet auf der Stelle, ^^oIUl man 
durch die Linie D'E' eine den parallelen Linien [ ar.iHrlo 

£bene let^t, \\ eiche die nöthigenfalls 5»ehr»rig mveiterte» Ürund« 

. fiächen ^i^C und DEt G in den Linien JIJ und KLy die eben- 
falls, wenn es nSthig ist, gehurig erweiterten parallelen Seiten- 
flächen BCDG und AEF in den Linien HK und JL schiu idct, 

^ Dadurch erhalt man die beiden dreiseitigen Prismen AliHJD E* 
und /)EKLD'E' , von denen auf der Stelle erhellet, da»s .sie zur 
Deckung gebracht werden kOnnen, wobei man sich am besten 
etwa das obere Prisma um die Linie D^E' gedreht und in das 
untere Prisma *j;cle!:t donUt. Hieraus erpiielit sich aber ferner auf 
der Stelle diirc Ii die einfachsten Srhhissp die /u beweisende Gleich- 
heit des Körpers ABCDEFG und des Priä^mu ACHJFGKL, was 
Ikier nieht welter erlSvtert zu werden braucht. 



IV. 

Wenn nun ABCDEA' Bf C ir E' (Taf. IIL Fig. 6.) ein Obelisk 
▼on beliebiger Seiteosabl ist, so lege man dnrcb eine beliebige « 

Ecke A die den Seifenkanten BB , CC , DD' , EFJ parallelen 
LiniPTi AH". AC , AJy, .1/:", und ziohr die Linien B'C', CD", 
jy'E\ uodurch man die J>yramide A A B" C ir E" erhSlt. Zieht 
man nun noch die Linien A(\ AD und 6"f />'//', m sind 
ABCBfCBfCf, ACDVDCD', ADED* E'D^ß' oE^nhw KJ^ 

f»er von der Beschaffenheit der in III. betrachteten KSrper. Udber- 
eet man daher jetzt mir, dass der Obelisk, dessen mittlere Durch- 
scnnittsligur, £frglinzungsfi^r , Hohe und Inhalt wir rospective 
durch M\ JEJ, B, Ö bes^icnnen wollen, die Snmme-der Pyramide 
AA'Bf'CD^Ef' und der drei vorher genannten KCrper, .«o wie fer- 
ner, dass nach einem allp;emein bekanntm stereometrischen Satze 
der Inhalt der Grundfläche der Pyramide offenbar 4E, dass end- 
lich die Summe der mittlem Durchschnittsfigureo der drei die 
Wramide zum Obelisken ergänzenden K5rper augenscheinlich 
M — E ist; so erhellet nach dem bekannten Satze von dem In* 
halte der Pyramide ukd aus Hl. auf der Stelle die Richtigkeit der 
GieichuDg 
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d. i. 
folglich 

uoraus »icii unmittelbar der folgende Satz ergiebt: 

Jeder Obelisk ist der Sumnu* oitip«* Prisma und 
einer Pyramide {gleich, welche respective diemittlere 
Oarelisciliiittsfigur und diie Erefinzuoffsfigar des Obe- 
lisken SU Gruiidriäcbeo und die USbe des Obelisken 
snr gemeinschafIlicheD Hübe haben. 

Stellt man den Beweis dieses von Koppe gefondenee Satzes 

auf die obige Weise dar, so bedarf mnii de«* soi,M'nannten Schlus- 
ses von n auf h^I gur nicht, der Beweis gewinnt, wie es mir 
scheint, überhaupt in mehrfacher Beziehung an Einfachheit, und 
legi auch die grosse Einfachheit des Satzes an sieh deutlich vor 
Äusen. Was bei der obigen Darstellung der Kurze wee;on etwa 
norb unenirtert geblieben ist, wird Jeder leicht selbst hinziirügeu 
kunneo. üeber die Anwendung des Satzes zur Bereclmuug ver- 
sehiedeoer Arten ▼on Körpern findet man vielfache Belehrung in 
dem oben angefahrten besoudem Schriftchen von Koppe» auf 
wp|f hp5! daher zu verweisen für deutsche Leser völlig genfigt. 
W eil jedoch das Archiv sich auch einer grossen Anzahl %'on Lesern 
aut«(«erbali) DeutscblandK, ich darf wohl «»a^eii Hast in ganz Muropa, 
selbst auch jenseits des Oceaes, In Amerika, erfreuet, so mag, 
um den Satz, wie er ungeachtet seiner grossen Einfachheit aller- 
dinss verdient, in ein^'ni m^ülichst grossen Kreise bekannt zu 
machen, hier iu der Kürze noch Folgendes dem Obigen hinzuge* 
fl%t trerden. 

V. 

Eine abgekürzte Pyramide ist offenbar ein Obelisk mit einan- 
der ähnlichen Urundtlüchen. Bezeichnen wir daher die eine Lrund- 
ü&cke einer abgekürzten Pyramide durch F und das Verhaltoiss 
efaier belieliigen Seite derselben su der gleichliegenden Seite der 

andern (»rundfläche durch m-.n, so ist nach II. ;h:.j(w ^ w) da« 

Verhaltniss der gleichliegcuden Seiten der GrundÜüche und der 

mittlem Durcbscbaittsfigur M, und m: ii.jOit— n) das Verh&ltmss 

der gleicbliegenden Selten der Grundflache F und der Ereänzungs- 
figur £. Daher ist oaeh einem bekannten Satie aus oer Lehre 
von der Aehniicbkeit 

1 

F:ilf=:|»«:j(m-f 
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folglicb 

also nach IV. 

oder 

Eiitivickeit man die Quadrate» ergielit sich 

ßezeklinet man ahor den Inhalt der andern Grundfläche der abge- 
kürzten Pyramide durch F', so ist 

alvo 

folglich 

oder 

ivoldios die aus den Elementeti der Stereometrie bekannte Fornol 
snr Beroohimnir des Inhalte der abgeUürT'ffTi Pyramide ist. 

.Ein Ponton ist ein Obelisk, dessen iieide Grundfl^icheu Kecht- 
oefco sind. Bezeichnen ^vir nun die parallelen Seiten dieser Recht« 
ec&o datcb a, o' und 6» 6'; so ist nach IL offenbar 

folglich , wooli k d!o Hebe des Pontons ist ; 

0=: ^Äl (a + a') (6 -f 6') + -j (6 - ftO i , 
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oder» iricf Mtraus «hircll leiebte Heehnung folgt: 

O = -i Ä U (26 + 6') + a' (6 + 260 1 , 

oder «och 

O=^A[0 (ia + a') + 6' (o + 2a') j ; 

^reiches die gewöhnlichen Formeln /.ur Uerechouog der Pontons sind. 
Auch Bna diesen vrenigen Beispielen sieht nimi Mhen» dam 

Herrn Koppe's Satz zu vielen bemerkensirerthen Resultaten auf 
sehr einfache AVeisf» führt , und joHonrnlls svhr verdient. In den 
stereometrif«ehen Elenicntaruoterricht immer allgemeiner au%enom- 
meo zu werden. * 



lieber die Entstehung der Obelisken 
und eine ffeometrisclie Aufgabe. 

;i^oa 

dem Herausgeber. 



la der euclidlflchen Geometrie hat es von jeher als Regel 

einer 'guten Methode get^olten, und u ird auch immer dafür gelten 

mGHsen, dass jederzeit erst die Roalitäl eines ^geometrischen Ob- 
jects nachgewiesen werden müsse, bevur man es überhaupt unter- 
nehmen dürfe. Heitere Untersuchungen über dasselbe anzustellen, 
wem» flieh -aiidi überall die öfters scheinbar willkfihrlicbe An* 
eioanderreibung der geometrischen Sätze in dem euclidischen 
Systeme nuf dns Cenu£?endf<te erklären lässt, so dass sich, wenn 
mnn nur diesen Gesichtspunkt stets festhält, dieses System, was 
luau auch in neuerer Zeit hin und wieder dagegen gesagt, und vrion 
man aneh ufisramit einer gew issen Geringschätzung von einer Veral- . 
tung desselben gesprochen haben mag, in allen seinen Th eilen 
aui das VoUkorameTiste und Schönste abrundet. Auch wüsste ich, 
•elbet aui die Gefahr . hin, mit ciaer gewissen liartniclcigkeit am 
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Althergebrachten festsuhaiteo besehuldigt ta werden, Vd dmr Tlhat ■ 

kein neueres System, welches sich in Bezug auf nähre s^eometri- 
sche Strenije und Evidenz der Darstcllun!^ der (»ro-entlichen geome- 
trischen (h undelemeote — denn nur von dies< [i, keine^iswegs VOD 
den ^ros^eu und schünen Erweiterungen, mit denen in oeiiester i 
Zelt die Geometrie dorch AofTassung allgemeinerer Gesicbtspanfcte 
80 sehr bereichert worden ist, deren hohe Wichtigkeit Niemaiid ! 
mehr als ich anzuerkennen hereit sein kann, ist und kann hier die 
Rede sein — dem euclidischen Systeme an die Seite stetieii lies^te, 
wi|i^luilb ich denn auch dieses System namentlich für den »trengen 
geometrischen Schulunterricht — ohne daneben anf die EÜoffihrung 
neuerer Eotdeekungeo in denselben zu verzichten ^ durchaus^ für 
das geeignetste halte, und es fortwährend als erste und eigentliche 
Grundlage jedes stremjeren mathematischen Studiums betrachte, 
«ubci ich auch nicht umhin kann, zu bemerken, dass sich nach 
meiner Ansicht die Art und Weise, auf welche manche neuere 
Bearbeiter der Elemente gewisse bekannte Knoten, der«D I^Osuog 
Euclides uns hinterlassen liat» etwas cavaliercment zu durchhauen 
suchen, keineswcges billit^en ln<«st, %vie auch in dieser 2eit4M:hrift 
schür) bin und wieder her\ orii( }ii»ben worden ist. 

Die Einführung der besonderen Art von Kürperu, welche man 
Obelisken genannt hat, in die Elemente der Stereometrie, ist jeden* 
falls sehr verdienstlich und verdient alle Anerkennung. IVTan hat 
die Inhaltsbestimmung dieser Kürper auf einen sehr einfachen 
Satz zuruckgelührt . \vcl(b»'r eine Quelle vieler anderen Inhalts* 
bei^timmungeu geomcti i:,(;lj<;r kürper ist, und ich selbst habe in 
dem vorhergehenden, absichtlich vun dent vorliegenden getrennten 
Aufsätze eine fSr den Elementarunterricht so wünsehenswerfhe, * 
möglichst einfache Begriindung dieses Satzes zu gehen versucht. 
Aber noch IVfenianrl hat, so viel mir bflcatuif iieuorden ist, den 
sh-engen Nachweis der Möglichkeit oder iU'alitat der Obelisken 
zu führen gesucht; was sich nach meinen oben dargelegten An- 
sichten über die geometrische Methode nicht rechtferfigen lisst. 
Nach der Erldänmg der Obelisken bat man , ohne um deren Reali- 
tät sich weiter zu nekömmern, sogleich einige Eigenschaften der- 
selben bewiesen, imd hat dann, wahrscheiiüich um recht bald 
etwas in der Praxis Anwendbares zu gewinnen, mit einer gewis- 
sen Eile den körperlichen Inhalt dieser besonderen Art von Kor- 
pern zu bestimmen gesucht. Die Nachwemung der Reallt&t der 
Obelisicen dürdte aber um so nOthiger sein und ein besonderes 
Interesse iT<'^vahren, weil man, mic sieh nachher zeigen wird, 
wenn man dieselbe zu geben ^ cr>-ii{ }it. zuletzt auf ganz natörlirhem 
Wege zu einem Probleme geführt wird, welches sich, so viel ich 
weiss, bis jetzt in den stereometrischen Elementen noch nieht 
findet, und nach meiner Ansiclit durchaus aufueli'ist werden nrass* 
bevor taan überhaupt zur weiteren Betrachtuni; der Obelisken über- 
gehen darl. Ks ist hier eine Lücke im iX4;ometrisc!ien Systeme 
vorhanden, welche nmn sich hatte auszuiüllen bemühen sollen 
Wir werden bald sehen, welches dieses Problem ist Eine Auf- 
losung bloss mit Hälfe der synthetlsehen Geometrie , welche aller- 
dings, um jene Lücke genügend auszufüllen, erforderiich sein 
würde und vielleicht ziemlich einfach sein kann, zu geben, ist in 
diest'm Anf<?ntzc nicht Tueiiie Absicht. Es genügt mir vieknehr 
für jetzt , auf das Problem aulmerksom zu machen und die syn- 
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Uietiscbe AuHusuDg den Le«eru zu über lassen ; dagegen »verde 
idi aber, mn eine genauere Einaicht in die Natur deaaellien at 
ftniilteiii, im Folgenden eine analytisclie Auiluäung geben,, welclie 
nrr sowie die Aii%al>e aelbat> nicht ganz uninteressant an sein 

ickeint. 

Wir %%oUen uixa also jetzt zuerst mit der Entstehung der Obe- 
ü^en , deren Eridfimng wir als bdcannt voraussetzen , beschäftigen, 
RkdeiQ wir vorläufig nur bemerken, dass niao Im Folgendeu stets 
tcitzuliaJteo hat, (biss in FdI^^c: drr Definition alle einen Obelisken ' 
lü^grän/^n.fe Flärheii ohne Au*^naliiiie thenen sein sollen. Hier- 
rmm kann jium Nirh aber die EnUtehimg eines Obelisken auf fuU 
Art deukrn, wobei wir im Folgenden der Kürze wegen, 
wtm da» Schneiden zweier geraden Linien gefordert wird, deren 
PmldliiinnHi dabei nie ausscbliessen werden. 

Es sei eine beli^^biL^^^ tln ric Lroradlinige Ficur AiA^A^A^.,,An, 
«reiche ^>ir im Foluemieii ih r Kiirzc woi^rn mirch iF' bezeichnen 
«rotten, gegeben. Durch deu i'unkt Ai lege man eine beliebige« 
acht in die Ebene der Figur F fallende gerade Lmie. Hierauf 
^«e man durch den Punkt eine nleht in die Ebene der Figur 
F falleiide irerade Linie, welche die vorhergehende durch den 
Pmkt .(j ueleilte irrrade Linie In einem sjfuissen Funkte schnei- 
det, uaö off<*iibar jederzeit möslich ist. Ferner lege man durch 
des Punkt eine nicht in die Ebene der Figur F fallende gerade 
Laie, welche die vorhergehende, durch den Punkt A^ gele&te 
•eTsde Linie in einem gewissen Punkte schneidet, was wieder 
«ler h ar jfclf^r/pit nit'»L(licn ist. Auf diese Art weiter gehend wird 
ittaa einJlK Ii zu ilvm Punkte An gelangen. Durch diesen Punkt 
«^deu uir wieder eine nicht in die Ebene der Figur F fallende 
sende Linie legen « welche die vorhergehende» durch den PunÜ 
i gelea:te geradkB Linie in einem gewissen Punkte schneidet» 
niesen iiaben, was offenbar jederzeit niüG;lich .sein wurde. Soll 
Min aber, wie es nach der IJeßnition drs Obelisken erforderlich 
i^t, auch die letzte durch die Kaute A„Ai gehende Seitenfläche 
denelben eine Eliene sein , so ist es augenscheinlich nöthig, dass 
Ae letzte durch den Punkt An gelegte, nielit in die Ebene der 
fuiir F fallende gerade Linie nicht bloss die vorletzte, durch den 
Punkt .In— 1 iif'lefrte, soTidorn zugleich auch die erste, diirrh deu 
i^yakt Ai gelegte gerade Linie schiuridet, und wir werdt ii also, 
indem wir den Nachweis der liealität der Obelisken zu tühreu 
«ndben, oienbar niletst zu der Aufgabe: — wenn zwei gerade 
Lünien im Räume und ein in keiner derselben ]i^(ender Punkt ge* 
:;'pben sind, fltirrh diesen Pnnkt eine die hr-Iden gegebenen gera- 
'i'-n I^inien sclineidende gerade Linie zu It'L'^en — ■ «;«*rri]>rf. Die 
Autluüunij dieser Aufgabe muss also im geometrisciien iSysteme 
•olbwendig der Theene der Obelisken vorangehen. Ist aber die 
Milglichkeit derselben nachgewiesen , so wird nuui ohne Weiteres 
iiitü^st einer <Ier Fijjur F parallelen Ebene einen nach allen Sei- 
trn hin von Ebt*jio?i bp«jr;inzten Körper von dor Natur der Ohelis- 
kea herstellen können, nnd also die Healitiit der letzteren^ wie es 
<&e geometri£M:he Strenge fordert, bewiesen Itaben. 

Allee kommt alsd, wie man Merau« sieht, auf «die Auflösung 
der oben namhaft gemachten Aufgabe an, weicht^ wir nun, die 
Aafadfeang eber sj^nthelischen Aufk^sung Süt |elat den Lmm 
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mit^lassend, analytisch auflösen wollen» am eine etwas genauere 
Biosicht ifi Ihre Snlur tn vermitteln. 

Aufgabe. 

Es seien zwei gerade Linien im Räume und ein in 
keiner derselben l'uit^ender Punkt gegeben; man soll 
durch diesen Punkt eine die beiden gegebenen geraden 
Linien hcbneidende gerade Linie legen. 

Auflösung. 

Die CUekhungen der beiden gegebenen geraden Linien s2len 

— «I y — bi z — Ci 



1) 



— f'i y — fj'i g — gg. 

cos »2 cos §„1 cos yj' 



lind 03, b^y C3 seien die Coonllnaten des gegebenen Punktes. Da 
die gesuchte gerade Linie dnrch den Punkt (a§^c^ gehen soll, so 
sinil ihre Gleichungen von der Form : 

' COS9 €Ofl^ 

Weil nun dieee gerade Linie sowohl die erste, als auch die zweite 
d«T f)ei«l( »I 'geraden Linien 1) schiieiilen soll; so haben wir, wenn 
die Coordinaten der respcctiven Durchschnittspunkte durch yi, 
ii und 0*2« y^, bezeichnet werden, die folgenden Gleichungen: 



Ii — C 



3)r 

und 

4) 



cos tti COBßi COS ^1 

COS 9? CO» 1^ cos % 



cos% cos/9^ coey« ' 

cos 9 COSlff COB% * 



Nimmt mr\f) xu diesen acht Gleichungen endlich» noch die i»e- 
luuukte Gleichung , 

6) eo89* 4- cost/;2 + cosx* = 1 , 

so hat man neun Gleichungen , mittelst welcher die neun unbekann- 
ten Grössen ^i» ifg» H> ^* ft%» H\ 9» ^$ t bestinunt werden 

müssen. 

Eltminirt man aus den vier Clrlrhun^en 3) die drei Grossen 
Xi, yxt H\ erlifiU man nach leichter Uechnuug die Gleicboog; 
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+ — c^) C()t> «1 — (ff, — «j) cojs Yi I C08 t/i J =0; 
+K<H — co«/?^ — {öl — ö^)amai \€0B% 

oml a«f ganz älinlirhe Art eigiebt sich durch Elmiiaation ¥«0 
jf^f % mm ieii vi€t Gieichitiigen 4) die GleicliMiig} 

7) cosy» — (cj — Ca) cos/Sa} costp\ 

H !(c^ — <3) cos «2 — («a — «3) con^f j =0. 

Diese beiden Gleichanfren Kefern in Verbindung mit der Glei- 

rtuiTiir i>) f7ti^ zur f>i'sfimniiin£r r!or (Ihm unbekaDoteD GrÜMen 
2 ert ^rdrrliclit' Anz.'ihl von Gieichungeo. 
^cUt man dur Küri&e wegen 

^1 =(01 — cosft — (61 — A3) coe«! , 

— W cos yi — (ci — Cj) cos A , 

6\ =(i!| — <^J) CO« ai — (fti — «3) cos y, , 
C.^ = (e^ — C2) cosa^ — — «3) *^ony^; 

SO wecdeB die beiden GleichuDgen 6) und 7)s 



8) 



woraus sich 



10) 



cos ^= 17 ^C08 9 , 



ergiebt Alse ist nach 5): ' 

woraus sich, in Verbindnni» mit 10)* die folgenden Foimefai sur 
BestinoMBic von <p, ^f* % ergeben, in deneii die obem und nntero 
Zeicben auf einander zn beziehen sind : 

11) J C0S^=5± 



JT 
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Hat man aber die Winkel 9, ij,, x mHtebt dieser Formeh se- 

lunden, so crhMit man die Coordinaten ar,, y,, nm\ .r^, 7/., i, 
leicht mittelst der (ileichungen 3) udJ 4), was wir hier Dicht wei- 
ter entwickeln woUen. 

Die Gleithungen der gesuchten durch den Punkt (a^ c^) ee- 
henden und die f^eiden ijo^ebenen, durch die Gleichungen 1) cha- 
rakterisirteii Linien schneidenden geraden Linien sind nach 2) und 11): 



Zu ( iiier andern Auflösung gelangt man auf folgende Weise. 
i>ie Gleichungen der heideo gegebenen geraden Xbieo neien 

und «7, A 8eien die Coordinaten des gegebenen Punktes. Also 
sind die Gleichungen der gesuchten geraden Linie von der Form 

Sind nun . 1/1 , 2, und a-«, y«» «2 Coordinaten der Dnreh- 

scbnitt^punkto «lieser fJnle den heiden gegebenen geraden 
Linien, so haben uir zur liostimnuni^ der acht unbekannten Grus- 
^i»Vi* ^* ^i* Hf ^» 21 die folgenden acht Gleichungen : . 

15)) *t=»«V« + *2» y2 = f^2-2 I Z^*; 

Aus den vier letsten GleichuDgen erliSlt man durch Elimination 
von A und 31; 

( (^l-/')(=2--Ä)-(^-2~/)(-l-/0=0. 

^ ( (yi-i7)(^-*)-(a%-Är)(xi~A)=0; 

also vermSge der Tier ersten Gleiehungen: 

. l (<'lIl+Ä,~/)(^-Ä)-(flit»+*4-/>(X,-Ä)=0, 

^1 («i*j+A-^)(*i-Ä)--(iVi+A-flr)(ji-*)=0; 

oder 
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' * «* > 

t— 

=t + A — i? + («i-oa) 2i } { (Äi — A2) Ä + (oj Ä + /) »1 } , 
aisi»» wie man nach leichter EntnicMung findet: 

+ I — ("i-fli)(A--Ai)/4-(rVHA-/)(«iÄ+i3i-«) 

+ t («i--«^(qiA+ai— /0--(il,-iii)(cr,* + /V--7)}2i*. 

Für z^—h wird, wie iiiari leicht lindet, die Gleicbuos 19), fol«- 
idk sncli die Gleichung 20), ermUt, »o da«s also. 

+ 1 («1— fli)(M + 6a— (fli-4^(«iÄ+^^-^)U« 

irt. Sobtrabirt man diese Gleichung von der Gleichung 20), so 
flftilt niaoy wenn der Kfiize wegen 

tjf= («1— a2)(^— Äa)A + (aiA + 6a— + 
-(«1 -<%)(^i-«Ä-(flt* + Äi--/)KA+/«,-^), 

■ 

|LC»etxt wirdj die Gleichung: 

2^ (*i-A)(Jf+jy(r,+A)j=0, 
M das» also entweder 

»der 

1 h. «atvreder 

23} 21 A 

24) ,i+A=-f, «t^-Ä-J 

Wollten wir aber zi=zh setzen, «o wurde ms der fünften und 
Mttea der Gleidiungen 0:.=/; yx = n folgen, uüd weiien der 
«■Ii« vBa ifreiteii dieser GieicbangeD nHuste also 
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sein, d. h tler segebeiie Paukt {fgh) würde in der ersleD der bei 
den gegebeneD Linien, lieccn , was gegen di« Voraiusetziiii^ strei 
tet, da wir angeoommen haben , d^r flegfbene Ptuikt m kei 

ner der beiden i^euehenen Linien liegen 8oU. 
Hiernach können wir also bloss 

25) xi=— *— 1^ 

eetzen. 

B|8 hierher haben wir die Rechnung abeiditlicb ganz ailfre- 
mein geführt* Üln uns jedoch die fernere Rechnung Bli erleichtern, 
wollen wir, was offenbar vorsiattet ist, jetzt den gecebeneii Pnnkl 
als Anfang der Coordinaten annehmen, d. h. wir wollen im Vorher- 
gehenden fz=:.ffr=zh=Q setzen. 

Dies vorausgesetzt, ist im Votliergehenden ^' 

foiglich nach 25): 

4 

Nach der ersten der beiden Gleichungen 18) ist 

also» wenn man den vorhergehenden Werth von zi einfülirt: 

(«i-"fl2)/ä?i-(«i -«a)»! 

Fübrt man nun ferner die gefundenen Aupdrucke von. iMhl *■ 
in die aus 15) bekannten Gieic^iungen 

ein, so erbalt man für die Coorditiaten der DiirrbschnittspvBkte der 
gesuchten Linie mit den beiden gegebenen Linien überhaupt die 
folgenden Ausdrücke: 




— a^^% — (cfi — ^2 



und 
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30) l (^'g^g ~ ^'i/^a) - {"\ ^1 — «I ) 

Die 6leiehiitig«D der gesucbteo Lioie eind 

' i^i(gafta— <^ 2/^2)— i^a( «A "^«t^t j 



oder 



Xisl der gegebene Punkt oicbt der AnfuiBS der CoordiaaiteOj soit- 
den flbetiianiit durch die Cootdieaten f, A bestimint» so braool^t 
MMI tldl durch (lenselbeii hlosn elu Uein |iriiiatjv«o Coordinaten- 
systeme paralleles Coordinateiii^ystem gele^ zu denkeo, und wird 
dann leicht tiuden, dhsa mar», um die outhigeo Aii«drück#( xur ^ft 
stimittttog der Lage der gesncliteD Linie zu eriudteo« io den Tor* 
iieig^heiid^ Fonnein bloss Ar 

respectiire ' 
und fOr 

respectitre ^ ' 

setzen, attes Uebrige aber ungeäodert lassen mnss» iraa wir wei- 
ter auszuführen dem Leser dbedasseo. ^ 

Schliesslieh wiederholen ^vir , dass wir eine Auflusui^ der Tor- 
her^ehenden Anfs^abo l»loss ilurch Cotistructioo , so dass dieselbe 
PiaU io den JbJeiueoieu der StereoBietiie Huden kam», Ciir wQp« 

) ■ ' 
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Sur le^ derivees d'ane fonetion ile 

ronctloiL 

Paf 

Hon^ieiir Ubbo H. IH eyer 

dft Gnuibigii«. 



Divers proced^s ont ete ^rupoK^s pour (letorminer, en forme 
fioie, les d^riv^es d'une fooctioo qui depeiui d uiie autre fonetion. 
Ce Probleme, lolo il*<tro g^ntfralemeiit r^sohi, v'rnt aborM qoe 
pour des cas ires sp^claiix. Convaincu de rimperfectioD de la 
theorie des di^rivees, >I. Osrar Srhlönnfrh (Archiv. T. VII. 

IK 204.) a tent^ de determioer iea derivve^ des fonctioos et/««. 
I a trouv< 

dai» lM|iielle ^ 



» l.*2....n 

et 



le eoefficient Af 6tant donntf dans oette fonmde pir l'^qnation 

0D obsmaAt qae däm les devx fomtiles P^y pt* dösignent let 
coefficienU binominaux de Texposant p. L autcur a dömontrö cea 
formules par induction, en indiquant qu'elles seront vörifiees pour 
les deriv^es de Tordre n -\-l, lor« qu on ies supuose exactcs pour 
Totdire ».Da ajont^ ^tre parvan i b dMwiBbHmoD dw coelBcieiiti 
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Ujpm eommiimq«<Se^ puigque la methode est souvent plus in! 

D^^piiis lougtemps Tavais trouvö les m^nes formale«, mak 
«coi»e ,>ar d autres recherehps , je ne les avais pas rdcligees. En 

HTqm ratlentapit aur ce siijet, et, en attendaat que l auteui l .i.se 
CMilre la m«liode par laijuelle il est parvenu a ses formules 

«Bb»m les ionniüea citöes comiiie cas partiouiiera. ^ 



Paiaqa*oii a gen^alament 
A £wt qiie aoU 

^atmfOB f a^igne une variable qui s'ävanotdt aprte lea dlfttrantia- 
öM». Si donc y repr«aeate nne fonction de et qu'on poae 

«■ ava de meme 

(D ' €Ä=a;/Sbf.. 

d kwsqii'oii fiut 

^) « = ^ + 

i a ensBit 

ce ^ change i'^qaalion (1) en 
Oe pliia, OB tire de l equation (2) 

«e qui montre, iion seulement que depend de ^ et £, mais cn- 
€i^lpB99B4wmimth Kwec $, du moius si ion excepte les va- 
im putiodieres de « poor leaqneUea fl y a aelatiOD de continuite. 
Qli am par aoite 

et, en verta de l'^qnatioa (3), 
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a:/i=a;t/i+/'t®.+r3/*»®'*+o:3^»®'' + I 

Ott» poitqiie jr ^ ind^pendaat de f , 

(5) 8CÄ=A8;».+or»^®''+ro/"»°;)®''+-- 

On s'assnrera aisdment que la s^rie dan« le necoml meml»« d« 
cette fonnule s'arrdtera ftuterme 

^ An) qI» g^u 

1.2.3....n'f 

parrffjnc, seloii reqii.ition (4), le premicr fermo du devoloppoTnonf 
de öf suivant les piiissaiices eiitiercs et jMisitivos de f etat»! j»ro- 

portionel 4 lo premiei termc dti developpemcnt de O^serapro- 

portionel ä et qtt*im terme de la forme d^a^^s'^ammlraavec 
§, loraqae tn est plus grand que 77 et qiie (pt reste fonction conti' 
nne pour ts:0. La formule (5) peut donc ötre niiae f^ou» la forme 

dans laqpielle on a postf, pour abrdger, 

et, si Ton subatitue ä 9# aa valeur tiree de l'^uation (4); ifvietidni 
Poaons encore, pour abreger. 




on aura, en ddvel«)p|)ant le blnomc (^x^-i— -^x)*, 

et, 81 Ton a ägard k IVqtiation (1), et qiion obsene que d^y^ 
1=0, U r^sultera euün 

Voici ia lorniule i^eaende aiiiioiiceo «iiii subsi^tora yK>nr towte 
fouction ^ de ^ et pour toute fonctioii 1/ de r, m ('\( » plan! lou- 
jours Ics cas particuüers oü Toii attribue a ^ uue \aicur Italic que 
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la continiütö «era interronipue. En prenant successivement 

«t y=e«, eile foanihra les formules deBl SchKlmilcb rapport^s 

au commenccmcnt de cet article. II faut obsenrer toutefois que, 
quoiqoe la forniule (9) soit plus d^velopp^e que la foniiiilo (7), 
Celle -ci Teoiporte par sa simplicite: c'cät pour quoi noua aUons 
nouB en occtiper encore hd in«tot. 

F ai^ons 
on 'ftiifs 

et la fonaule (7) douaera 



Ot, t 4»tai)t «gal a z6ro. 



t>era le coeHicient de u" dans le devcloppement de 

(^-1)» 

«uivaut les puissances eiitiörcs et positives de u. Dom, si Ion 
c© coetfieieiit par lit, », on ams 

LoKSi|i»'<Mi ▼oadm appliipier la formiile (7) ii la dtftenibuitioii de 
la d^nv^ d"/^, il seia plus commode de sobafitiier d'abord xs k 

f et parsaite — d< a ce qoi la changera en ] 



ai) 



am} 



d oii 



et Ton troavera, k i'aide de la fonuile. 
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(13) ^/■'^=5:'j/ ^(«»''/^'JCia+tV-ll»? 

II aitivra qoe sm le coefficient de m* dans le d^yeloppeinent de 

suivaut Icä puu>äances etitieres et positives de ti. Sott encore 
on am 

, = ^ (l + f) = + /(l + e) , 

d'oik 

Cette valenr de y ndwtitu^e dans la formule (12), II viendra 
el> ai Ton poae 

on sera assiir^ quo Ck,* represente ie coetUcient de dana le 
developpemeot de 

siÜTant lea pdasanees enti^rea et peaiCivea de v. On volt, par ce 

qoi pr^c^de» en quoi consiste lavanta^e que fnumit la formule (7), 
puisqu'ellc moiitre rori^ine drs coefficienfs .f, B, C\ »Ic manidre 

3u on pourra maiiitcnaat etudicr ces coefticients indepeudamment 
es formulcs daiis lesquelles ils ae sont pre^eiitös. 

Nona ezaminerona donc cea coeffidenta dana nn artkle special. 



Anmerfcnag det Hcrantgcben. In TbclL VIU. Nr. XXXIH. wd 
Nr. XLI. b«tiu(l«n sich noch zwei AblianSloiignt 4ea Mtmi ProfcMor Dr. 
8 «kl 6m il dt über kohor* AUE««ui«lqooli«ai«a* 
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Sur le deYeloppcmenf de la foactioii 

Monsieur Ubbo IL Heyer 

4e Groniiigve. 



f><»s applications du No. precedent nous ont ronduit auT rnef- 
ficieuts de« puissance« de tf oaus le döveloppemeut des fonctions 

fd+nV-H», et t/<t+«))*. 

La determiuation de ces coefScientä offre bcaucoup de difficulte», 
ei josqu id on na pas trouvö d*expre8fiiuiis dout la eimplicite «oit 
oonpHEBiile k ceUe des ooeffidoits binomiMa:. Afin d« contrl- 
Inier ä la con na U mace de e«a coeffidente. Je faie en iignaler 
qnelqaee leladons. 



Le d^veloppement de Ja fonctioo 

en Serie 8iiivant ies puissaiices entieres 6t positives de i( Gommence 
par fMi, donc le deveioppement de 

(H-ti>"--l 

flM 

commencera par Tunite. Aa lieu de la fonction 
nous constderons denc plutAt la fonctlon 
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dont le d^veloppement anra Toiiitö pour premter tenne. De m^m« 
noiia Dons occnperons des fonctions 

f£L-=lf et ^iiii^r 

au liea des fonctions 

|e«_l|x et 1/(1 + 11))'^; 



et nous puboiui 



(2) i-=4r="^ Ä»,»«». 

» «so 

. W «SSO 



« etant un nomhrQ entier et posiftf, taiKÜscjue x et (i «lesiurnoiii 
L _ I fi 1 ts ^ entre Ic8 cooftieieiits 

coeffieiento 31, 25, <E 



des nombres quelcouques. 11 8uit de lä qu cntre los coodiieieiits 
A, B, Cde Tarticle precMent et entre les coefliel 



il y a leg relationa 

A tent an nombre entier et positif. On 8*assiireni de plus, par 
le tfa^r^me de Caichy, qae les (Squatlons (1) et ^ ne subs'Kstent 

qop j>our im module df inferimir a l. ot qtic i^quation (2^ ne 
räbsifite quo pour un modale de u iiderifiir ä 'Irr. 

D^signons maintcnaut par £ uiie \'ariable qui s eranooit B|»r«5 
tea diff^ntiattons>' 4m 'Ma, par le HhSbrimt de Haelaarin: 



(5) 21x,i,,^=-jO, ^ — -^j 5 , 

(6) Ä..«=^ja;l^r. 



eqnatioiiN qui atlfli.st'iit |H>nr flöt<>rnnT\rr H. C pouT tout nomlMe 
entier et po^lif n, et auxquelle8 oii ^ourra joiudre 

Kt> rcnipla^ant £ par et par suite par fid<» on tire de l'equa- 
tion (5) 
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Or, bnqn'oB i*it|t=«D, ou — — 0^ lai«leiirde(l-|-~)'**"*^**'' 

Staat e*. Donc si la valenr de i est ^ale h s^ro» on aora 

■u. eji vertu <ic requatiou (G), 

5i. aa oDiitiaire, <m poM f»=:»:^0, U aak de T^^iuation (5) 
«* amnt rdqnation (7), 

(10) €«,i»s=3ljr,»,<. 

Volt donc qu il suflit de determiner d unf nianiere generale le 
t'jeikieut H , puisnue les equatioiui (9) et (lü) iournifiaeiit ie moyen 
ded^ttire et C de 2t. 



Po^ns, pour abreger. 



(U) 
u aora 

(12) 



«atiie de la precedente: 



(13) 1 (i + «) a, A= X ^^^_| /; + « «-D/v, 

^, 6<uvaut Ti^uatioii (Ii), 



P'>ar developper les d^rivdea de cette dquation, on peut se aerrtr 
fonnie de Leibiütz 
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(16) 5-9*^*= - (»je" 9«8.^#, 

f» 

n et m ätant des nombres entiers et positifs, et (n) donnö par 
r^Sqaaüon 

1.2. 3 .... m 

En effct, si 1 on stippose quo (p.c rrste fourtion continue ^>our o: — 0, 
et qu Ol» l'aÄ*4e tifx=a:P, p etaut un aorabre entier et positif, la for- 
male (15) 86 r^uira k 

4 

Em appUqaant eette bnnle k r^qaaUon (14), on obttendra 

d'oLi 1 oii deduit, eii ayaiit cgard aux äquations (5) et (11), 
(18) (ji+ii)2l«,iis:?«3l»-,.«>(F^»--»+t)2ri«.*-,. 

Ori pourra partir cetfe eqiiatloii aiix diff^renccs partielltjs pour 
determiner Jix,n> eu y joignant \e» equations (8) et ia conditioii 
que 2(x,tt ne contienne pomt de tennes pöriodique« par rapport k 
Po50ii8 pour cela 

(1«) (» + 1) (« + 2)..«(«4-ii) • 

sQbstitüons cette valcur de 2t dans lequation (18), et faisons dis- 
paraltre le facteer commnn aux deux membree. Un trouvera 

P»,« = P*-,.« + (7^1 JC— « + 1) Px.ll-l , * 

d Uli 



»— 1 1 



et puisoue 210^^=0 y si n n'est pas ögal ä z^ro , on aura do memf 
Po.n"" KojiK la meine condition. Si donc ki rrpresente ime vari- 
able düut laccLoiäsement est egal ä l'unite, on deduit de la prS- 

c^deote 

».=* 

on 

(W Pit,».=*'r2'^\?^*l— «+l)/'*.,n-x, 

ayant sein de reduire h zero la fonction p^riodlqae par rapport ä k 
que^ rintögiation finie introdoit, ai » n'eat pas un nombre entier et 

poKitif. 

En cbangeaut /r^ en A-^y xen A-x» et nenn- — 1, T^quatioD (20) 
se r^duit a 
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et crabstitoant ceUe ¥«leor de Pk,,»^! (Uns l'öquatifMi (20), pn ob* 
tiendra 

Ed coDtmuant aiu^i, et observant que 

., , , A,o=3fct,0~l, 
11 vAeodia 

*.==»fl *»=*l.-i+* 

et, en Feitu de r^quatiou (19) , oii auni enlm 

(21) ax,«= 

, A-^, .... ^» designant des variables doiit I ac( roi.ssement est 1, et 
les iutegrales etant prises de maniere que ies (otmiioün periodiques 
par rapport k » s'^anoviesent Gette ^quaÜon est pea commode 
poor iWatuatioii du coeCBcient toutefoie eile scmhie meriter 
qiietque aftoTitioTi. |»rin"equ'il n'est pns imposKiblc de reduire Tiiit^- 
gratioo niultmle ä une integration siinpie. Ajoutons i]ue !e.« equa- 
tioDä (9) et (lü) i'ournissent le moyeii d obteiiir immediateiiieot des 
ralatioiis analogues pourlescoefBeientsIbetC. L'^qoafion (18) donnern 

(22) (?e + n)Äx,n — xÄx-i,« + xÄx,«-! , 

(23) (»+n)€,,.=«4C«-i.»-(it+i.-l)€,,,J^ ; 

et l^uatUHi (21) se räduira ä 
fc.i. 



(25) €x,« = 

fc,= t t^^t »+» » + 1 » + 1 



L'equation. (13) ceoduU encore h d'antres relations. On en 
tire d'abord 

= ^^^'^"^ { « (1 + 0 - X (f^ , 

pnSs 
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Eli y appUquiuU la fonuule de Leiboitz (15), qw'on p«ot mtttM 
soiis la rorme _ 

^•V*V^X fii=n4-i 

^ n! m=(> (» — m)/' m! 

on trouvera 

Or, ou a . . ^ 

1 .n-m a + g)^-l _(f*)__(ft-J).. 

(n^m)! ' fte n — m + r 

et, eu egard a la fonuule (17) , 

^^a; {£(1 + £)8*/i-K(^:=le-t)/.i 
=50"'/^ + ~ <^^' ^' ^ • ^' 

= -lSr^''' (m-1)/ 

iloi|C requatiuu pröc^deute se changeia eo 

on, en vertu 4c« ^Sqnations (5) «t (11), 

n — m 

(26) x2ix,n = ^^ V~m+1 1^**+'"'*'^^' 

Le «econd menibre deviendra plus simple» si To» olMwrve qu'eu 
g^ndrol 00 a 



et qne par snite T^quation (26) peui 6tre changee en 

n 

%T^,=(*^*)TI^* - ^-^((^ »+ » »..-1 

n — TO I»— wi — I 

Mais, suivant reqoatioD (8), oii a 

»»,-.= 0, 



* 
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et de r^qiiatioo (16) «n Moit 

donc, «prto quelques r^ctioos» l'^oatioD preci^eDte deviendra 



(37) «au,.- _ m ri~^'^*^^'^'*' 

RemarquoTis cocore qoL*k Taide de la lebtion (18) -on d^nit de 
r^quation (26) 



not 



Od parvieiit a une relatioo semblabie a l equatioii (27), eo ope- 
•ar lequation (12) {»räiMiit^ sotts la forme 



^'^f' - l-|-t-.(l + «)i^i»~' 

il oü Tod tire 

En prenaut la derivee de l ordro ?? |>ar rapport a f dos dcux mom- 
bres de cette eqiiation , et «e t$ervaut de« lormuies (15) et (17) , on 
dblieiidia api^ quelques ridttctiona 

. (29) «21x,«-^'"^''(x + m)^^^r^21x,m, 

OQ, ce qui rüFient an mAme, 



i^oafODS encore qiie l'on trnuvera des relations analogues pour les 
cocfHcieiits ^ et C l'aide des ^quatioos (9) et (10). L'^qoation 
(27) coodoira k , 

(31) = _ 4- 1 )! 

m •«...= ^. (- >^- („-^)(„-,„4 .-ij ff«.- 

ii'dquation (2B) doimera 

"»=»+ 1 1 

(33) »,,.= 
Enfin iäqiiatioo (29) oa (30) founiira aeulemeDt 
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(36) «»..•=^„(-i)'^'5irSHFlyJ*''" 

car pour ^».^0 eile coincidera avec i equatioo (27) et se rediiira 
donc ä la relation (32). 

A ces rclatioiLs iieuvent se jotndre cettes qu on obtient, eo 
«ppliquant U fonmile de Leibnitz au sacond memore de röquation 

Oll, ani Vera ä 

(36) . 2U,«s5= 2U,iw3lj f -Jl , »*«it 
puis» au moyeu des 4quations (9) et (10), 

(37) J^n ssT^^ 15l,m^^,»^, 

(38) <2:x,«= €A,mC#-.A.Mk 



Dans toutes las formutes rapnortees ci-dessus la valeur de 
tt re»te invariable ; c est poar quoi nous avoDS icrit partout sim^)le- 
ment Zx,m au lieu de 2(x,n,,i. Cherchoni ä präsent des retatiOM 

dans lesquelles il . ntre ä-la-foia diverses vr\!onrs de fi. 
Soit if uoe foiictioo de a: determinee par i equatioD 

(30) ys=^=a+«y*— Ij 

il s'en suit , ^ ^ 

fix |ur 
De piuä on tire de Täquatiaii (39) 



d'o« ^ 

^ (H-y)^-! . 

done on aura ' x \ i 



pQI« 
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tüppdoos noi^ maintcnant la iarmui« (7) du No. pr^c4§üe»t 



t appliqaon« cette formule an second tnembre de l'^quation pre- 
etkote; DOOS obtiendrons, en egard a T^quation (39), 



c 



fjifaUaTit ^ = 0, et ob.scrvant quo y s ^fanouU avec x> ob dedaiit 
oe U precedente jointe a l'equatioo (5) : 



Ihii, i Taide des ^qaattoiw (5) et (17) » oa troavera 



Ol ^erirant — e an Heu de 

ee en tire, en rerhi des Battens (9) et (10), 



•|3S0 

•ia«0 



Le theoreme de Bnnnami condiilt eacore 4 nne lelation plus 
£ii eflel, en yertn de ce tfctetaie» on a 

n(aitiBi«ssO apfte lee dill^rentiatiomi, «et eappoeant qae y 
^taDiit avee ^r, luidisqae fa lapport ^ reste fini. II s'en suit 
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«ft)=r!(i)^ft)>.-i-»<fr. 

Si donc depend die x par l*^quation (39)» iToft Ton a d^itit 
r^uation (4lt)» on obtiendra 



et puisqne les valears de et sont nulles aprte les diff^rentia« 
tiens^ oü anra, eukant T^quation (5), 



(45) ai^,ii,i» = f*»^ ,/ X^,«^ ; 

d'oü encore, eo ayant ^gard aux ^qoation«» (U) et (1U>« 



Avant de terminer cet article, nous feront$ connaitre les for- 
mules par lesquelles lea coefBciento 2» 25f C aont exprim^s d*iiiie 
manidre ind^pendante. 

CoiLsiderons d'ahord \e cas ou x sera iin nombre entier et po* 
aitif, que noiu» d^signerons par p. Ob aiua 



d oü, suivant forrnuie (17), 



» 



pois 

(48) 



r=(> 



Soit ensuite u une fonction de x delerDiinäe par r^quation 

(49) = 1, 

d'oÄ ' 
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Afipliqnoi» ^l^plBtioD (41) au B^eonA menibre, et obaervou« que 
U viendra 



et, puisque u=0, lorsque .r = 0, on troQvera» prenant d? = 0 
et recoorant k l'^quatioo (5), 

(50) 2x,n= am,«(x), 
dans laquelle on a fidt, ponr abreger, 

on, snivaDt T^qnation (49), 

de pIiKs, /A etaut un nombre entier et pusitif« on Uro la pre^e- 
deute juiute ä l'equation (5), 

(51) •fi«,i.=(-iy ^ (-l)'(m)2t,-. 



Donc, lorsqu'on aura trouve l;i valeur de ^p,n par l eqnation C4^^). 
Oll evaluera Um.n l'equation (51^, et l'equation (oO) donuera 
enfin la vatenr de Jlx,n, quel que aoit ». 

On tionTera pareilleiDeiit, pour r^?aliiatloii de 0, 



(58) 'ft-,«(»), 

(sa) , /5«,«=(-i)-''3!'^"'^^^'*>^''"' 

Quant an coeflicient on ania eneote 

(55) ym,«(»t), 

(W }'«,«=(-l)» ^ (-!)»'(«)€,,»; 
mais, lorsqu on voudra deduire la valeur de Cp,n de 1 equatiuu (48)« 



Digiii^cü by Google 



i 

112 



en y faisant fi=0, on sera condait ä la forme ^. Poor öviter cet 
inconv^Dient, on differentie p (oia par rapport k f T^^uatioD 

et l'on trouvers^ en ayaut egard aux equations (10) et (17) , 



oUi si Ton »ubstitue t ^ iq %i par suite qdt ad«, 

Or , coBune on a 

on drillt de rdqnation (84) 

ce qnl change l'equation pr^^dente en 

(S7) «^.=a;(.); 

d'oü loD voit que ~j€p,n sera le coeflicient de xp daos le deve- 
loppement de 

1) (3?— 2) .... {x^p—n + l) 
W— 1 .2*3 .... (p + «) 

suivaiit los puissanees enti^ros rt positives fle x. A^'^ant ovalne 
ce coellicieiit, soit par h» theoreme de Girard» soit par d'autres 
moyeoH« od calcuicra ywi,n j>ar l'^quatioo (56), et Tequation (55) lour- 
nira ensuUe la valeur de Cx,n pour tont n* II fant remarqaer ton- 
tefois qu'il sera plus simple de d^duire la valeur de C de« dqna* 
tiona (47) et (52)» ce qal donoera immödiatement 

= — T- ^' /?■.•(—«-.«), 

on« ce qnl roTient an mdme» 
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VebiuiKsaiifiiralbeii fttr Sehttler. 

Vüu dem 
Herrn Doctor J. 0i enger, 

lor MatllMPatik und Phyaik an der höhcK«« 
Sinaheim bei Ueidelbetg. 



^ tang p taug ^ + ^ to»g ^ + • w '«f» = 



Zfvischen den Schenkeln AB und AC des Winkels soll 
die Lini« DE so gezogen werden , dnss der Innerhalb des Wm- 
kels /i. ^r g^bene Punkt F der Schwerpunkt des Dreiecks 
ADE werde. 

{Die Figur zu dic«ct- und der fol^^eudcn Aufgabe wird aich ein Jeder 
kicht wlWl enlii«i<Mi kf uimi.) 



- . 4 

Ausserhalh der vSchcnkcl AB, ^Cdes Winkels BAClst einPonbt 
Euiid inTK»rhalb dieser Srht nkel eine durch dir Spitze /( (!es\Vinkels 
gellende Lump AD ui-geben; man soU die, die ^ichertkel AB und 
AC in ilf uiitl A scbueidende Gerade JfiV dergestalt ziehen, dass 
sie Verlängert dorcfa £ gehe und, wvnn O den Durchschoittstotnikt 
«eeer Linie nit ilD beMMinet» «ö>^ ifOff^^W Ml: r. 



Theii iX. 
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Auf einer Geraden OP rollt ein Kreis, dessen Halbmesser K 
ist, mit einer Geschwindigkeit V. Auf dem Umfange dieses Krei- 
ses rollt ein zweiter kreis, welcher den ersten im Anfange der 
Beweguoe in einem bestimmten Punkte G berührt, mit einer Ge- 
•dnriiMli^Evit Ist nun r der Halbraesner dieses Kreises, mo 
veriaiigt man den Ort eines bestimmten Punktes M des UmfangsT 
des letztem Kreises am Ende der Zeit t» so wie die Kurv«, 
weldie dieser Punkt beschrieben liat. 



Bs ist 

+ («-f rf) b^ +(a+2<i) + (a +3f0 ''^<jM- .... + (a +(n~l) rf)6e"-» 
So findet man Hir a=l, e=6, c{=l: 



Es ist 

r (r- 1) (r-2) ... . 1 + (r + l)r (r-1) ...2. jr-f-rr .f 2) (r+1) ...3 . .... 
.... -|-(r + m)(r + in — 1),... (fit + l)a:"» 

=r(r-l).... 1 1_± T^iyrrT 1 -^jzrj^ 

, (m4r^l)(m4 ^r) _£^1* _ (m+r-f l)(m+r)(m-H'^l) ar"4 -r-g 
* 172 ' (X— 1)^-» ^ 1 . 2T3 (^1)?^« 

+ 1.2.d....r S=lJ' 

wobei das obere Zeichen für ein gerades, da^ untere für ein uu- 

So fin&t sich z. B. für r=3: 

3.2.1 -f 4.3.2.ar + ö.4.3.ar«+.... + (m+3)(m+2)(m + l)x~ 
x^^— j: , , ... ar«+» — 1 (m+4)(m + 3) ar«»^^» 



1.2.3 



(m i 1) ( m 1 -3) (m 1-2) x"^ » ^ 1 



Für «sl bietetsichdie Summe unter der Foim ^dar» deren wah- 
ler Werth jedoeh alsdann leidM su ermitteln ist 
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P 

4r + m^^{m + l)4ur«-h(a-f 2)6;r«H' .... + (o + n —2) 6ä« 

«—1 



l>ie durch grosse Gelehrsamkeit, uaaieatiich auch iii ^>hilolo- 
CMchcD DiDgea, ausgezeichnete Sdirift: Denkeclirift zur Säcu- 
Urfeler der UDiversttät Erlangen am 23—25. Aug. 1H43 

im Namen der vereinigten üni v ei sität Halle und Wit- 
ten her g d ar 'j:e b räch t von Dr. J. i:». C Schweig^er, Pro- 
{es»oT der Naturwissenschaft in Halle. (Ceber iiatur- 
wi«seoschaftliehe Mysterien in ihrem Verhältniss zur 
Litteratur des Alterthums.^ UaHe. 4 eathtitaucfaniaiidieffir 
die Geschichte der Mathematik iDtereseaate Bemerkungen, und ver- 
dient daher in dieser Beziehung um so mehr hier einpfolilen und 
in Erinnerung gebracht zu werden, weil solche Gelegenheitschrif- 
teo ort v%euiger Beachtung üaden, als sie verdienen. Ich werde 
Uber hier iiiid gelegenthcb wieder ia den folgenden Heften dea 
Aicfaiv.s Einiges aus derselben ausheben, wünsche aber« daaa da- 
dorch Niemand abgehalten werden niü^e , sich mit dem ganzen In- 
halte diejipr jss rpcht sehr lieacbtung verdienenden ISchrift des 
würdigen Herrn Verlassers und anderer, eine Shidicho Temlcn/ 
babeohäer Schrilleo desselben näher bekannt zu machen, was iuä- 
besendefe «ocb den Herren Philologen anzuratben sein mOcbte. 

Ich hebe für diesmal die foliieude, das berühmte Problem von 
der Verdoppelung dea WOrfela Detreffende Stelle mit einer aus- 
fiSMicbeD Note zu derselben heraus, die sich S. 12 und 13 und 

S. 44 und 43 finden, und hoffe, (!;l^s ^»eidrs für sich verständlich 
sein wird, indem ich nur noch benieriic, dass die iVofo strh ?iaii[»t- 
sacbUch auf die im Tex^e mit Cursivschrift gedruckten Worte 
beaielit. q*^ 

^Weon Aristoteles, da wo er in seiner Pbyaik vom Raum 

redet, die ungeschriebenen Lohrsfitze (ayQag)a Soy^ara) des Plato 
ermähnt, so ist es klar, dass man sich dabei nicht ein eigenes, 
d<^matisch geordnetem philosophisches iSysteni zu denken habe, 
wie Tknnemann meint , eben ao wenig aber» wie neuerdings Her- 
wmtm annimmt, ,» eine weitere Entwickelung der SoIoaCiachru Keime 
unter dem Einflifs^s anderer Pliilosophien oder eigener Erfahnui'* 

Seii**, vTai: auf spätere, von der schriftlichen Mtttheilung ver-<rhie- 
•ne Zuaät&e hioaaaiaufeo würde, von denen jedoch schwer zu 



I 
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beweisen wäre, das^ .si»' lediglich eine weitere EotH'ickc'lun^; So- 
kratischer Keime waren, also der liau|>Uiache nach aul* Aloralphi- 
losophie sich bezoteo. Eher das Gegentheil iSust sich wabrsebeia« 
lieh luat heu mit llezichung auf eine Aodeiitnng ^Cicero*s, der aus- 
drii( Ivlirh hervorh<'!)t , dass Plato sieh von .iayptiscfien Pricsforn 
in aütronomisehrTi und mathematischen Üin^Ln nahe unterrichten 
lassen, auch die Pyihugoräer aufgesucht^ um i»ich über l>inge zu 
belehren» welche Sokrates verschmähte. Und man darf our einen 
Blick werfen auf die Geschichte der Mathematik, um eich zu 
fiherzcugen, dass Plato und seine Schule auch in niathematlscber 
Beziehung einen bedeutenden Ruf htAni. N un Annja]>pn gnnz nr?- 
derer Art handelt es sich hier, als diejenigen sind, woraul \v»»/jj 
zuweilen in den Platonischen Schriften angespielt uird. Im matlie- 
matiscben Fache roQssen wb atso ganz entecbleden iingescbriebeae 
Platonische Lehrsätze annehmen. Selbst mit « in i m Ausspruche 
des Dcljihisclien (i'dttcs hfingt Platos l'nf als ."Mathematiker zu- 
sammen , indem er das ir<'(Hnetrisi he l*robleiu j^elöst haben soll, 
novon das Delphische Orakel du^ Auiliören der Pest in Athen 
abhfingie machte. Was man auch halten nmg von dieser Sage 
oder Faäel: auf alle Fälle ist ihre Entstehung nnrnnter der Vor- 
aussetzung denkbar, dass nicht bloss im Orient, sondern auch in 
Griechenland. \mA namentlich in dem durch seine Eleiisinisrhen 
Mysterien berühmten Athen, mathematische mul religiöse Bezie- 
hungen in eiigerer V^erbindung standen, als man gewöhnlich sieh 
verstellt. \Vie aber, ans ganz guten, wissenschaftlichen sowohl 
als moraltschen Gründen, wir lieber gar keine Mathematik und 
Naturwisspnscfj nft werden haben wollen, ul< v'\nr solche traditio- 
nelle, welche noch heut zu Tat:r* Ih>} den Brahminen in Ostindien 
religiCs sich geltend macht: su konnte dasselbe auch bei SokrOr 
fttaet Fall sein, welcher eben darum' bloss auf MoraJphilosopMe 
sich einliess, die Ihrer Natur nach en^egcngeaetzt ist Jedem fiü* 
sehen Mysticismns.*' 

13. ^jCicero defislbsi V. 29. — Die übrigen hierher ^bSrigen, auf 
PlatO'S roath«'in;irii*r!ie nur infindlich , nirlit in s<Mnrn Schrifti-n vorgetra- 
gene LebrsäUc «ich beziehenden Bcwei»&tcllcn, fiiutet man genanuneU ia 
iMlinfo'« OeirbichCe der Matheinfttik, B. I. S. i63— IR5, wo mnitflnd- 
lieh die Rede ist von den bedcntendcn Verdienste« Pluto'« uml der Plato- 
nischen Sriinle um Mathematik. — So wie aber der Ruhm des Svkraff& 
mit dem Ausspruche düit DelpMicUcii Gottes ^ der ihn für den weitesten 
erklirte , saatmmeiihüngt : «o reiht «Ine Sa|^ den Rahm PkUo'B ait 
^tathemaflkers an den AusspiWh desselln n Cottr^ an. Um sofr'fith tu 
Tcrstchn, dass Ton dem «o^en.inntcn ßf/fsc/ir/r f'i (i(t/em^ die Vercfopp€tuU0 
des Cubus betreffend, die Rede sei., lese mau S. i\\. L. 12 C-- oben Z. IB. — G.) 
alatt „ daa DelpkiiCke Orahel '* vMinebr „daa DeUsch» Oiahel*S obwohl der i 
Oraltcl p«l)einfc' Gott derselbe ist, nämlich Apoflo. Apollo «oll «üf Vcr- 
dnjuicliinp Hrr .MaH-^c scinrs cubi^chon Altar», gemäss den von MinttuClo ; 
oagefiilirica Zcuguisseu, xur Bediogung des Aufhöreos einer Pest in At' ' 
tica genacbt haben. Natürlich darf ataa nicht an Jane barnboito Pepl 
denken, ^wlrlio den Perikles binw rj^rafTtc , sondern wnss t int- spätere 
Riickkrbr der Seuche annehnir n . Kofern näralich Plato dus I'rublem ge- 1 
löst haben soll, obwohl 3lOHt(ni(i i^exei^t hat, duss es schon vor fbni I 
ealdit war. llebri^ns giebt es noch eine g^anz andere, hiti sichtlich aaf 
Narnrn nnd Localitat vfrschii-dcne Frz.äliliitii^^Lit t (!cr Kntutrhiiiip' iHr^<*< 
Problem«. Und eben d irnrn . xnj einer punz schwankenden und 

ihrer I^attir nach nicht an eine besiiiuuile Locttlität xu biadeaden Fibtl 
die Bäte iats ao taoa mm («te ITidflM es tha* iiad ahn ae aadb Bm* 
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im, jeto ii Mfaem oMtheniiitM uid pkiloM|»blflal iMonary, ) das 

iiüsd^ Proöiem bloss als AppoUinisches Problem aujpfatsco, il.i ipollo 
«Kh DeÜUS heiMt ; und nmc: dann , wie rs i^lL-ichiulln TOn llutWll und 
fcr/0ir geschah, auch UeipluscUas Ürakci »clirciben, statl Detisches 
9fM. iMiettm aber mÖMto nacli der PtuiareMiuthta Enählonn^ (de 
Ijaio Solcratis c. T.) genannt \\( r(itn, olnvolil Fhitanh in drrsrllirn 
^te!Ie OOS schon auf eine piel al/f/emei/iere Auffassung der Eridklung 
^iaicitele. — Schon erwähnt nämlich wurde, wie günstig sich das üel- 
fliiAe Omhel ober Sofcnitee «aMpnich, wm in der PiaUmUehen ApaUh- 
'ii tii ein Aufruf des Gottes darf^estfllt wird 7U einfr den Forscliunps- 
ZfM anregenden Lehrweise. l'nd fjerade nun deMi8elI)en (icHiclitspunkte 
Um PkUfß da« eeoinetriäche i^rubluiu dettnelbeu GutCe» auf. erzählt 
■orikli PUUarek^ das« PlaCo, nher Losung dieses Problems befragt, 
■\A an etwa» crtnnrrt habe, was hri scirifm Aufenthalt in Acp-ypteo 
fkh ereifiiTirt hatte. k.H hc\ nämlich eine Naclizeirlinung einer ugypti- 
Hkea Aufschrift, welche in cineui Grabmal der Alkmeue ^ der Mutter 
knUerkiUfS^ anf einer Tafel gefunden wurde, nach Aegypten gesandt 
Tfvd diese AiifselArift toti Cf/Of/ffpfffs' . dem Propheten wie er genannt 
«inl, erklärt Morden in folgender Weise: die Griechen würden su einem 
rahiftn nnd friedlichen Leben ermahnt, sie sollten Aet^ Philosophie (d. h. 
im altca Sinne des Wortes Safurtrissenschaft) sich befieissigen and mit 
Gruden statt mit Waffen ihre Slreiti^l^c itrn rntst Vir-idcn. ~ In diesem 
$iwn habe PtatO geantwortet: Ap4»llo wolle, indem er ein ^come- 
feWMi Problem Torlege, die Griechen wegen ihrer Unwissenheit ▼er- 
h'^hoes snd sie «ffinnMB, dass sie l]ei«Niger Geometrie treiben möchten. 
D<r Gott vrrlan'^e jjar nicht die l'crd(*|)iJ( Iting der M;iKP,"r srinrs rulii 
KbcB Altars , Konderu befehle den Griechen das Unheil de« Krieges au 
fOMiden , sich den Mosen sn widmen , nnd frenndlidl mit einaadar SQ 
mlfliren, nachdem üie durrli Wlsseiischoflcn nnd namentlich MoikOM^ 
fflt die Leidenschaften besänftijr« t (i^i't- /t; n v i? rh'l fjta&i)ftatfiv ra rtaOfi 
mmt^wvrxai). — Vergleicht man damit eine ätletle des Piularch in, 
fai Leben das ICiklat c. 83. : ao wird aaa mit Verwunderung erfftUt, 
n sebea« wie viele Mühe es koeCete nnd wie künstliche Umwege man 
vifilen mn«?«it»* , Mm der Mntltematik und den Naturwissenschaften m- 
sackit nur Üaldung wenigsten« im Leben und endlich allgemeinere Vor- 
Mteg tn vefacnaffen , wobei nian dann getroet der «tili wiricenden 
Kraft der Wahrheit Tertrauen kmutle* Selbst Orakelsprüche mnssten in 
ilieser Be7iphang xur Hülfe rrennmmen werden. Das lar^rf Sprechen 
^ SuLraies in der Platooisciien Apologie über den ihu betreffenden 
t i wyn idi des Delphischen Orakels erscheint in diesem Zotammenhaag 
m ein^m i^.in?, anderen Lichte. Zugleich merkt man, dass bei den Ora- 
IttlB de« Apollo wohl mehr fintt rcirlitote Priester in Thätigkett rao|^cn 
|tWMea«ein, als jene erblichen waren in den Eleusinischen Mjstcncn 
an der FamUte der £nmolpiden. — Ueheriianpt hatten die Mjateriea 
^'^ncn^weisc die Traditionen der alten Zeit, die Orakel aber die Gcgeii- 
*irt nnd Zukunft im Ange; thcilwnige eben darum den durch die 
Mfiierien veranlassten Hemmungen entgegengesetzt. AU diese ihren £iii' 
tni fcrieren nnd nameotliclt die maUiematischen Wiataaechalltaii Ga- 
<n^tn;'tit der Menschheit wordea, •abwli^en bald ancli die Orakel und 
»Mtsa schweigaa. 



Uel»er Desiiiialbrllclie. 
Von Heim Simon Spitzer su Wen. 
(Vm Eem Diractar Littrow dem Herausgeber znr Anfiiabme In daa 

Archiv gütigst mitgetheilt.) 

^ci Abfassung des gegen wärtigeo Aufsatzes war es niclit 
mm AUidii» di« Anziüil der hngtehenden Recbnnngs^ V<»itbeUe 
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um Einen zu vermehren, da ich weiss, dass sie selten weiter aU 
In der engen Sphäre der Schule ihre Anwendung finden; es war 
bloss meine Ahsicht, auf die zahlreichen Gcsetse anfoierkflain an 

machen, die in den Dezimalen herrschen, die wie aus einer un- 
au'^Hchopfbareji Quelle jedem darüber Denkenden von selbst suf- 

Die Verwaudluug mehrerer ^cxueiuer üriichc in üezimalen ist 
das eiste, was ieh hier betraehte. Es wird gewiss Jeden Aber- 
faseben, wenn ich behaupte. Ja seihest durch die That seige, dass 

kh gemeinte Brüche, deren Neoner 19, 20, 3t), 49, u. s. w. sind, 
so 8chncü in De/imalbrüche vcrwaiKUe , dass kaum Jemand das 
Kesultat so schnöd ahschrcihcn k'Wmti;, als ich es ausrechne. 

Ich will zuersit den cii^entlicheii J\c( liTiun<;smechanisniu8 durch 
mehrere Beispiele erläutern und dann tiie Kichtigkcit des Vcrfah- 

rens durch einen einfiMsben Beweis iiestätigeo. Es sei ^ das ge- 
wählte Beispiel, so sa^e icb: 2 in 16 gebt Smal (der Quotient 
wird jedesmal aufgeschrieben und als neuer Dividend betrachtet), 
2 in 8 ^eht 4mal , 2 in 4 i;eht 2mal , 2 in 1 i^t ht Imal, 2 in 1 geh( 
Omal, bleibt L (der Rest wird immer verzehulachtK 2 in 10 geht 
5mal, 2 in 5 gebt 2mai, bleibt 1 (1 als Rest wird veneehnlacbt 
und der Quotient 2 dazu addirt), 2 in 12 geht Omal, 2 in 6 mAt 
amal, 2 in 3 sebt Inuri, bleibt 1, 2 in 11 gebt Smal n. 8. f., so 

dass man hat ^^=0-84210526315.... 

9 

Zweites Beispiel. Hier ist der l>e8tändige Divisor 3; alsu3 

in U geht 3mal, 3 in 3 geht Inal, 3 in 1 geht Omal, 3 in 10 f^rht 
3mal, bleibt 1, 3 in 13 scebt 4mal, bleibt 1, 3 in 14 ^ebt 4iual, 
bleibt 2, 3 in 24 geht 8iual, 3 in 8 geht imal, bleibt 3 in 22 
g€»bt Tmal, bleibt I, 3 In 17 geht &al, bleibt 2, 3 in 26 gehl 

8mal, bleibt 1 u. s. w.; daher ^=0*31034482758.... 

Drittes Beispiet Hier sage icb 5 in 1 gebt Omal, 6 In 10 

geht 2ma!, 5 in 2 geht Omal. 5 in 20 ?eht imal 5 in 4 geht Omal, 5 in 40 
gehtHma!, 5 in H jr^^ht Imal, bleibt 3, 5 in 31 geht 6mal, bleibt 1, 
5 io 16 geht 3mal, bleibt 1, 5 in 13 gebt 2mal, bleibt 3, 5 in 32 

geht Omal, bleibt 2, 6 In 96 geht Smal, n. s* w.» so dass ^ 

sO<Om08163265.... 

Wer sich die Mühe nimmt, diese an^fiibrtcn Beispiele auf- 
merksam durchzulesen, sie selbst aul dem Papier zu arbeiten uad 
sich dvrch drei bis vier Standen in mehreren fibnlicben Beispielen fibt, 
wird sieh gewiss fllienseugen, dass ich vorher nichts Uebertrielienes 



Jetet snm Beweis. Es sei Z der Zibler and lOi^-l'der 

Z 

Nenner, so belsst der Bruch jQ^'Zri' wenn mau den Zähler 
dnich den Nenner dhridirt, fiodei man: 
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^ k. es entsteht eine unendliche Reihe , dereo Istes Glied lOt«!, 
4m 2tos Glied lOOtei, 3te<i Glied lOOOid u.s.w. enthält. Ferner 
«eM man aus der Reihe: man findet die Iste Dezimalziflfer, wenn 
msn Z durch iV dividirt , die 2fe Ziffer erhfilt muo aas der ersten, 
weaD m«m diese durch JS dividirt, eben so erhält man die 3te. 
wm der ^lea» wenn man diese dnicb N dividirt v. s. f. Das« 
maa den jedesmaligen Rest vcrzelmfacbt, folgt elieiiralls aas der 
Betrachten der fleihe oder auch «nmittelbar ans dem Geiata dea 
dckadischeD Zahlensystems. 

Fast noch einlaclier läs^t sich der Satz beweisen durch An- 
veoduog der Fourierschea Divisioiis- Methode, die ich hier als 
bcfauiBt voraaaaetie. Ich bezeichne der Einfachheit wegen 79 mit 

3d Waat 31, so dasa der Punkt fiber dem Einer minua badea« 
tat; es let mat diaae Art a. fi. 

^ 6-0 tsi SS iHMsrnm ^f, :=8:ai s o 135093 

TD 59 

26 31 
33 33 
73 36 
9 55 
11 19 
31 13 
D. a. w« a. a* w. 

Dass die jedesmalige VerbessortTnir nicht abgezogen, sondern 
hioznaddirt wird, folgt daraus, weil die Einheit im I)ividend nicht 
positTT, wie bei der gewuhnliclien Fourier sehen, sondern nega- 
ÜT ist« daher aicb die Subtraction in eine Addition Tenrandelt. 



i der Verwandlung gemeiner Brüche in Dezimulbrüche sties- 

■ür oll flolcha Periodaa auf, daran Geaetz in dar Ziferfolge 
der aritbmetiacbaB Ralhea gBch, a. B. 



0242730333(1 39 42 4548 51.. oderO 105 110 115 120 125 130 135 140.. 

Sie nach der gewOhidIcheD Methode lo gemeine Brüche an 
aodelo , ist gewiss unausführbar und ausserordentlich seitiaii* 
Eis bedeatand einfacherer Weg dfirfle dar folgende aaln : 

5=: 0-24 27 30 33 36 39 42 45.... ; 

mahiplieirt man diese Gleichung mit 100 and aieht man dia Gege> 
Ton der ao arluütanen ab, ao iat 



Ip05=:34f-S7 3033 36 30 42 46 48..., 

bigüdi 



095»34 
«der 
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Eben so erlifitt mao aus 



S~ 0 • lüu 1 10 1 lö 120 125..., 
iüiX).S = 105I10115120I25 130... 



104900 



999 ^= 105 • 005 005 005 00» 005.^ = 106 + ; 
flahtr 

mm 104900 



~uy80or 



Nachdem ich diese Aiifs^abe so oinfach ^elust, versuchte ich Pe 
rioden, deren Ziflfern in arithmetischen Reihen hüberer Grade fort- 
schritten, in gemeine Brüche zu verwandeln, welches mir auch 
eben ao leicbi gelang. Es ist z. B. 

S = 001 04 Oy 10 25 36 49^... 
100 .S= 104 091 0 25 :i6 4904^ 
. 99 1$=: loa 05 07 09 11 13 15.... 

Dadurch rcduzirt sidi die Aufgabe auf die frühere, weil dis Ziffern 
nru-h arithm^tlsclieiilieihen des Isten Grades foitschreiteo ; mao bat 
oämüch 

9900 iS= 103 • 05 07 09 11 13 15 17.... ; 

daher 

o 10100 

9900 Ä — 99 Ä = 102 . 02 02 02 02 02 02 02. . . = 102 + ^ = ; 

oü ^viAA l^ Au \ lÖ^ÖO 10100 

99Ä(i00-l) = -^ , daher 'i>=-Ö9r=95ffi^ 

Es sei ' 

Szz: 0-001(KM)2:0G4l2521ö.... 
1000^::^ 10080270(U12521C343.... 
999 5= 1-OO701905710610911-27.... 

Die Ziffern dieser Reihe sind nach einer arithmetischen Reihe des 
zu f iten Grades gebildet; daher reducirt sich die«>e Auflüsuug wieder 
aui tlie nächstvorhergehende. Aus den wenigen Beispielen^ kann 
man des Schluss ziehen: Alle gemeineo Brüche, deren Nenner 
Potenzen von 9 , 99 , 999 , 9999, u. s. w. sind, gehen, in Dezimal- 
brüche verwandelt, Perioden, deren Zifferu nacl^ arithmeti'jchen 
Reihen des so vielten Grades^ gel^Udet jsind, . al^ der um . i ^ver- 
grüsserte Exponeot anzeigt. 

leb ende bkr mit diesem neiieii snten Aufsätze mit der Hoff* 
nniig^ dass er deo geneigtes Leser nicht gans nni ' 



Ueber das Klektron der Alten nnd die 
praktische Bedeutung altertüümlielier 
Sal;urwiMen§cliaa, nantentUeli der 
jqmiliollscheii Hlerog^lyplie» für die 

neuere Zeit» 

Von 

Berm Professor Dr. J. S* C. Schweigger 

an der CaiTeMitit sa Halle. 



Einleitung. 

EtS giebt dreierlei Anwendungen der fortschreitenden Natuv- 
wissenschart , unter denen dip älteste die auf Medicin ist. Diese 
wurde iu neuester Zeit dadurch beschränkt > das« die iMedkin sich 
•bgetrennt (auf iiaaeni Unifersiffiten sogar der Facidtät nach) von 
der Pharmacie, und die sich geltend machende Homöopathie, der 
alten Pbarroacie Hohn Sprechern! , mehr einen zeiti^emässeo dun- 
keln mystischen, als einen heitern nahinrisseiischa'tlx-liea Cha- 
rakter angenommen hat. ErfreuJicber ist es, hinzubiickeD auf die 
gEosaartigeo ForUchritte, welche die Technik dem Einflnaae fort* 
abreitender Natumissenschafl verdankt, wem in England vorangi^ 
weise die sogenaftnten Instiftitioris !>eitrn<^en, jene nachnhmiings- 
vvertben praktisch uaturwissenscbaltlicheo Bürfferaescllsrliaften, 
fvelche den [geistigen Mittelpunkt der Gewerbthätigkeit Liigiands 
bilden. Ks giebt aber noch eine dritte Anwendung der forfachrei- 
tenden Naturwissenscliaft, nämiieh die zur Aufklärung der Dunkel- 
heit des Altertliunis, welche Dunkelheit durch \ erbreitunp^ nächt- 
iicber ^Schatten von jeher nur allzu einllussreicb war auf die neuere 
2^ Das Yorlie^cade Archiv fSr Biathematilk und Physik, anf 
allMi gelehrten philologlacbeo Schulen unaen deutschen Vaterhui- 
des verbreitet, Ui -ei»enw.Hrtiq: die einzige Zeitschrift, worin ea 
m«»gli('h . altertKi üinli( he natTiri^ isseiischaftliche Dinge auf eine 
gfüodticbc AVeiä>e zur »^Spraclie zubringen. Denn die philologiachea 

Thea IX. ^ 9 
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Journale möeen sicli mchi auf naturvvi«8en»chaft!iche , die natur* 
wisscnscbaftlichen nicht auf philologische (iej^i'nstiindc einlassen. 
So gab mir ailcrdiugs die llistoire de la < biiuie dejiuis ien 
tenps ies plns recules par Dr. Ferdia. Uufer. Paris. 
1842. , wovon in einem chcmisdieD Journal zu sprechen wenigrtens 
zulässig scheinen im'jsste, eh>c wohlgegriindete Veranlassung im 
Journal für praktische (Chemie. B. 'M S. iki5. ff. vom 
Elektron der Alten wenigstens nebenbei zu sprechen in einer 
sich dem Hauptinhalte nach auf experimentelle naturwissenschaft- 
liche (jegenstiuide beziehenden Abhandlung. S^A\^ «irrn würde ich 
mich mit dieser kurzen IVlittheilung begnügt liabon . w enn nicht 
iVli8sver8täDdniM<ie ent«»tdndeu wären., deren Aui klarung im Interesse 
der Wisseoscbaft mir eine Ehretieacbe fflr dieses chemisclie Jour' 
nal zu sein schien. Da aber die auf ^lissverstandnissen beruhen- 
den Einweudimgen in einer vom df'iiiselben Verleger herausgege- 
benen Zeitschrift (in P ogge n d n r fl 's Annalen <ler Physik. 
B. (>5. S. 021 — 637.) ntUgetheilt worden viaren, und zwar in ^ros- 
ser Aiisfabriichkelt, wodurch es oütbig wurde, die Sache umständ- 
licher nnd philologisch strenger zu behandeln : so war kein Kaum 
mehr zur Fortsetzung der Abhandlung in derselben Zeitschrift, 
worin sie angefangen war. . Für die entstandene unangenehme 
Verspätung in Puhlieatlon der folgenden Mittbeilnngen giebt nun 
die ▼orli^ende Zeitschrift reichlichen Ersatz. Denn es ist ein 
Mehr günstiger Umstand, dass bei dem zunächst unsere ho^^rerj 
Lehranstalten ins Auge fassenden Archiv für Mathematik und Ph\- 
sik zugleich mathematisch und philologisch gebildete Leser vor- 
aiugesetzt werden IcOnnen. Gern werden dieselben sich die um- 
ständlich darzulegenden Einaselnheifen gefallen Jassen; aber sie 
werden mi-hf dabei stehen zu bleiben verlangen , wo/u andere, 
sich in liinzelnheiten verlierende Disciplinen oit nur allzu^*ebr., ja 
in dem Grade geneigt machen, dass man, um mit Göthe zu 
reden, „Unordnung und \Vust als das wahre Element ansieht, in 
welchem das Wissen eii^zi'4^ L!(M!cihen könne." Dagegen wird durch 
die mathematische Anschauung der rechte geneckt, eine 

lause lieihe von Gedanken zu verfolgen, l'ebcrblicke Zugewinnen 
«na Beratreut liegende Bmchstficke geistig zu einem Ganzen mi 
vereinen, wodurch scheinbar Unbedeutemles er^t Bedeutung gewinnt. 
Da aber nicht vorau^oes^t/f worden k inn , dass die Le<er dieses 
Archivs mit jener (rühcrn m einem cli« Mnsc!»en Journal mitgetheil« 
ten, wie gesagt, nur nebenbei vom Elektron der Alten sprechen- 
den Abhandiuns bekannt seien, so ist daraus einige« bervdlranheben, 
wotu wenige Kümmern ausreichen werden. 

1. Uüier sagt io der oben angeführten Histoire de la 
Chimie. p. 133.: Qimot au mdial quo Ton cencontrait dann les 

mines d'or (elutia), et qui, apr^s le biVl^ du mlndrai, se prd* 
aentait sons la foruK« de calcnls noirs. va rics f! e taclies 
blaoches ä neu pres du meme j)oids quo l'or, et sc trou- 
vant pöle-m^le avec les sables aunAres au fond des corbeilles 
desÜDdes h recneillnr co metal, oe n*est U certainement pas l'ötain. 
Quel ötnit alors ce nu'ttf hianc, et aussi pesant que l'or? — Ce 
raetal ne pouvait etre (|uc !e platine. D'niüeiirs , il n'est pas 
etonnant uue ies ancieut» aieut connu le piatinc , puisque ce metal 
raDOMIte B9iumit daos les mines d'or, et 4»'>1 ^ iwdsent», 
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ainsi one Tor, avec Tas^ect qtii le cbaneWrbe. In der Not» wird 

folgenae Stelle des Plinius aiit^eliHirt : Inveniontiir (ene arenae) et 
in «urariis nirtaüis, quao eliifia vocanf . aqua immissa eluente cal- 
cuiu«> Iiigros paulum caodore variatuh, i|uii>us eadem grart- 
tas qaae aaro, et ideo in calathi« , in qulbns auhiin colligitur» rema- 
tient cam eo- (Mist. nat. XXXIV. 10.) — PÜnius nennt diese 
Körner von getnifitcin woi'^s'irhfii Schiinrocr ffli rii.cr «ehr li;iufig 
blns flas Dunk«'llail)ii:tTe l)e/.<»icliuet), eben ihrer Schwere und ihrer 
dem blei näher als deia iSilber stenendcu tarbe we^en, plum* 
btim albuin oder eandiduro, und beginnt den Aliscbnitt, wel- 
cher die TCTKliiedcnartigsten Notizen Über plumbum album und 
niirrtim ?umn»menst»'l!t , sogleich mit Hiruleutiing auf fabelh ? fto. 
diesen plumbum album bctreffeiifie Angaben . sonic auf da8 hohe 
Alterthum destielbeu: plumbi duo i^cnera« nigrum atque candidum; 

Fretiosiseimnm candidum, a Gruecig appellatum caseiteron, 
abulosequc narratuni in inisula-s maris atlnntiei peti. — Album 
hrjbnU anrtoritatem et iliari;« teniporibus, teste Uomero. rassite- 
roii ab ij)-su dictum. Au«: dem u-eii»i>e]i Bleij sagt er, kann uian 
kein Silber aueechmelsen« wobl aber aus dem scnwarsen (wm At 
ex atl>o ptombo argenlnm» com fiat. ex nigro). Wenn aber dabei 
steht: plumbum nicjrum cum arijento fiasritur mixJisqtie venls ron- 
flatur; ejus q«i primu.s fluit in furnace Jiquor, stannum appella« 
tur, <}ui »lecundu«, argentum: so sieht man leicht, da^is in dieser 
Stelle das Wort etannnro keioesuegs seine i^eivohnliebe Beden* 
tun:; habe» oder, den Angaben aller unserer Wörterbücher gemäss, 
durfh Zinn übersetzt werden könne, sondern, wie schon Beck- 
mann in einer gelehrten Abhandlung über Zinn (Beitrage zur 
Geschiebte der Erfindungen. B. IV. S. 321—381.) hervor- 
bebt» PliniuH hier silberhaltiges Blei mit dem Ausdrucke 
stannum bezeichne. Ebenso iveniti kann man an Zinn «lenken, 
w<'nn es von dem A\eisseii lilei heisüt: „iiilher sei schmelz- 
barer als dieses tveie^se iiiei und Iu«»$e sich eben deswegen damit 
nicht lulhen ; Oberhaupt eei dieses weisse Blei nnvermiacht ntt 
andern Metallen zu nichts zu brauchen** (albi plumbi natura pInn 
nri<]i habet, contraqnc niizri tf«(a liumida est; iaco album nulli 
rei 8tne mixtura utile e^t; neque argeotum ex eo pluuibatur, 
quoniam priu8 liquescit argentum). Diese beisst doch 
offenbar, man fand posse 8ch\i ieris^keit bei der Bearbeitang di6« 
ses sogenannten ^veisstni f^Irir> , oifer, nach Hölcrs naf iir^emSs- 
ser Auffassungsweise, ii( r im 1 iuss.^aiiiif rief en (iold ifefundcnen 
Piatillkörner, und konnte sie blos sciimeizeu durch Vermischung 
mit andern Metallen. In der That ist Platin, glekh reinem Eiaen; 
woM schwelasbar, aber nicht nchmebbar in nnaeren Oefen. 

% Man siel t, dass in dett angeführten ätellen des Fiinius 
(^'oher er sie auch mag entnommen haben) von der iltesten Be- 

deutuui; des Wortes plumbum album oder 6andidimi die Hede sei. 
Ib die fabelliafte trojanische Zelt ^^erden wir zurückgeführt und 
auf den gleich^eltenden H oiiieriticlH ri Ausdruck xuocUeQog hinge- 
wiesen« Schneider, der einzige t^iiiluiu^ neuerer Zeit, der sich 
eroBtlldi mit Nalorfrianeaachallea besehfiltigte , sagt, um Btanren»- 
dang zu machen gegen die Uebenetzung des Homerischen Kan> 
sitcnx dtircfi Ziffn. in seinem bekannteu Schullexikon? ..Ans der 
aogciülicten «Stelle echeUt, dass maii den naoaitiffos uu i'euei er- 

9* 
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weicht und mit dem Hammer zu Platten gearbeitet verbrauchte.*' 
Uephüelee ist ee» vrekher zu Schienen für Achill den xctcalttifog ver 
arbeitet, „der «chrecklich schallte vom Spror getroffen.*' Von 
einem klinsrefHlen Metall uUo ist die He<lo. Lebrigeus führt Homer 
so^ar Ui eine vor trojanische Zeit bei üeiiiem Kassiteros uns zurück, 
indem der üarutscb des Agaiuemuun« worauf Streifen von Gold und 
Kaesiteros angebracht, als GastgescheDk dargestellt wird, das eta 
Urenkel Phaethon's, der reiche Herrscher in Kypros, eegeben, 
welcher P.'tphos prl>a(it , \\ ndürrli wir In den herühmtesteti Mythc"" 
kreis hineinkoiunu'n , den» auch Achill und Dioiued angehören. 
Bei diesen drei Königen allein ist Kassiteros uU ^tchiuuck geuannt 
mid schon dadurch äa grosse Seltenheit bezeichnet Yne aber 
Kassiteros bei Homer stets neben Gold steht: so kommt es auch 
in der Natur muh Poseidoniiis (dessen Zeiianiss Strabo an- 
fuhrt) neben (iold intd Silber im Fiusssande vor und wird zugleich 
mit dici^eu edlcu Metalleit ausgewaschen. Auch bei iStrubo is»t 
also dasselbe uatQrliche Vorkommen neben Gold bezcichuet, das 
Ptioiiis herrorhebt Und mit Recht legt Hu Ter eben hierauf das 
Hauptgewicht , wodurch zugleich der licisatz eadem gravitas quae 
auro bedentend wird. In dieser letzten Heziehnnu fnlirtf» irli Ti'uh 
an, dass Herodot (I. 50.). wo er von den Gescbeukeii <]• ^ Krö- 
sus für den Delphischeu Apollo redet, Platten nennt au.s gelbem 
im Feuer gelftuterten Golde und aus weissen» Golde» 
welche, ganz gleich an Grösse, dem Gewichte nach sich verhielten 
wie 1,5: 2- 3:4. Und da geh.'imnierfeH Platin nach Bri.sHon 
ein specilisches (J('\\icht von tÄ),»J3(i, ge>^al/te.s sogar von 'Ji.Oöt) 
hat, nach Mohi^ aber das natürlich in Geschieben vorkommende 
Gold von hochgelber Farbe ein specißsehes Gewicht zeigt von 
14,857: so kommen wir dadurch, je nachdem wir das (>old weni- 

fer oder mehr im Feuer geläutert voraussetzen, ungefähr auf die 
lablen 15:20 oder 10,5:22 — :1 , wie das Verhhitniss gleicher 
Platten gelben und weijsscn Goldes von Herodot bestimmt ist. 
Und wir können uns die Angabe 3:4 um 2<o mehr gefallen lassen, 
da man sich die Goldplatten^ gegossen denken kann , die von Pia* 
fin aber, nach der von Homer bezeichneten Bearbeitung des Kas- 
siteros, in hcftiojster Glühhitze mit dem Hammer gesc hlai^en sein 
mussten. Jo<locn diese Stelle Herodot'« wurde von dvu Philo- 
logen wUiküriicb corrigirt unter der Voraussetzung, dass bei weit^- 
sem Golde man nothweodiff an eine Mischung aus Gold und 
Syher denken müsse. Aber da, wo Herodot (III. 115.) Ton Elek- 
tron und Kassiteros redet, welche aus ihm ganz unbekannten west- 
lich en G*'i,'enden, aus Inseln kommen (wohin nach »Strabo die 
Plirmu ier ihre Fahrt sehr geheim hielten), da fügt er am Schlnsse 
bei; „Von dem äussersten Ende her kommt Kassiteros und F.iek- 
tren. Aueh dass im-Norden Europas flberaus viel Gold 
sei, ist offenbare Thatm^he; wie es aher gewonnen wird, darüber 
weiss teh nichts zuverIä.ss!G"es /u .sai^en." Wenn nun das Alter* 
thuni m\i dem Gold im forden Kurojias bekannt war. ^vnnim sollte 
die ebendaselbst vorkoounende Piatina durchaus unbekannt gebiie* 
hen sein? Eben hi Sibirien, das noch jetzt als ein heillres Land 
den Indischen Brahminen ^ilt, finden wir die Ansicht Werner*s 
bestätigt, dass vorzeitlich im zerklüfteten Erdreich, wo die Natur 
im Grossen die Answasehrini!;' vnrirenommeTi, edle Metalle reichlich 
zu linden sind, folglidi in geognostiscber tiesiebuog allerdings ein 
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fi^olrlenes Zeitalter aTiznnehmen sei, wo edle Metalle in reichem 
Masse umheriasen aul der Erde. Eben darum schloss ich meine 
Abhandlanff Aber Piatina (im Journal för praktische Chemie. 
B. lU. 8. 410.) mit folgenden Worten: »»wenn wir zugebea mfls- 
een, dass Phitina dem Iiührron Altorthurae bekannt war, so ist 
kein veriiüuftiger Grund mehr vorhanden, wpTrher uns hindern 
kennte, in dem Zusammenhange, in welchem Homer sein Kya- 
no« nenut, an das in der Natur gewBhnllcli TeielBt mit Platina 
Toritommende Palladi um zu denken. Man vergesse nämlich nichts 
da»s roirif ^ ^pdit'eenes Pallnfl'nim in Komem neben Pfntinknr- 
nern natürlich vorkommt. Wo Ilaston suchte solche Palladium- 
koraer aus Brasilianischen Platinkomem ans, indem das Ansehen 
der erstem nie faserig war und die Fasern Ton dem einen Ende 
aus zu dlvergiren schienen. Ein noch einfacheres Unterschcidungs- 
mtttel mochte die Erhitzung siin nach JBreant's Methode, wobei 
die PaUadiumkümer durch oie b laue Farbe sich kenntlich machen 
würden. Und diese UnterseheldungsnMSthode acMit elien dardi 
den alterthumlichen Mamen Kyanos angedeatet» In welcher Bede- 
hnnir :ilso selbst aus dem alten Homer, dem nächsten Zweck 
einer chemischen Zeitschrift gemäss, noch etwas zu lernen fUr 
praktische Chemie.** 

Jetzt ist es Zeit, auf das in der oben angeführten Stelle d^ 
Herodot neben Ka^^sitern;? {genannte Elektron überzugehen 
and die UauptsteUcn anzufiilireu aus dem dritten Abschnitt jener 
Abbandlong Aber Plafina, weleher Oberaehriebeo: „Piatina unter 
dem mystischen Namen Elektron (rjltntf^ov)." Vorangestellt ist 
folgende Stelle aus UOfer*a Geschichte der Chemie. S, 109. 

3. L'electrum signifie chez les anciens deux choses bien diffe« 
rentes: d*abord r^ectram proprement dit, c*est k dire Kambre 
jaunc ou le suecin, qui est nne substance organique (esptee de 
resine fos>i!i ); on secondJieu,^une allia^e d'or et d'argent , comme 
nous l'apprend Pausanias : aXio TjkEXZQOv avauffiiyiiivog ^arlv ceQyvQtp 
vovcog, „il existe un autre elcctruni qui eät uue alltage d'or et 
cunrgent.'* Comp. Plin. XXXHI. 4.: „Tout or est allid darpnt; 
la propordon en varie. C'est quelquefois la dixieme, la neuvi^me, 
la nuitieme partie du poid»s. I^orsque la proportion de Parfrent est 
d^In cinqni^me, Tor perd son nom et prend le nom d' el ectrum. Un 
auteur Italien C ortin otIs (opuseoil sceiti sulle scienze etc. 
II ilane. 1760. 49.) chercha ä proaver dans nne savante disser* 
tation, que le platine etait connuc des anciens pohs Ir nom d'elec- 
trum* Les raisons, qu ii en donne« oe sont pas valables*^ 

Es ist meine Absicht, mich an OortinoTis anzuschliessen, 
dessen Abhandlung ich übrigens noch qicht zu sehen bekam. Die 
gewo nlich nur mit obi[r<'f> Worten angeführte Stelle des Pansa* 
nias (üb. V. cap. VI, p. 40(>. ed. Casaub.) lautet nämlich im Zu- 
sammenhange gelesen nach würtlieh trener Uebersetzung also: 
„Dieses Elektron, woraus die l^ildsäule des Aogiistus gemacht- 
und welches u\s Naturprodukt ( civrofiatov) sich Tin d et im 
Sande des Eridanus, ist 8('lir selten , und steht daher in boliem 
^ Werthe bei den Menschen; da^» andere Elektron aber ist mit Sil- 
ber gemischtes Gold.*' Pavsaftiaa setst effBobar das Naturpro- 
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dukt dem kuostprodukt entgegen. Mau suchte also das im Öande 
des Eridanus (welcher Flus«, wie schon Berod ot a. a. O. an« 
deutet, d(>ni aodi unerforschten ..äussersten Westen*' ange- 
hörte) vorkommende ]Vatiir|»ro(lukt (wns nnmuglich Bernstein sein 
konnte, v\oraus sirh nnrh keine Statue machen lä.s.st) durch 
Mischung von Gold und äilber nachzuabiueo. ^ Also muss jenes 
Natnrprodnkt notbweadig eib edles (wie Pausaaias sagt, „selir ael« 
tenes'') Metall weweseD sein , das auch an Werth dem Golde ver* 
gleichijar, nur von hellerer Far1>e war. Dem ti-itfirlif hen Vorkom- 
men gemSsH im Fitissjännde werden wir also noUiu endig an Pliitin 
denken müssen. Ein Zeitgenosse des Aueustu."! (von dessen ßild« 
•äule aus Elektron in obiger Stelle des Tansanias die Rede ist), 
nämlich Virgil in seiner Acneide (Vlll. 624.), lässt Beinschienen 
aus FlerhuHi und reinem (Jold (onreas electro aurouue r«M O( to) 
vom Vulcun für den Aeneas luacbeo in offenbarer iSacltahmuug 
Homer**, der (IL XV1I1.«13.) Schienen für Achill vom Hephi« 
stoe machen Ifiast aus Kassitero«« Virgil AbersetEte alao 
%tt90lt8fQf durch eiectrttm. 

Nun aller wird es nötbig sein , vorzugsweise davon zu sprechen, 
wie das Homerische nach Plinius dem pjnmbnm alhum 
gleichbedeutende y,aaü[rBQog (d. Ii., dem Daru;elegten sreniäs.s, Pia- 
tina) zw dem Namen electrum (ylextnov) kommen konnte? — 
Jbuttman in seiner Abhandlung über Elektron (ttu iMytholo- 
gu^. S* 337 — 363.^ spricht al« Orammatiker mit etymdl(»giscber 
iUrüodliehkeit von oieseni Worte. Er rechtfertigt die Abieitoiig 
des Namens ^lExtQOVvon ^kr.f^'v , ziehen, nicht hios von ^ramina- 
tiseher Seite vollkommen, ."-ondern auch durch analoge liezeich- 
nun";en des Uernsteins in andern »S{)rachen. In diesem auf An« 
sie nnnffs kraft sich beziehenden »Sinne konnte die natürlich vor- 
kommende Platina mit gutem Grund Elektron genannt werden, 
weil sie we^en ihres Eisengehaltes magnetisch ist, nnd zwar ni< ht 
blos vom Magnet angezogen wird, sondern seihst in cirüssero 
Stocken geradezu polariscn vorkommt. Da also die natfiruch vor- 
kommende Piatina sich dem Magnet aoschloss. so war sie schon 
dadurch im AltertJnmie (l<'r wis^cnschnftlichen N itnrlV>rsehung ent- 
zogen und gehör Ic den Mysterien an, worin der Magn<*tiKinus ein© 
so grosse lioUe s|>ielte. Der Name Elektron lür die uaturiich 
vorkommende Piatina ist also ein aus den Mysterien stammender, 
und war für die mit magnetischer Polarität begabten Platinastückc 
sebr verständig gewählt, wurde aber (l;inii obwohl unpassend selbst 
übergetragen auf die Legirung aus Üold uud Silber, womit man 
das Platin nachzuahmen suchte. Man sieht zugleich, dass der 
Ausdruck Kassiteros ein genereller, Elektron ein specieller, 
auf eine mysteriöse Eigenschaft hindeutender, also vorzugsweise 
oder wenigstens zunächst <ler polarischen Piatina angehöriger ist. 
Wec den letzten, auf die Uo ineriscbe Iliade sich beziehenden 
Abvchnitt meioea Buches Uber die samothTacischeo Myste- 
rien (welches ich unter dem Titel einer Einleitung in die 
Mythologie auf dem Standpunkt der Natiirwissensrli :tft 
beraiisijab) gelesen hat, kann nun leicht abnehmen, warum der 
(als Elektron polarisch vorkunmtendc imd daher den Mysterien 
«kh aaschliemnde) Kassiteros in der Iliade allein mit den dioe- 
kuriicheu Wesen Achill und Diomed in Verhindwig gebracht 
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wird, und wtUhtt der von Aeamemnon getragen« Kawiterog dem 
▼erwaiidtcn Irvprlscfaen Mytnpnkrcis angeschlossen ist. Da aber 
in der lliade die mysteriösen Beziehungen blos den dunkeln Hln- 
tergrumi bilden« worauf die Gestalten der Heiden in so beUerem 
Glanie henrettreteii! so vwineidet Homer den mysteritlBen Ans* 
dmc|c Elektron in der lliade gänzlich. Aber m der Odyeeee» 
welche die manischen Fabeln der >!\ sforien cn« issermassen zur 
Schau träiit, kommt umgekehrt nie der Ausdruck kaissiteros 
vor, sunderu stall des Kassiteros slänzt hier Elektron ueben 
Gold. Was ich hier andeute mit Hinsicht auf den Gebranch der 
"Worte Kassiteros und Elektron, wo der eine Ausdruck <U>i- 
selben Sache rill^*in der Ilir^de, der andere allein dpr Odyssee 
eigentbümlich ist« steht nicht so isolirt, als man vielleicht glauben 
machte. Nur haben die Philologen den Wink unbeachtet gelas» 
sen, den ihnen Plinius gab, indem er sagt (Hist. nat. XXX. 
cap. 1. sect. 2.^ : „Es ist sehr beachtungswerth, dnss flnmer 
bei dem trojanischen kriege so sehr stillsch^veigt von nias^isduT 
Kunst» so sehr aber auf sie eingeht in den Irrreisen des Ulvsses, 
daas fest das ganze Werk aus nichts anderem besteht." Pnntvs 
oriterscheidcA «so die Ifias und die Odyssee durch die Art ihres 
Verhältnisses zu den Mysterien. Aber da die Phil tloirofi Tiicht 
einmal darauf achteten , wie beschränkt die Schrittspraciie durch 
die Mysterien war : so gingen solche blos flüchtig hingeworfene 
AndeutuDgen» wie die oMn angeführte des Plinius, guulieh fiir 
sie verloreo. 



Aus meiner Abhandlung im Journal für praktische Chemie 
(B. at. S. 385— 420), welche uberschrieben , fiber Piatina. Altes 
und Neues", war dieser kurze Auszug hier voranzustellen, d^unit 
die für dasselbe Journal ursprünglich bestimmte Fortsetzung so 
viel als mCglich unverändert abge^mckt werden könne. In der 
That bezog sich jene Abhandlung llirem Hauptinhalte u.ich nicht 
auf alterthömliche, sondern auf neue, dem Platin sirh nnreiheude 
Mittheilungen. Vorzugsweise von den merkwürdigen kramptbalten 
Zncknngen der Magnetoadel handelte es sich» welche entstehen» 
wetiii eine Ladungskette, namentlich aus Platin, mit der zuerst von 
Wach im Jahre 1829 (s. Jahrb. der (^hem. u. Pbys. für 1830 oder 
d. g. R. B. 58, S. 40 — 6H.> construirten coostanten galvanischen 
Kette verbunden wird. So schwach diese Kette ist in ihrer ur- 
sprOoglicbeo Gestalt (da es nu galvanoplastischem Zwecke» oder 
wie man sich damals ausdrückte, zur iBildung figurirten CSroent- 
knpfers und nnderer zum Tbeil krystalliniscn auftretender fester 
Metallvcgetationen, auf Schwächung des constanten elektrischen 
Stromes ankam) : so heftig kennen doch bei Einscbiebung einer 
I^dungskette ans Platin jene kranipfhatten Zuckungen der Mag- 
netnadcl werden, welche uift der krystallinisclirn Biltlmi;:^; drs 
festen ( "nnirrttkiipfers zusanunenb fitigen, und uns au die bei andern 
Kx) stuili^atiGucu zuweilen hervortretenden biitzaitigeo Lichterschei- 
nuogen eriHtaem. Von soldien dem Charakter eines chemischen 
Journals gemäss mitzuthcUendfln neuen Thatsacheo bandelte es 
sich dort. Nur nebeni>ei war tob altertbümlicben Dingen die Redd 
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nie gesagt, zunächst in der Absiebt, um aof ll«*if«r*s Gesebicbte 

der rinMnie aufmerksam zu machen. Im ent!»eg<Ti«iesetzten Sinn 
ist die Ahhandlung «i:f'^<*^ric!>en : Uf»her die vermeintliche 
Kenntnis« der Alten vom Platin, von £. L. Schuharth 
in Poggcndorffs Annalen der Phy^il^ (1845. Nb.8. 8.621. 
— 637.). Dieselbe ist dem Geiste nach eine philologlscbe, auf 
kritische Eniondnfionen sich beziehende. .Fedocn dieses {gramma- 
tisch kritisfhe f rincip reicht nicht ans bei allen natnnvissenschaft- 
lichc]) , mit den alten Mysterien /.usammenhängenden Dingen. Dt^nii 
mit Recht macht Hi>fer In seiner Geschichte der Chemie» wie 
nusdn'tcklich von mir hervorgehoben nurde, anfmerkfiam auf den 
innigen Zusammenhang der alten Religionen mit Natur\^ issonschaft, 
wodurch nothvrendig über manche natunvi^senschaltliciie Dint^e ab> 
sichtlich ein mYsteriuses Dnnkel atisgegossen %vnrde. Und damit 
bieg £um Theil ancb die Doppelsinnigkeit bei dem Gebrauche 
mancher Worte zusnmmoTi. AI)or Herr ProIVssor Selm bar th 
lasst sich gar nit'lit darauf ein. dass dassrlhe Worf \ <*rs(hi<*dene 
Bedeutung haben könne, w.vs doch selbst bei den \Vort«'n des ge- 
meinen Lebens so bSufig der Fall ist. Vielmehr behauptet er, 
üfffer und ich bfitteo abweichend von einer „seit Jahrhunderten an- 
genommenen MeiniHVi", dass das Plinianische pinmbum can- 
didum unser Zinn andeute > den 6at% auigestellt, dajss darunter 
(wie bei einigen verwandten Ausdrücken) „nichts andere» als Pla- 
tin zu verstehen sei." Jedoeh sogleich auf der zweiten Seite 
meiner Abliandlnng helsst es: ..lici der Chrnjir der (»rUM-hrn und 
Riimer beginnt Hof er den Af)s(hnitt vom Zinn mit den Wor- 
ten , da^s eine grosse Dunkelheit in griechis<'hen und romi*» 
sehen ScbrilUtenem herr.«cbe binsiebtlicb auf den G^hrancii der 
Worte stannum, plumbnm album, plumbura argenlarium, 
cassiteros , obwohl man irewrilinürh sich bei!T!t'i'j:e . dif so Au8> 
driirke durch Zinn 7m lifM-r^etzen. Naclnlrni «t vStelien angefilhrt, 
die allerdings aul Ziiiu nassen, sagt er Folgendes." Und 
nun sind die Stellen anj^efstirt, welche nicht passen auf Zino» 
wohl aber auf Platin, was auch Herr l*rofessor Schubarth unbe- 
dingt zugeben iimss. TTm jedorli di«' T^odf»utnnir Zinn IVst/tibal- 
ten, nimmt er nicht blos zu willkürUchen uhilotogiscbeu ( onjectu- 
reo, sondero sogar zu der natnnridrlgen Voranssetzung seine Zu* 
tiacht, dass im Alterthnmc Zinngranpen neben Gold vor- 
ekomnicn und cfi^^iTisrhalflich ausgewaschen wurdc?^ ;»ifs dcni 
li?s«sande. Alij-rdln^s,*' sagt er, „ist ein Zusamnienvorkonnnen 
Vf>n Zinnerz mit GoUi unge wübnlich doch aber nidit un-- 
mi>glich.*< ' 



*y Stau „nnf ewShnlich** »otll« »«ehen „an er hört.** Oer Aiudrack 

„ungewöhnlich" «her könnte ft«wi.|ilfcrligl »chcinen , -weil der H. Vcrf, 
kurr zuvor gc»,igt : Agriccla (de rc mrt.illica IJasil. 1657. p. 269.) führt 
unter den Tcmchicdcncu Melhudcn des Wasclieus von Gold und Zinnerr. eine 
in Portugal «einer Zeil gebrKttchlkhe an." — Matt könnt« sonach gUnliea» 
zu Agricol 7i itrn «.r icn Gold und Zinnerz 7ii-,imm.->n vorgekommen» 
Schlägt man aber die citirte Stelle nach, so hci»st sie in -wörilicher U«b«r- 
setrang: «pradi bisher von. den -verschiedenen Arten den Goldsand ane* 

ruwaschen; nun will ich von der Aa»waM:httngsw«i6e der Materie sprechen, 
Treicbe keigenlscht dea aebwarMn Steiochcn, woran« Zinn bereitet wird.*' 
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Di«w M €8, WM leb lur ReeMlirtigung HSfer*» In AnÜM* 

ftimg der Plinianfechen Stelle, bei weleber vonmggireise seio 
ner venvpilt, zu sncren habt». Dofui was leb zur Bestätijjung der 
Aiiüicht Hüter n» über das, nie l^liiiius ^elbtit s<igt, dem pliimbam 
albmii gleichbedeutende Homerische KassiteroK sagte» das mit 
Gold ciNnbinirt wird und nach Poüeidonius gleichfaJIs natürlich 
vorkniTiinf neben CJoM, wfihreiid Virgil dieses Homerische 
Kas^iteros durch Llektr(»i> fiberset/fe, wor.ms man wirdrr 
sieht, iisuas von einem edlen Metuilc die iiede «ei; diejH^, <»ovvie 
alles» was damit tasammenbSngt, fibergebt unser Gamer ndt Still* 
a^weisan. Uataf «olcben (IniHtändeo bleibt mir nichts übrig, ab 
diese Vcranl.-issunp: im alts^emein n is^opschnftlicheo Intaraasa aar 
üe^eitiguDg von MisRTer««tnndnis^eh zu benutzen. 

Zun&ctist ist über das naturwis^eoschaflliche Werk des Pli* 
Idas ein Wort ztnqirechen , da Herr Profei^r Schubattb Gewicht 
le^t auf den Ausdruck „Plinianisches plumbum candidum*% 
gleichsam als ob in der Stelle, von welcher er obie lange üebcjr- 
aetzang mittheilt, Pliuius die Absicht habe, t>eine durch Unter- 
anebung gewonnenen Anaiehten binaiditticb avf daa phunbom ca»* 
didum mitzutbeilen. Demnach scheint aowohl der Herr Verfasser 
aU die Zeit-srhrift, worin Jene schon von Beckmann als höchst 
ver^> '»rrt'ii bezeichnete Stelle de« Plinins in ganzer Ausführlichkeit 
Platz iinden konnte, e» vergessen zu haben, »der ivenigstens un* 
beaehlet an lassen im vonlegeBden Falle , dass die sogenannte 
historia naturalis des Plinius eine Encyklopädie sei, wio 
Pfinius selbst sie nennt ; eine Encyklopädie aus hundert dor besten 
ScbrifUteller und etira zwei tausend, wegen de^» dunklen Inhalts, 
(propter secretum materiae) von wenigen gelesenen Schrift- 
vollen aasmnmengetragen . Unter aolcben Umatanden mag es daher 

Saoz an{r<'Tnes«en scheinen, daran zu erinnern, in Avelrhoni Sinne 
lutttger die Naturforscher bei ihrer V'ersaiumlunii in Dresden 
cur Beari)«ituiig jener alten naturwissenBcbartUcheo und techoischeift 
Encyklopädie des Plioiua aufforderte. Es ist also an aprecben : 

I, üeber die dem natur\vissenschaftlicheu 
^Standpunkt uit<«'r<>r Zeit an^emesseue ßenutsung der 

P 1 i a i a n i s ch e n E n (; y k I o p fi d i e. 

Bei «lenj ( harakler, wrlehen die Versamrahmiren deutscher 
^iaturiortfcher und Aerzte im Gegensätze zu dem, was ursprfiog- 
Ikb (bei dem Anfrufe dazu von der Aeademiä natnrae coriosomm) 
beabsichtigt war, seit einer Reihe von Jahren angenommen habeil 

nnd welcher darin besteht, dass jede JahresversuiHidMiiir die un- 
mittelbar vorhergehende in wisseoschaftlicher üeziehung igiiorirt^); 



Nicht rnifcrnt also ist ao|E;etlcDict , das» die»« schvrarfcn Sieincheii, Vror««» 
Zinn (»ereili't wird, sngleicli niil (lold irgendwo irorkninmen. 

*) W'a% dtriilicr gesagt S. 40. meiner ü f u k s ch r i f l zur Säcnlar- 
feier der Universität Erlangen im Jabr« It^, wurde gedruckt un- 
■dtlflliar TOT der Versanunluiig in Grate, wo ein erhabener Kenner vn4 
Frenud der Natarwi»9onftc1iart mit den m-Iioii'<Icii und krrirti'^-tpii Worten 
einen edleren, dem Geist einer freien (an keine l.oeHlital gchundencu) Aka- 
demie eijtspi ct iienden Sinn bei dici>cn , roit ro viel KoMenanfwand rofbnode- 
nen Jahresversammlongeii der NalurforAchcr anzuregen »uchtc. Möchte dimaer 
Geial doeli aadiich aftagm Aber di« Anblaglicbkeit am BerkÖaMikUcbaa. 
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bei dieser Lage der VerbKltolss« es natdrUch ISogst in Ver- 

Esseiihcit sfekonnnen, dass einmal von einem IJntern»^1uTion die 
)de war, weicUc&i ein Zusammenwirken mehrerer zu^lciih anti- 
qnarisdi gebildeter Alfioner ans allen Theileo der Naturwissenschaft 
vvMraussetzt, DimUch von einer Sichtung de« in der Plininni«chen 
Encyklopä'lic verworren zu.^iiinimenijehaiifteii MateriaLs. Dazu er- 
munterte der verewigte Büttiger hei der Versniamliirii; der Natur- 
forscher in Dresden im Jahre 1826. iSein Au i ruf iiihrte wirkitcb 
Eilige cinleiteiide Sebritte herbei* obirobl mehr im philologischen 
als natHrwissenschaftliehen Sinne. Doch dieser Anfang war zugleich 
das Kndf» der bald in Vergessenheit gi>Iv-onini('nen Sache. Mit 
Hecht aber sagte Büttiger: „man hat nicht einmal die V^orrede 
zu diesem, enc\ klupädibche Notisen aus zweitausend Scliriftrollen 
enflmltenden IfVundersdiafs, die Zoeignung an Vespaslan« nhie 
gelesen. Sonst Miirde man wissen was man fordern kOnne und 
KoHe. Zeitgeiz, ^ngf man, und ExcerpteiisucUt lie.ssen den Com- 
piiaior bei seinem Dictiren an ein Dutzend (jc^^uhwindschreibery 
die ihn umringten, nie zur besonnenen Prfifnng kommen. 
Daher strotzt sein Buch von mtssverstandeneu Stellen *) 
anderer Schriftsteller, n\uh konnte er vieles i^ar nicht heurtlieilen, 
er, der mit Stjuitsgeschiilten aiiet« ühejl ^cloiie. Aul die mrihteu 
dieser Vorwürfe antwortet das von ihm mehrmals wiederholte 
Wort: „iit nihil, qaod equidem noTerim, praetermittau." 
Hierzu kommt, wie er seihfit an Vespasian sehreiht, dass diene 
Auszüge aus hundert Schriftstellern in abgerissenen Stunden /.mtti 
Theile bei Nacht gemacht wurden. Hätte Plinitis mir immer (Ue 
einzelnen Schriftsteller da genannt, v>o er sie auBi^chreibt. Aber 
ihre Namen (weoigetene die der betOhmtesten) sind blos angeführt 
bei der Inhaltsanzeige der einzelnen Bücher, welche unmittelbar 
folgt nach der in llriefTorm an Vespasian geschriebenen Vorrede. 
Offenbar war also hei der fwie die Uebersetzuiig Schubarth'a 
am heate* beweist) so hScnst verworrenen Steile «) de« Ptinfam 



•) Meine Ahhandliiiig „über den EinfltiftA der n .1 1 u r w i s a »nccha fl • 
liohen Mysteriea auf d4o Lilttratnr des Aiiertlfiims'^ fiiltri 
j«dook aaf neue Gcai«littfi«ifcl« in Auff«Mai»g irurwovrcBW Sielten des FU- 

nhis. Wenn «".rllisl rin Tlislnrikor wie llerodot alisulilluli (va-, ilurcU 
ein unverkennbare» BeUpicl nachgewiesen wurde} Yerkehriheilen tchricli, 
Uoe um rlAfilhnfl« Andeatnngea den Mfelerlmkundigcn ober Dinge zu 
|;«b«nt weldie der Schriftsprach« unzugAngUi^ -«raren: -wie ^elintitf 
konnte pinem nRttirwisAen»chaf(li<'it<'n ScJiriftstf Her , -wie Pliniu» -war, ein 
solches Verfahren durcii «Ue aik.ruaiuatii>cLea (d. h. lediglich zur mändlicheu 
llltllkeiliuig ImUmmicn} Gcgenstluide $cn«r nalurwisMasdiaftUch«« M3rateci«n 
iiOtliwri;<li'/ c ni.i<lit ^v^^deIl , propler secrclum innlcriar, \%ip er in vor- 
hin angerülirlcr ölelic »einer Vorrede sidt «nsdriickt. Es wird »ich nachher 
Oelc^nheil £ad«ai dleMn Oeticktspnnkt bei Briilinu^ dei Vilnius durch 
BeUfilele su «rlinftra. 

*') n ednnann, der in »eine» Beitragen cur Oetcliickl« dev Br* 
finduugen. B. 4. 5 . 321 — 381 ühor Zinn und Verxlannng sehri«!!^ 

sagt S. 336« yon dieser t' Ii n i a n 1 »ch c n Slcllc • ,.rn;>n m\\*% oin^t-ulcUen, 
diU» aic bei keiner Erklärung ganz vcr&t^iuillu ii sMrd,*- unii eniAchuidigl 
8. SeO* aeia Besir«bM, einige Widcrs|irnche , welche darin vorkmaaMU, 
rinigcrmaascn wcaic-icn'' /it hr^ciiipcs . mit den Worten; ,.icK Mite um • 
Vcrgebttog» dn»s ich mich »0 lief in die Kritik gewagt habe»'* linbe^eif- 
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tom pbmilNim albura das Veifidiniii HS f er 's ganz das richfige* 

iriflem er von «ler Vornu«<:eetz!!n<? avmffins^, dass die verschi*»flefien 
von PliDius ausgezugcnen ächrüb»tnlier mit dein8etben Worte 
verschiedene Bedentung Terbanden. Denn will man der l«dlcili- 
seilen Einfaclilieit n-egen, damit das^lbe Wort wenigstens im 
3Iuii(le tios PI in ins stets dasselbe hedfiite, die verschiedenen 
von ihm ausgezo^onrn Srhriftstdler in Harnionjp hrin^n und in 
diesem Sinne conjecturircu und cmendiren : so versündigt man steh 
nicht blos an den einzefauin in der PKoianiscIien EDCyklopädle 
votsteo Sehriftstellern sondern am Ende selbst an der Natar« 



lieh aber ist e», wie Herr ProfoMor Scliuhartlt sajgen kann: „B^ck- 
maaa heb« naehzuweiMo »ich bcmfiht, des» dM Plinianljiclie flaadmM 

ceodidutu u II "» c r Z i ti II iiml >{rtaotri(>o€ l<'»ch»l W ilirstliciiilicli >1t v Il)C MelaU 
andeute, und diese Meiaans; sctir glücklich Kcrechlfertigti"^ Beck« 
mAoa sagt TielmeUr 8. d46 : ,.Ntta komme ich xur ünteriochnni; detjcni» 
geo Metalle«, welches die Griechen tMUw/«V(N>fi, oder wie Pliniut sagt casai- 
leron , und wie er ausdrtirkliilr liinrHse»/.! . die LfitfituT ^1luml)lun candidamf 
weisses Blei, gen<<iuit liahcn." — Uasa die Allen so früh, als wir bei 
ihnen dae Wort umoohepcn liAdeii) sehon nuaer Zlan gekaaat haben, dM 
kann ih mit n i rh t s l)i;wc-i»cn, und irli /wciflc, dass irgend ) e m i n d c u 
dieser Bcweia möelich sein wird, Tielmehr ist mirdnaCregea- 
lh«il wakrseheinUcher.*« Es int ihm nftmUch ni^eh 8. 949. wahnchaUi* 
lieh, dasi die Griechen in späterer Zeit „da» wahre Zinn nur für eine Ab« 
art ihres allcu K .m <^ i t c r o s oder dc<s Slatinums der Rümer gclialtm h tbcn, 
SO wie letztere das eine w^ie da« andere Tür eine Abart de« Bleies crkiär- 
tan.** 8. SSI. fiii;i er allerdlnge bei: ,«B» könnte doch seiii, daae di« Grio« 
clieii sehr früh da- -svalirc Zinn durch den Hundul mul iiill ihm zugleich den 
nuftl^udischen Namen, womuH xaaoltfQOi geworden, erhalten haken." — ^,Uaber 
di« Frag«, welche Meinung die meiste WahrscheiaUchkeit hab«, will loh 
nicht etreiten; nur dabei bleibe ich, daaa für Homere «ad Hero- 
dots Zeitalter keine ^ ewies erwiesen werden kan n." M^n ^t<>h t, 
das s Beckmann geneigt ist, eine ältere und eine neuere Bedeutung des 
Wortes Motr/rcpoc (nnd also »ach de» nach Flinins dem Homerts eh ea 

jir£7(,/rf(jn; ^1 i( Iihedeut^ndcu plumhnm alhum oder rnndii^imO nn 'nnrlimrn. 
For die neuere Zeit passt unstreitig' die tleher^elzung durcii Zinn, woran 
niemand noch gezweifelt hat. Aber als die frühere, in den alten Mysterien 
einheimische, nach Virgil*« l'ebrr'^ctrunu' dem K 1 o k l r o n gleichbedeuteikdo 
Gcltans; des NVorios inib'rn \\\r , In Yon UöCor und voa mir angeführten 
Gründen gema:»», i'iatiii aairkoinun. 

*) So wollen wir di iu TTcrrn l'ruf(";'<nr Pchnhartli f< ra 7Ugeheii , das» 
Pliuius gewisH „uic eit^c VVä:;an» angestellt" zur Be$tiuiinuiig de.-« s|)cci(ih<.he»i 
Gewicht», yt^s man einem »o »ehr besrhiftigten StaatsmMine auch nicht za- 
muthcu wird. Wir f^fln-'i f(ri»rr zu, das» er wenig^leiis lifi dor nachl.i!>sip^ 
gcfrchrie heuen Stelle vom Grunde, warum Guld /.u m huheai Werthe ge- , 
laugt , ,, keine Ahnung vom wirklichen »tiecifischen Gewiekle de» Golde»** 
gezeigt habe. Gilt aber nun »oglcit-h dasselbe von allen den /ahlreichen 
SthrifftcUern , welclic 1' 1 i ii i n iti «.eirn-i* KucyUlopädic benutzte, so 
dass man durchaus keine lu der FUuianisiiicu Liu ^ kltipädie auf das specifische 
Gewicht »ich bcxiehcnde Stelle im »irenii;eti diune nehmen darf? Die 
genauen übtr fln^, ij^ociflschc Gewicht drr >«isrhunRen von Gold und Silhrr 
angestellten Unlersuchuugcn eines Ar ch im cd es sind durch Hiero*s Krone 
so berühmt gewocden« das» man nnmöglich glaoben kann, niemand «oeser 
Archimedes habe im Alterthiua genane Versuclic der Art angestellt und der 
Ausdruck cadem gravita» quae auro !»ei, auf Ii von 'IVchnikern und Metallnr« 
gen ; deren Schriften Pünias anführt, stets uuciiiassig gehranckt worden. 
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Man sieht nuo. In weldieni Sinn allein eine nene BearlMitmig der 

Winianischen Encyklopadie zu uffnscheii wäre, indem man näm* 
lieh, ganz so wie es Uüfer bei der vorliegenden Stelle geni.uht 
hat, aus dem verworren zusammengehäurten Material das bedeu- 
tende heraussucht, wozu allerdings eine Gesellschaft von Männern 
ans il(M\ verschiedensten Theilen der Naturwissen!«chaft sich Ter» 
binden krnnde. Ein Hauptgesichtspnnkt aber warf dabei noch zu 
b*';H Ilten; nämlich die Beschränkun«? der srhrirtlicheii Mittheilung 
über natiurwissenschaftlicbe Dinge tlurch die Mysterien, worauf 
PdniuB seitist ^) in der Abhannlung vom Elektron nüt einigen 
sehr starken Ausdrücken die Aufmerksamkeit hinlenkt. Denn 
eben weil man (Avie schon vorhin erwähnt wurde) nirht schreiben 
durfte über die cinflussreichsten natunvisseimchaftlichen Dinj«^ 
welche die Myf*terien In ihr Bereich gezogen, war man m bud' 
liehen Einklelcbing för Mysterienkundige genuthlgt. Und schon 
diese iMidlirhc Einkleiduucj, die ersonnen werden niusste , M ar eine 
Art von l*oesie. Aus diesen» (lesichtspunkte wird das, was Vil- 
nius von den wunderlichen, auf das Elektron sich beziehenden 
Fabeln der Poeten ^agt, erst die rechte Bedeutung gewinnen. 
Und zum Theil auch darum mag es nun zweckmässig sein, in 
naturwissenschaftlicher B('z!<'biing (ohne Fnnbf vor jenen 
Fabeln der Poeten, auf welche die »starken Aui»driicke des Pli- 
nius uur unsere Aufmerksamkeit hlidcnkcn zu wollen scheinen) ganz 
imistündlich zu sprechen: 



Der dritte Abschnitt meiner Abhandlung über Platin handelte 

vom „Platin unter dem mystischen Namen Elektron" 



des Endanus als ein (wie er ausorflcklich henrorhebt) „Oberaus 
seltenes Metall vorkommt, vom Kunstprodukt unterscheidet» 

das, gewöhnlich Elektron genaimt, blos eine Mischunrg sei aus 
Gold und ISUber 0. Jedoch auf diese Stelle des Pausanias, 



•) Die höchst benchtenswcrthe Plinianiachc Stelle (in «lir h. n. XX"XVII. 
c. 2. ia fin.) bezeichnet die dem electratn angereihte Fabeluias»c uU eiaeii 
Anadnick der grftttten Menschenverachlung. Und man glaube nichl, 
dass dle^p AeuMerung inolirt steht, sondcra vcrclcirlic dunii Jie'in meiner 
£iuJ.cttnn§ in die Mythologie auf dem Standpunkte der ^«tur- 
wifttenschaft. 8. S45—t79. dargelei^eii ThalMehcn, «n deren ZnMm- 
mea«lclliiiig der Salz den Fautania« Veranlassung gab, das» die My»tcrieit 
in dem riradc höher Alanden als die Tulksrciii^ion, wie Götter höher 
sind ali» Hcrucn. In der 'l'hat vürdc es abgeAchmackt »ein, nich in die 
durch dlo My^ieiion herbeigeführl« Verwirrune einzulassen, wenn nicht der 
Yerworrenen Si hrifisprathc eine gan/ i-n/weidculigc |»hv«iik^\li5clic Zeichen- 
sprache (»jmhQlische Hieroglyphcn»|)rMtlic) 7ur Seile aläudc , deren Darle- 
gung aod Benatcung zam Zwecke der uenertt Physik den Banpl». 
inhalt auMiiatht jener Einleitung in die Mythologie. 

') Virgil, M-elchcr das Homerische *aaaixtQOi durch elcctrum 
übersetzt, lässt Tom Vuican fiir Ae^eas ticiuschicaen macJien, ,,ocrea» . 
•lectro auroque recorlo", was doch niemand übersetzen. wird : „ans onrai» 
nesi (aillierJwltigeiD) Goldt» fcmiachi mit i^au reinem Golde*** VielaMhr 



II. lieber das Elektron der Alten. 
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worauf idfa Tonngsweise Ge«?icht legte, eben weil im Zmwtii'- 
MeMAfiMge gelesen, »o klar ist und dennoch die darau« i»ewitfanlieli 

entnnmiMOüf'T» rin/f»lnen Worte »tets TinssverMtundcn wurt^t'ri . — auf 
diet^e so umständlich, mit Beziehung auf Buttmann 8 AutTas» 
sung&!\vei8e, von mir besprochene Stelle des Pausa nias, lie^s 
Herr Professor Schitbarth sich gar nicht ein; — stellt aber, was 
ich (lanilier gosagt. in der Art dar: Srhueiiruer behauptet, weil 
das Elektron \m Sande <!er Flüsse vorgekommen, so könne 
man an kein anderes Fossil als an Platinerz denken.*' Dies wird 
ihm aber niemand glauben, selbst wer meine Abhandlung nicht 
i;«lesen hat. W.'ilirend der Abschnitt vom Elektron mit einer 
Pliniiiiiiscben in Hiilers l%d»ersct/,>n)i^ von mir aniiefliibrten Ntrlle . 
9,tout or e^t allie d'urgent u. s. w. begonnen wurde, nimmt 
diese eigenthumliche Widerlegungskmist keinen Anstand in der 
Art zu argumentiren , als ob der Satz, daaa fast alles Waschgold 
der Flüsse silberhaltii: sei, gelaujjnet worden wäre. Auch sogar 
über die Farbe des Piatins glaubt mein gelehrter Gegner mich 
beiehren zu müssen: » Platin''« sagt er, „hat eine stabl^raue 
Farbe« kann hlnaichtucb der Farbe nie mit Bernstein verglichen 
werden." Denn ignorirt wird wieder alles, was ich gestützt auf 
Buttmann 's Sprachableitung des Wortes yiBXVQOv sagte, um 
nachzuweisen, wie das natfirlicb vorkommende eisenhaltige Platin 
durch die magnetische Polarität, welche es zuweilen zeigt, zu 
diesem Namoi kommen und zugleich dadurch in den Krem der 
Mysterien hineingesogen werden konnte. 

Da übrigens eine der wichtigsten Lehren der neueren Physik 
ihren Namen Tom Elektron erhatten hat und selbst der Charakter 
der neuem Chemie durch das Wort Elektrochemie bezeichnet 

wird: so kann es dfn Phvsikoni und ni^^mikern nicht gleichgül- 
tig sein, über die alterthumiiche liedcutung des Wortes ■ijkBxr^ov 
gründlich aufgeklärt zu werden. Und dazu koaiiut noch ein sue" 
eleiler Grund, den ich im Vor^vorte zu den neuesten, auf den Zu« 
sammenhang der Lichtpolarisntioii mit elektrischer und magneti- 
srhor Pf)!aritat sich beziehenden t'ntersnchutjgen Faradavs (\m 
Journ. i. prakt Chem. B. 3(i. S. 473.) nur mit einigen Worten in 
einer Note berührte. Getrost will ich daher dem> was Aber Elek- 



•ben dämm, damit uimsad M da» gemeine Mcligtmachte Elektron denken 
möijc , fiict tler Diclitpr anro rrcniin hinzn , was bci^c^iM^t wurde, weit 
das »ellviic Naturprodukt clcctruui woraus, wie Tausa litis in obiger 
Slello erzählt, eine Slatue de« Augustus gemacht wurde) oder da« Home- 
rische (nacli riinius dem ]i!ninl)um album qlciclihcdciifrndc) cai«! f **Toe. 
derselben PUnianiachea Stelle gemiisa, ohne Beimischung anderer JVietalle 
■ieht n bemiUten Uu Aueh bei Homer wird iMMoiAnp()oc > "wi* ««^he» S^nei- 
der (um die gewohnliche Uebertei/ung dorch Zinn zn bealrciictj) hervor- 
hebt, im stärksten Fen^r erweicht und auf dem Amho»9 mit dem Hammer 
Terarbeilet. — Kurz zuvor lies» Virgil den Yulcan mit Beziehung auf 
dieee Waffen 4ce Aeneee ▼enprcchen, alles zn leiaten, qnod Jim! ferro 
li^vldovr potent rlpofro, vi^obei die Cotnliin.ilion , wie sonst mit dem 
6ol4e, onn aucii mit dem in Farbe nnd Härte dem (als Platin aa^efas«- 
len) eleelnun aaheetehenclen Bieen nebei^i Tielleiebt einlj^e Beadiinnf 'ver- 
dient, da eben der Eisengehalt des naturlich vorkonnn enden Platins die mag-- 
neUeclM AnxieliaDg and eben «la4nreli den Namen eleelrnm lkerbe%etilhrt* 
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troa mitgethellt wurde, noch einiges beifügen, um zu /eigen, 
dass es bei empr vi oblbegröndeteo Wahrheit leicht sps , die Bevfei«6 
dafür zu vermehren, riul diese Vermehniiif; «1er lieweise wird, 
unter den eben bezeichneten iNebenunii^tänUen, nun mehr an ihrer 
Stolle seilt, als sie Irfilier bSite sein icOiineii. 

1. Buttmanu erinnert in «einer von mir an[:rfulirfen Ahhand- 
long über Elektron : „ Bei allen Lexikograohen finden wir die Giosse 
^kt*t(fw uikirvfcov xfi^f^^t ^ !>• vola in anderer Gestalt" 



tOTt To ifktHTQoy a/J.ön züf jf^vatof fiiatynirav v^ktu mal Äit/«i'^. Hier int 
ganz kl.it- ausgMprocheii , dass es eine Arl El«ktron gcbc, di« kostbarer 
itri a (»oltl, "wai* «iKo ßo'\vis<i iiiilii Göhl soiii k^nn mit Silber Romi^ichl. 
Uticbst \ruadi'rlicli wird diT ZushIz scheinen. An&n diese Abart des Goid^ 
gamischl sei mit KiysmLl nnd Sleinnrl. Brwflgt mmi aber, dass «In L«xi> 
fcoRrnph , wie Suidas, nucli inysteriÖKC Andeutungen ah.tclirieb , so kann man 
•uf die weibliche Form jj Xi&ila GeMiihl li-gen, indem (auf eine, wie wir 
DHchher xeben werden, sinnige Weise). wShrcnd der Siein überhiHipt J ki&ot 
hciftftt, 17 Xid^oi wo nichl g«r«desa den Mapnet» dr>ch stets einen dnrclt seilte 
Eigenschaftrn hca* Irtim^^wortlien Stein hcdcntel. Der nrtfürlich Torkommen« 
den eiseabalii(tea l'iaiina ist aber zuwcilca etwas vod der Naiar jenes gleicb« 
•am mannweibliolie« Steins, nimlich der 'Hgaitltia kl&o9f d. ht des Mag- 
nets , beigemischt, iiulem sie potarische EigenHchaflcu zeist, wodurch die 
Anhnerksamkcit der Mysterien erregt und die Benennung ijXtKTQOV herbeigc 
fährt irurde. Auch der Zusatz tVAoi («timml zu diocr Auffassnogswetse. 
Dies» wird man st^hon daraus merken, dass Schneider, welalier aalnrwis- 
Sen^cti.tfiliihcn GcRenständcn speciellere Aufmerksamkeit zugewandt, in sei- 
nem bekaoulcn Schulii^xikon benrurhebt: „iq vahn (suiut auch vtkoi o und 
1^ bedeoie In den filicsien Zeilen den Bernstein'* (soll hetssen Blee- 
trum). Der ?<1ioIi;»s( /u Aristupliaucfl Wolken, worauf S tli n c i «1 e r ^i< Ii 
bezieht, macht nämlich ausdriirklicli aufmerksam, dasH iuakoi in jener Aristo* 
plwaiseitcn Steile in weiblicher Form gebraucht werde (welche aller« 
diags Aristn|tbaafls besonders hei\orbebl), and fügt dann bei, dasr. statt 
99X09 bei Homer und den xMlcn Tfkeurgo^ vorkomme, laXof abf«* in der 
illem 2cit überhaupt tiicbt Glas, sondern k-rystall bezeichnete. Und dn- 
so stimnt ein« Stelle dos Pllnius (Hist. nat.yill. e.86. sect. 117* XXXVll. 
c. 2. 3. 7. sect. 11.13. uud 29.), -wo die Rede TOn Krystallen, die er-»värml 
an der äoauc leichte Kürpor anziehu. Einer, sagt er, der sogar auch £iscn- 
ftile anziehe (was, wie er beifügt, Diokles und Theophrastns glau- 
ben) hcissc lyncarion, und dieser M'erd« Ton Damostratus als Elec- 
trum hPätcirhnet, wobei eine ^c^l^itit;(•lulc Stelle de«* ."^ l r ,i b o schon TTar- 
duin in seiner Ausgabe de»« riiuius angeführt, wahrend auch Hesychiu» 
geradem sagt : kvyitovffiWi to ^ktxtpov. Die Indignation, womit Plinbis 
über die dein lyai-urioii, ilcn 11 .iIh g c m m a hc/eichnet, angereihten Fahelo 
redet, Teu-ätb, dass von «inem aiysierios behandcllcu Krystall die Acde sei. 
Watson nnd Beckmann deiiLra an uuscrn 'I'urmalin (worüber dio aftllü* 
gen Nscliweibuiigen ia meinor „Einleitung in die Mythologie** «IC« 
S» 156. and 366. fmdea). Die^<« weniL'^iens ii«t nicht zu leucnen , dass 
anfih in nenerer Zeit der Tnraialiu durch seiue Aschenanzlehong (Aachen- 
troekor «od Ceyloalseher Magnat dsnia genannt) seihet die roheela 
Aufmerksamkeit auf sich Rtzoqen. Unter diesen Urastamlen wird die Stelle 
des Sclioliaslcu zu Arietophaue« TerstÜndlicli, gleichsam als Naohkiang aiM 
den Mystcrian. Mit Beziehung darauf kommt auch Bochart, der im Hie* 
rozoicon (B. III. S. 876 — 900 ed. Rosenmüilerl) «Ine sclir gelehrte Ah* 
handluog öber Elektron schrieb, zu dem Hesollat: ,,ex hi^ <jaae dixiana 
confieiUiZf ^iexr^ov apud veieres iria signiücasse , nempe 1) succiaam 
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Auch föfft er die Bemerkung bei. da«« der Auadruck «rUorvavoy 
auf die bUifsere Farbe de» mit Silber gemischten Goldes sf Inver- 
üch bezogen werden kunne. Offenbar isi, nach «ürtlicher Lebcr- 
setsimg» ein anderer Tvpus des Holges, oder Gold von anderer 
mdung, von anderer Art gemeint, wie naa denn lange genug 
auch in neuerer Zeit Platin ^Icirbaam al» eine Abart des CSddiea» 
aU ircbaea Gold, bexeicheet bat 

% Kun aber entsteht die Fra&e, ob dieeea eHr^nthfimliclie 
Gold von anderer Bitdung una Natur, oder ob der BerS' 

stein zuerst vkfKToov bpzPirliiH't worden gel. Da in einer 
jSHeile bei 6ophoÜe8 (Aiitigom: v, iÜlU) das Elektron \oti 
SarÜe« (4m berfibrot ala Rettidem de^ Krösus und wobei der 
iieholtast an den Gold fährenden Fhma Paktolu« erinnert) mit dem 
indietchen Golde ' riTuhniirt , imd aiifh l»i?i Homor das Elek; 
tron zniächeti Gold uiul ^>iU>er g^-stciit ist. <ia»iselbe glciihtUlb bei 
Ueäiod im Schilde de« Uentkle^ii (v. 142; neben Gold und Kya- 
noa vorkommt, so bemerkt Butt mann mit Recht: „mich dOnkt; 
wer bei jenen ältf^^trn Dichtem unter Elektron ausschUessend da» 
Metall versteht , pi« /^!i<;lei< h zu erkennen, »lass diesg der Ältere 
Gebrauch de« >iameiiti ^ei. Aber Buttmunit, der auch die Auto- 
rität des PliuiuB (hk^t. nat. XXAlll. c. 4. <>ec. 23.) dalur hätte 
anfuhren kSnnen» dn^s Homer das Metall meint, wenn er vom 
Elektron redet, winl verlegen diireb die Mvtbnhtiiie ijemacht, deren 
AntoritSt, wie er satit. weniirstens neben der von Homers (ledicb- 
tea t^teht. Da uäiultch da« £lektr<m aus den Thräneu der in Pap- 
peln verwandelten Schwestern Phaetbon's gebildet, so glaubt 
er hierbei nothwendlg an die aus Bäumen ausschwitzenden Harz- 
thrjiTien (If^riken und in diesem Zusamnicnbanir Elektron durch 
Bernstein übersetzen zu müssen. Je*l()«!h die Puppehi jjrbörcn 
nicht zu den Harz ausschwitzenden liauuicn; sie werden also in 
inuiz anderer Beziehung hier genannt s^n. Ohnehin weinen die 
Schwestern des Phaethon (die Heliaden) am Eridanus, jenem fabel- 
hafiten Fluss, in welchen Phaethon stürzte: und in Flüssen (naTnent- 
Ucb im mythischen Eridanus, der vorhin uiigeföhrten Stelle des 
Pansmnas Mmilss) kommt wohl Gold und goldartiges Elektron 
(in kleinen Kvmeni , die ausgewaschen wurden), kehieswega aber 
Bernstein vor. Hnttinann hellt späterhin soHi-t hervor : ,. HesychiuB 
hat bei dem Wort ijktKtQog die Erklärung ^ixctkkov yQvöitov mit 
dem Zusätze« man i^age. es seien*' (nämlich diese goidarti^eu 
Metallkomer seien) „die TfarSnen der Heliaden* Und Philostraina 
trägt kein Bedenken, die E I e k t r o n t b r ä n e n Jener mythischen 
Pappeln Gold zu nennen,** — • Gud nun wird man auch vensftefan. 



2) intttAllusm MK» eiarffMio «Mlatam, 3) lapidett ery«l«lliiivm.<* 

Vfrsteht man nntcr r).fyrnnr, drr * prai h.thlci lunc B u t t m f< « n ^ «i ppmiss, 
einen mit AnzicUungbkrMfi l/egabiea Ivürpcr: so weiss der fhjatiier aus der 
8teU« dt«T«tt»aaltkt, wtich«» (dorch lUtolHwg -von 60M nrnt SilW blc« 
nachgebildete) natürlich nahen Gold Torkommende seltene Metall, und 
darch die angeführte Stellt des PlSnixi», -welche kristallinischen 
Steine ursprünglich in den Mysterieu gemeint wa.'cii. Diese letxte -von 
Boel^art sehr richtig al» ainc dritte angeführte Bcdeulang des WortM 
ijltxTQfTf i't nhri(:«m in neuerer Zeit, sallMt ia d«a gri«ckia«lliB WfirMT- 
biicheru, gäuxlich unbeachtet gebiieben« 
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wanim Hdiner sf»hi (von Virgil tliircli olectrum übersetzte») xacci- 
TS^o$ mit d«iu MyÜieukreise von Phaethou in Verbindimg bringt. 

3. Betrachten uir die JSameii dieser Schwest^n des Phaethon, 
«Irron Anfnlirunc hier unuotbis mi, so beziehen sich alle auf 
i^chimmer und Glanz. Wenn also die runden, sraulich weiss glSn- 
zenden Kürner im faUelliaiteu KridmuH, in welchem der glänzende 
Sohn des Helios, Phaethon, sein (^rab fand, wenn diese unseheiii- 
baren kleinen Kumchen, welche dennoch Gold sind von anderer 
Art, als Thr.inen dargestellt werden der Hcliaden : so sieht man 
leicht, dass hierdurch auf eine mysteriöse Weine das natürliche 
Vorkommen des Platins beselclmet und dasselbe als eiii 
Gold, das seinen heitern Glanz abgelegt, gleichsam in Traoier 
gehüllt ist, dargestellt wrrf^en soll. Diess wird noch klarer, ^vj^nn 
wir auf eine andre Variantf: desselben Mythus Rücksicht nf^hmon, 
worin statt der Ueliadeii äeibt>t Apollo ^) genannt wird, der luit 



*) Um solches naclicuAv eisen p^enüsen liier Ahg;clciicie Quellen, bcsoB- 
df-rs (VirdTii, damit mm\ sehe, das* die U r gc scIi i i !i I e der Physik Trefiifr- 
tten» iu friiiiercr Zeit hühvr geachtet vrurde, als gegenwärtig. Ich neaue 
la dieser Beziehung Philipiii Ceesii a Zesea coel«m astronomi- 
C u m , p ( i r 1 i i u in » i T c tn T t h o l o q i c 11 IU l e 1 I « r u m f i * « r u m . A m - 
• ttl. 1662. Dvnn ist es nicht unanstämiig für Maturforscher, iu. der Astro- 
nomie sich der Mythologie hei Bezeichnuug der SterM tm. baditntn« mud 
doeh die dem ISatorforacher allein r.ugAnglick«n natutwisBenschaftlialien 
Mysterien des Allcrihums, womit diese l>cx(:ulutung /iisammenhÄnGt , gefiis- 
seatUch ignoriren zu »uiiea? la dem genanutea gelehricp Werlte "werden 
l»ei dem Sierabild Bridanit«, S. 928— 245, eine Reihe gelekrler Naek* 
"Aciüuii^en gcgelien, und es licr-r nachdem von den Heliudeu die Stel- 
len der Poeten angeführt warcu, S. 231 1 nisi |totjiu electrum apod 
Celtas, bI Ari«Atd«ro eredimns, ex lacrymis Apolliaie natnm dieait nbfr 
indisniins pniremf i|nnd fillnm sutim Aeiinilapinm de qao iridimus in Serpen- 
lario , fulminc perctiHsissc» . nl 1ly| rrbureos moetfn'* coTitcnJit. — Auch 
Gcsner iu seiner gciehrtcu Abiiaiidiuag de eleclru (in den cummcntariie 
•ooielatis OoUing— i>. tom. III. ad annnm 1758 ) bexiaht sieK anf diaae Ta* 
ri.uiie (!(.'s Mytliu» S. 72. mit folscnJcii AVurlen: nondiim iiivciit , quu auc- 
ture Phavoriaus Camers dical, iusiu» ApoUinist ii< Soliftt iacrima« 
esse electra, quas profadaiil cum trfatu ob Aescnlapil mortem «d Uyptrbo- 
reo* a patre reprchcnsna abirel, ant cnm »ervire oh iuterfeclos Cyolopas 
iti,'.«!i« *'»>Hrf. roiienlur «»raeca , ut co facilias inveniautur cuius sint. Und 
nun tuiirt er die griechisclie Stelle an. — Besonders darum aber vrimsche 
Seil die Aafmerksamkeit der Physiker m( Gesner*e gelehrte Abhandinng 
über das Elektron liin/nlenkeu , ^^ cil dcrsollic /um Schlus»»' der «ti::rrrihrlea 
AblumdluDg Ton den Fortschritten neuerer iSaiurwisseuacliafl mit der edel» 
•len Begeisiemng sprichi. Denn nachdem er «oltlsi anf die im Alterthnm 
aogcminnle Dio^kurencrschciuung, die Icuchlcndcn Lajunm lind andere in dem 
Buche des Barthoiinus de luce auimulinni ruAnmmrnLNsU'll tc wun- 
dervolle L.ichtscheLne , gekommen, schiiesst er mii folgeudea VV urieu bciue 
Abhandlung: „Dergleichen alterlhiunliehn Nackwelenngen diaaen dasn, in 
noch f;!nTi7rndcrm Liihle zu zeigen jene ck'klri!.( lie:i Experimente, welche 
auch in dicijcr Stadt, ilir theurea CoUegeu, ^u uuscrcr grossen ycrwunde- 
Tong gezeigt Jiabt; nicht aber dasn, dem gegenwärtigen Jahrhnikderte den 
Rniim 2u schmälern, gleichsam eine neue Welt entdeckt zu haben. Dass 
solches während ich lebte gelang, darnlirr werde i« h mich »ict^i froui;n. ^* 
Möchten diejeuigen, weiche iicul acu Tage die Forsciiuugen iibur Lrgeschickle 
det FJiyalk sa uolerdrückea ttrebaa, ytm elaam Giaaer Intata, das» des 
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itoUi nmbuUte (ein guidenes 8chwert.. goldene Iffistiing tragende) 
ApoHo, dem dfe GoM im' Norden EurofMiff' l^waeliehden ^Greife 
^ewelbt «tnd. Aus seinen TljrHnen, hetsst e», bei dem Tode sei- 

iif's Sf»TiiieR Aeski frip entstand Elektron, d. h. jene^ in klpiiion 
nlis^rnuuleten Könierr« su li darstellende »jMchsam »I^k h Trauer 
entstellte Cold von uiiderfr Art. Man sieht nun, >iaruni neben 
dem goMenen Dreifhss im Tempel des Delplitscben Apollo und 
anderep goldenen Weihgeschenken anrh dieses durch gdhebne 
magnetifche Beziehungen in <1rii Mythenkreis liirieingero- 

tene üold anderer Art (akkorvnov xqiölov) nicht fehlen durfte. 
Jnd Licht wird dsdurch gew orfen auf das in der Abhandlung über 
Piatina besprechene Weihgosthenk de« KrOsus, dessen grosse 
inncro ('<!. h ni v s t r r 1 ü ><e) Bedeutsamkeit vielleicht blos durrh 
absichtlich üImm tri< tu nc . auf AeusscHichkeiten, nämlich die Grösse 
der <>escbenkü; sicii beziehende Angaben her\'orgehoben und der 
Beaekttmg der Mysterienknndigen empfohlen werden sollte. 

Es «liebt noch eine dritte Variante vom Vorkommen und der 
Cestalt jenes degenerirten, gleichsam in Thrunenform sich darstel- 
- lenden. graulieb weiss glanzenden Goldes, welche, wie Plinius 
mh Indignation anlTihrt (\ ergl. Note 3 und 6), auf die ThrSnen der 
In Vusrel venvandrltcn S^liw ostern des M elender sich be- 
zieht. Wir sind liier mitten in dem zugleich die Mysterien des 
Herakles umfassenden dioskurischen Mytbenkreise, wozu uns Pli- 



RoJim, line itctio ]tliy*).silie Well entdecki zu iiHben, Uöititelt 6o gi*«»«», woan, 
Murdt yaglcAdi «hie n«u« ff«l«ti«!« mfgMcliloMm wird, iH«, TtrborgMi in 

dco Mjsierieu, *o ciiinu»>rciili m.ii- »uf die alte Idliwritiir, wotnil die neue 
nur all^ueng ziisamincitiiÄngt und zwar in deu auf das Lcltea einOuitsretrh- 
»lea Gehiricn. Höchst heachtuflgswcrdi lu inelkr,ids eiucr ncjüultuug ist 
daher dicker schöne Ausdrnck naluriviasenAclkftfUieJier Bcitciatemng bei ieniia 
Hlt»"ii T.cs.iki>£;ra|iIuMi, W u ist sie hingt4t on: tncn , ni(i« filn man tiicr fragen, 
diese ailgcmcinc BegoiMerung fiir NaiurwisbeuscJiiirt , wie sie nocli da war 
Anfall^ ditiißd Jaki%and«ru^ Sie l»l tlieoloiiriwhen Slreilhiiideln.gewldicii, 
und <l.triim cfwichrn, AVoIl il.is Siicsillilie Kxainiuaiiontlv cscn (zum Thcit 
über Dinge, -welche im späleren Lebeu vergessen zu hahen man Gott dankt) 
den Theologen «nd Philologen anf UiÜTCrtitMlen nicht mehr Zeit lässt cu 
freien Studien, nm die über allen Streit erliabcn«», forldaacrodeB Offibp 
bnronsen GoKcä iu der Nator kcanen so lernen. 

Mochte der Leser genei;;! sein, im Rc!.'i"»tf>r rn tnrinrr Fir Icitnng 
in die M j ih ologie . dH3 VVurt A|iolio Kuf/uacliidgcn uud «ich uut dem 
1iierh«rgcllöri|ea » .don «rwähoteä.BMüerkieiM zu bcfreni^deii. 

. B« die LooaisA^c vdil Meienger «ich dem. dioskurischen MytheokrelM 
ftn<^i liür-st , «n (rill die Ver^v hvU un<^ in Vögcl an die Stelle der im Mytlien- 
kreise d<iS üerMkLca bedeut»MiBeo l^appel (Silberpappel), ik welcher 
Bcsicbmg iek wieder noAwendiir terMreUen m«ei autmeia« Binleitang.lH 
die MytUoloitie. S. 142, ÄU. 299, 333 nnd 345. Weisse Vü^el 
•pielcn nimlich darim im dioskurischen Mytheokreis eine bedeutende KoUe, 
weil nach dem ganz nttturgemäasen Anadrurke de» Fliuius „die Diosknren 
auf tei'Masten der Schiflte erscheinen m i t eigenthümiioh t&neadsa 
I.autc. Trip V ö c e I fiiijifend von Ort xu Ort." — 2u€:leich verstellt man 
nun deu AuMiruck Öcii waa««ge saug. Denn in dieMn Sinae (ala äjm^ 
bol dtoliehtetvMirgeCRMi)' fingt. der SdkwaD irieldidi .tot MtaUMn T«de, itmi 
weiMtgeiid (Yon groMcr Yttbadeatmig) «feLdUMt Mkwmm$tt»taf> . ... 
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ftius deo Scblääsel gegeben durch einise flüchtig hingeworfene 
Worte Aber die Natur der IMoskvreD una der Helena , welche ich 
meiner zweiten, auf (Uese naturwiüseTischiiftlicben Mveiterien sich 
beziehenden Abhandluui^ über U rg e 8 ch i < fi t r der Physik vor 
ansteilte (im Jahrbuch der Chemie und iMiytiik. 1823. oder 
B. XXXm S. asa^; Sichem Schrittes konirte ich dann wdtar 
sehn in Erfaraohvng jener Odieiralehren, mit Beziehung aifweldie 
Strabo gcra«^'zii sn'j^f . or wolle wieder^preehende Dinge zu4$am- 
ineiiht(^li(3n , gleichsam al8 aulzulüsende Rathsei . ob vielleicht 6iner 
„die ^Vallrbcit erruthe. '* Und dciuiucb derselbe Plinius, von 
dem man ohnehin mcht wird anneltmen wollen», das» er dw 8«mQ- 
thraciächeu Mysterien ganz uiikundtg gewesen» stellt »ich nun an, 
ftls f)b pr in rillen auf thus Elektron sii^h beziehenden mysteriösen 
Fabeln gar keinen S'mu bndeu kuiuie, und als ob hier aUein viim 
nemeiuen, Iceinenwega, wie er, beilägt, zu den Selteiiheiten cehS- 
ngen Benistein die Qede wfire. Ja, .er ^eht so weil» den-Cridn^ 
Bus, von dem er schon aus dem Sternbilde wissen niusste, dass 
er dem Fabelland angebrire (oder, wie Herodot (III. 115.) sicli 
au^drtickt, dem äus^serstcu Westen, worüber nichts Zu^eriat>si- 
ges 2u sagen sei*') als den Flu« Padus (Po) in Itnlien zu he* 
zeitbnen , mit deifit Zusätze, dass Italien Zengniss gebe für die 
Falschheit der dichterischen Angabe. Dass er aber mit so gros- 
ser Indignation von der Menschen Verachtung spricht» welche 
ij^ diesem, die Naturwissenschaft verecUejeriulei} Fabelwesen liege, 
zeigt deutlich genug, dass er die Mysterien meine, als deren un* 
kundig er vielleicht ahslrhtlirh erscheinen wollte, während früher 
auch Aeschylus, angeklagt, mvBteriose Andeutunsjen gegeben zu 
haben, blos durch die Entschuldiffuog seiner Unkunde sicn retten 
koimfe. Man vergesse doch nidt» des« Luerez das Eleetnun 
nicht einmal zu nennen wagt, so grosse Veranlassung <'r auch 
hatte , auf seinem Standpinitte davon zu sprechen *'^). Ich bebe 
diesM hervor, um den Geist zu bezeichnen, in welchem 
die Naturgeschichte desPlinins neu zu bearbeiten sein 
mochte. Die Verworrenheit der Zusammenstellungen kann mitun» 
ter (ganz so wie in der Physik des Aristoteles ^^)) eine absicht- 
fiche sein, um tiefere Wahrheiten zu verbergen, die, weil sie nicht 
unmittelbar ausgesprochen werden durften, aus den verworrenen 
Andeutungen herausauBuchen sfaid« 



IWi« fthidUfh di« Mytttricn imt Nalarforscli«» -waren, naatiiülek 

•ns der Epikuräischea Schule, welcher Luerez sich aaschloss, solcUes 
habe ich durch angeführie Th«t»achen, welche zugleich tor Einflus«« sind 
auf die Erklämngsweise des Luerez, in meiner Denkftdirift zur 3<icu* 
larfeier der Universitä t Eriani^cn S. 11» mdigwwiatta. (ITwglelclie 
§iWßh Note 94« ia -vnrlicpendtr Abhaiidlnnp:.) 

^f} Ich baächf micU auf da«, was in dertelhcn Deiik«cUrif( Ö. 14. und 
4C» den «lynmldmitigtK Anadbtirk« dw Ariatol«!«« mUmi feniw darge- 
legt Wurde. Nvlienbel bemerke ich, dass Plinlu^ an einer andern Stelle 
(k. n. XXXVI. c. 4. n. 7.) bei den flüchtig lüngtworfenen Worten : „Sco» 
pae Cetil Venerem et Fotkon et Phaethontem , qui Samothrao« aaactmimi« 
«aatiasmdla colnntar " aicli vertraut zeigt mit den feinsten layattridua Bariaikoiai 
gen. Denn die Bcdentiamkeit dic&cr Comblaation wird mm vf>r«itehii , wenn 
waa die JUjUe Claudiaus aaf den Magnet üaat, im Ziuamniunhange mit 
ilMi,.iWaa dicikar fßiap, Ia maiMK Eialaiftwnf In di« ftlyihol\>gia 
8. m «wl lil^v WMHil ft. ttti ■ Mt an mldadMu 
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Anmerkun4^. Au* dem eben bezeichneten GeiichtwunJct üt 
auch eine rnnsiertöse Sprachabieiimiff det }\ ortei elecwum mif^ 
mfoitm, welche PUmue recht abiiehUicli herrorheht, und wobei 
'et eich auf die AutorÜät beruft einer Jieihe alier Dichter, mit 
dem Zusätze, dass hier v«m Poetin des ersleu Ran ff es die Rede 
«et; uämÜck electrum uppeUaiuiu ^m^niaui Soi vocatus tii 
#l0«for. EbUeneklend id «w, üqu zur VergUicKung mit dsr 
Sonne keime 4er geUmtd gewmrdmeu ßedetubuufen. mei Werten 
elff'trum paist^ man viarj an ßerustein, dessen harzartiges An' 
sehen doch tcahrlivh nivhi an Sonuent/lunz erinnern kann , oder 
an das aus Gold und SiUter, sei es von der Aalur oder durch 
Kmmi gemisckte^ MeUiU denken, weU fteH UH unrehmeet vielmehr 
an reine* Gold der Sonnenglan: erinnert, i^enkt men aber dar- 
an ^ dass die gräeeten Dichter des Alterthums immer die myste- 
riöse JiilderwW ^) (d. h. sumboiisvhe JJicrogluvhen) tor Augen 
hatten, so zeiat wu eUß a^f Tafe( ü. Fif/. U. meiner Bfnieihmg 
m die Mytkoiegie abgebUdeSe eireng nuturwissenscluiftliche, auf 
einer Mi'nize ron (liios ror/.ftmmende alte iiieroglgiihe den Zu- 
snnnnenhang iwisviwn electof als Sonne und e le drum iiti 
Sinne der Huitnmnnischeu Sprachaüleituna aufgefassL Denn ob- 
weM bÜdUek, dach ganz eeiarf spriekt ,dm0' n^tnoHecke JBfero^ 
gIg m A e den Smtt aus, dass die Sonue mit derselben herkuli' 
sehen Cd. h. magnettsr/int) Kraß leuchte » wodurch die neben 
Gold vorkommende eisenhaltige Piatina xu einem Gegenstände 
der Afgsterien oetcorden. Die sprachliche Verbindung der Worte 
eleeirum und elector Ut ufeß ehte mgsteriöse. Man mute 
eAer jene Hieroglgphe im Zusammenhang auffassen mit dem 
ganzen Mythm- und ßilderkreise, uorin sie in Jener Einleitung 
t« die Mythologie dargestellt ist, Jl)auu wird uian zugleich 
werelekn, dieee mysteriM SpratkM^tm^ dam^ 
moM mythisch angedeutet durch die Vt r wo n dltm g der glänzen^ 
den Tochter tles Helios in Pappeln, wenn man niimlich an die 
dem Her kules sehr sinnig geweihte Silberpappel denkt Eben 
uber^ ufeil es sich im Geiste der swnboiisehen HieroglgphUt. nie 
nm abumimen UoHrt steAemdw JB^ßdem, amd^ntn van gemsen Bii 



HE«rühcr wäre, nameollich mit Dczieliaog aof dea samotliracUchcn « 
BIU«rkr«l*, flelas co »«gen nachirXgUeli x« d«iil, wu In »«Iner Bialei- 

Ittag In die M y t ]i o 1 o p; i c htlion cJargcIcqJ ist, was siili ahcr zum Thcilil 
von Mlhst ergeben würde durcli eiuo «innige Zn«Ammen»(eilaag die-* 
••i BililtfrKrelteit. Darnm meinl« ich, dass dicMlbe dtn Freunden alter- 
AinlicKer Poesie willkuimnen »ein müsse, nnd wünsclile, data ein Aller* 
lliamsfor.«cher , wcldipr in rincr Sladt lebt, wo die gcpitjnclen SnmmTtinj^en • 
da^Q vorliaudcn, sich zur Herausgabe diese» Bilderkreises nüt uür vcrbuiiiea 
muge. Alle Versnche/ dfeaa m erreichen, nÜMlangen. Und' tri« tI^I« 
Stliriften sind seit rwanrJg J-iliren'z. B. über Helena odor andere samothra- 
ciscUe Wesen cr^c]lienea, ohne dass man Notiz nahm auch nur you einer 
ä^U^cri streug naiarwIattneehafkUclien A'nffa^rang dieses Im gaocen Alter- 
Anm als natarwisseuschaftlich bezeichaSstWi Mythcnkrcisc» , geschweige von 
tfcjcr Torlicgeadcn wirklich vorhandenen. — TJnd obwohl schon Wolf es 
ausgesprochen, wie wünschenswertii es wäre, die mysteriösen Be/.ieliungen 
itt'Homer*« OndidMeii {woranf'^e' liefvuimle Selinlc de» Krates sich be- 
zog) kennen zu lernen, ma:^ nun, naclidem in diesem Geiste durch altcrlhüm- 
iiche Nachwcisnng die verlcannie poetische Einheit der lilade klar dargc- 
l^t wnrd«, kein PUlolog nur «nt llkafang der Badie liclt eliiUMen. 
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derJereisoi hamfrlf (mrlnv, fcip hri jeder undern Sprache, auch 
hri (liesrr Stfuiftfi/sprache alles auf (h'Tf Vw/aiuj nnfiommt^ worin \ 
7tHm sie aujfasstj: *o ktmn ich hier unmöoiich ins Limelne QBkth , ' 
obioohl die BedefUnmkeit, mH Ubeiektr PHhUu Hme ^mt^alh : 
Uittmg hervorhebt, es mir mmMüsk maekie, mnelbe ffmm im- , 
IbHührt zu lassen. Nur diete Jiemerkung ist noch anzureihen, j 
dass dergleiehev mysteriös*' Wortnhleiiunfje n seh r h ävüg, 
besonders hei alten grieehi^chen Sehrt/ fsfelleni c(fr kommen, hie ' 
Wunderlichkeit derselben vt^aalasste die neuem Philologefi 3» , 
dm Gianbtn^ dm etymologisehm TheU der f/riechiicken Grmh 
malik fteaser tu iD^rHehn, al* die t&nSfftieksilm tfrieekischen 
Sclrrifisfrfler ihn verstanden. Man übersah* dass mrift dvrrh 
wunderliche Sprachableiiungev mittinfer A n d e n f n n t/ c n den. 
Mgster ien hundigen hinsichtlich auf die der »Schri/ Isprache ■ 
mnm^ünglieken Ohijje geben widHe. Aber in ditmn gramtiMh ! 
tbeken Sn^^ habe ich hier mich noch eiscas beiiufiigen atr fr • 
ffänzung' einer rorhergehenden Anmerkung (I^ote 8), worin die • 
tlede war rmi der weibUrhe» Form des Wortes U^o?, die stets • 
mit Bedeutsamkeit gebraucht tcird. Vornnsgvselzt , dass die vor- • 
historische Zeit {deren Üeberliejerungen die alte Priesterschaft \ 
Al Mysterien ehäeklote, worin noch fetxtdie htdSgcke Aebtonomie I 
eingeschlossen) mit dem Polaritätsgesetze hektinnt war, mnss ' 
es nenrhfungswerth scheinen, dass der Stein als Sfr/'/i iniimd/chen 
GesehlrchfeK hl (6 Xl^og genannt); als Magnetslein aber tvribfi' 
eken üe schlechtes (rq ki&og mit dem Zuiait 'HQanltla). Es ist 
Ma^uhsk bezeichnet, dttu dieter Herhddehe 9der mn^nMeh» 
iStihi männiiehew'Wid weibUehet Principin sich vereine' Damm 
tOgen in den Mysterien des Herakles Männer Frauenkleider an* 
womit noch andere (in dem auf Herkules ^irh betiehenden Ab- 
schnitte ifH'her nnluririasensehaftlichen MijthiUogie S. "'^•M ange- 
führte) sinnige Andeutungen zusammenhängen. Und in diesem 
'ikumnmenhan^ ieoUen wir einen Blick werfen auf den, gleich 
dem Magnet Polarität zeigenden, aitiiitntg^ bexeiekneten'Krif' \ 
stall, itof'ffn Xofr H, dir Rede war. lienn ffrrf analoge Weise 
kommt, wiß Butimann zeigt, ijiitxvQOv, tcas ein Neutrum ist, > 



Iii dieser BcziciiUfig ;«lclUe ich schon ia meiner crsiru, int JnUrUuili ' 
der Chemie nnd IMiysik von 1821 publicirtea Abhandliuig über Urgesckichie 
der Plifbik (wclclic aaoh iji betoadtrn Abdrucken erachicii) die ZengatMC 
grlccliischcr Pliilosoplicn zusammen, vroriiu« t inf -illerlliüinli« Iii> Kenntnis» 
des Foiacitälsgeselxe» lienrorgekt , und mackle besondere «uf die den Aegjp* 
tiem zagesehriebeiio Unterecheidung eines mSmilichen nnd weiblichen 
Feuer» aufmerksam. Spiilcrliiu bot in «nalogcr Bcxiekuug sich dl« Bemer- 
kung dar, dass die vorhcrrschemlc -vvoihlirli« Form der auT das Feuer iu den 
orientaiiechen Sprachen sich beziehenden Worle ,die Aufmerksamkeit der 
Orammaliker erreg I (s. Jonrnnl für Chemie nnd Pbyeilu B. 87« S. 314.). 
'EutHclicidend war die Zus«mineiielellnng des dio»kurischeu ßllderkrcises , um 
den BcAvcis tu vullciidcii jener ^ekanntscliafl i!r? AIici lluinis mit dem PuL»- 
ritalsgesctzc, Zu&leick ersühienen die manu weibiiciien Gott heilen, 
welch« d«n Plüloiogea nnd AlterlKnmsforechern so groeieu Anelos» gegeben» 
all einem Mal au.t einem ganz andern Gesichtspunkte, in welcher Iliuicht 
ich rai«-h (uf S. 260. ff. meiner Einleitung in die Mythologie auf 
dem Stau d.^ Uli kl u der T^aturwiseenschaft beziehe. .V«rgl. auch dia 
im Regisiec unlcr Mftgaftitmn« nnd Blvkiricillt zoMthimengeeteUtea 
NtchwcisnngCA« 
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gUkhJalU in männUcher Form , und, %bw0kl stlUner , auch in 
wMitkrr mt, wie c B* SopkoJkle§ im dftwiMm tmaeßlhrtm 
Stelle der Antif)oMe S ^Imt^og schreibt. Noch ihnro/ier wird 

nnu die sr/ntn früher vnmfandlieh hvsprnchene Buttmanrusche Ab* 
leitnnif des \yortes von eiKUv. De int nun erscheint selbst die dritte 
neutrale Form in solcher Combination bedeutsamer, gleichsam 
mk Vtrtinifjunff df$ mämUitkm mnd weibiieken Ptinript. CM 
ebenso iahen teh in der auf xakxoUßavov sich beziehenden An* 
merkuvff (?iote H) , dnss der Schofinxt Gereich t legt an f die treih- 
liehe torm des Wortes vakog, in sofern es in dieser weiblichen 
Parm atfertMtmiieh fffehhbeHeuiend tti dem 'fjktxrgos , wobei er 
die W ü n n I i ch e (jedoch mich w eibf i eh rnrkommende ) Form 
tfcffrancht. Man sieht, wir In'i der ßeschränkunff der Schriß- 
sffrnrhe durch die Mi/sterien sof/or f/rnmtuutisrhe Dintje inysieTii>se 
iiedenlufuj f/eteimien können. Ja selbst der Ausdruck ruknolißa- 
vov ("welcher wörtBeh Erxweikranck beteieknetj Hndigi 
älHk toffleich als ein mysfetiöser an. Die Sprachableiinuq füfirt 
uns auf ein Stammwort ztmick^ welches tröpfetn he deutet 
(Ußa); also Eritropfen, metallische Tropfen sind tjemeint. 
Was die Fabel von tten Thränen dee Apollo, oder der Uelio' 
den, oder der Meleaorischen Vögel satyt, Iff dnrch dieeet Wwl 
ansf/esprnchen , irefcnes auf die kleinen thrSnen artigen 
iV e f (i 1 1 k ör n er hindeutet, die neben Gold im Flusssnnde sich 
finden, yleichsani als Gold anderer Art, dtis nach Pausanias 
ein ätuserti telienet Metall iH, während Suida» jenen Chalko' 
tibanon eil» Elektron nemti, kottbaret als Gold. Auf eine 
im Zusammenhont/e mit dem, was vorhin ron der Form -TdtxtQog 
angeführt wurde, beachtungswert he Weise kommt auch aer Aus- 
ttruck rakxoUßavos vor, und zwar so, dass auf diese männliche 
form Gewicht' ff eleat wird, indem es heitst: 6 fih Sf^tjv ^yopd* 
£km fBtUtoUßttvog jjUocid^ Der Zmectt ^iM^iJ^s .(iemiewu^ 



In neatTKler Fotm wird dicirr AM^rnck Ton Saidas vtclleiclil 
ilarnm gebraachl« m'cH er ilui durch ^jLtxrpov erklärt, ohvyoUl drr Weih- 
rauch Hßmr^i litfiasi uod, wie wir oaciüier .«eheu werdeo» auch die Furui 

DI« fMMt SmU«, w«ltli0 ngtfilirt fai Salonfll «Kerdiirt. FMi 

•ia«. T. II. p. 810. i»t so wtniderlick, daM sie mit den Worten dei Sal« 
masins hieher gei^et^t werden mnss: obeerrabamns ex OrAero i{u«Hlnm 
•cripture, xaXjioXißavov gentu esse thuris fla'vi et colore aureo, quem tnas- 
•«l«m alii nuncupant: naX 6 fti» i W t / w lC t WM fulmUßetm ■ yJUdlgs^ 

ital TTv^pie r^yovy ^av&oe. Quac profecio mira nunt. Nam alii ihus niascu- 
lum dcäuiuut Qtffoyyviov »«i Xttntoy» At ancior ilic candi4am thiia TOcaK 
m^paXtfitti>0ti ctifoeatftBijiBiB «■•• vaU. Dt«. wla«Salm«ftl«* »elbtt an« 
merkt, dieser Erzweiliraack Tan Saidas eis ^lixTfO¥ beatichnel wird: no 
i«t auf «o wunilcrliche Weise ausgedrückt, wha ohcn als eine grnniiiiaiische 
Bemerkutig DuUroauns ougefiihrl wurde, dass neben, der nentralen Kurm 
aseh ^XsmrpM Torkoome, »awolil im mknnliekan ala waifeiialiaii Geschlechie 
^ebraacht. -~ ftlau »ielit wie unlilar und verworren die mysteriösrn Nmh» 
klünga werden können, währeud die Grundidee sinnig war. Und reibst 
gmamatiaclia Basiahaagea talaa alao 41a FkLlol'agaa aaf, 
eich mehr mit Naturwissonschafl zu bofrenudeii, As vs iionerdiii!;« 
Sitte geworden. Nebenbei -verdient e« vieiiciiht (als ein geAisvcnlLiclier Aua« 
druck der Vccuachiissigung) einige Auf mcrksauilbail * d<ias Piiuiat.itt dar 
. worreacB Stella, waldha aick aaf daa dam Bemariwkaa smoeiu^ ^Icick- 
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IwJ erinnert an dieiPtn Plinius def'BmtMtmg empfohUnii^ Veih 
mUckung der Worle electrum und* ele clor. Vnd weku man 

muf den' hei chalcnl ihaii mi hrrrnrffphohvneji hellen Glanz im 
Feuer Rnchsieht nimmt, so sr/trint nitclt in dieser Jieiieliunt) die 



nm ht oimätin nicht, dms, tofemt wir hei Jenmn ElekiMn, doi 
ktnibarer war als (»ofd, an Platin denken, dann aUerdingi fxm 
einem Metalle die Hede sei, welchen durch hellen Glanz y Um" 
ichmelzhurkeit tmd UmersiörljarAeit im Feuer sich auszeichnet. 

4. Da in der vorherjttelionden Abbandlunp:, wozu liior Nachr 
träge zu liefern sind, die Syn()n\ n»it;it der Worte niumbum 
aiuum, cassitero^, electrum in ihrer ältesten (uen Myste* 
rieo aogebürigen) Be4ßutuug nachgewiesen wuide» und nim das, 
wie iHr eben sahen , gleichfalls mysteriöse ch al c o I i b a n o n hin* 
zukam, so wollen ^^iT nocji bei einem andern, nach Boebart's 
schon vorhin fNote 8.J[ erwähnten, auf das Electrum »ich be- 
Eiehenden gelehrten {Untersuchungen diesem chalcolibanon gleich- 
bedeutenden Metalle verweilen. Der hebräische Ausdruck bei Eze- 
chiel Rir ein Metall, das dureli ausdauerndes helles Leuchten im 
Feuersich auszeichnet, T basmal i^cniannt, was die Alexandrini- 
scben Interpreten durch i'ikexzgov übersetzen, bedeutet nämlich 
nach Bochartj's Spfacbableitung soviel als Golderz oder anri- 
eh alcnai, dufch welchen Ausoruck Hieronymus das in d^r Apo- 
kalypse vorkommende, durcn gleiche Eigenschafi: des vorzüglichen 
(ülanzes im Feuer sich auszeichnende ^aXxokißavov übersetzte. 
Hesiod aber im K>chihlc des Herakles \. 122. nennt als ein VVun- 
dergeschenk des UepliSstos Schienen von glänzendem Orichal- 
kos während sie von demselben Hephästos hei Homer aus 
Kassiteros und bei Virgil aus Electrum gemacht werden. 
Der Scholiast dcs#Hesiad hebt ausdrücklich^ hervor, dieses Ori- 
chalkos sei ein weisses Erz (Itv»^ ^^sdUMOfia), mit dem Zusätze» 



ftedcntende plambnin albmn li«cieKij selbst die IVorrrorm ver^virrt. D^i 
nSmlicIi, -wo er von den .uiporcilifm fabelhaften ErzSlilungen »prlcbl. 
Schreibt er caasiteroa und iviedcrhoit diese falsche Wortform selbst mit 
Besiehiinf »nf Homer, -wo sie nie Torkoaiml« Sr Ant «lieas attfirl<>f^ 
leitnngswelsc, gleichaam als Mrulle «r scboa ia diu enten Zeilen, r«re er an- 
fängt von diesem TT om e r isi-hcii filnmhum albism (oder casidleio«) xn sprechen, 
ea harTorhaben, dass «t dcu m|«terii>saa Fabelkrcia barührc, dar ihm vcr» 

hMSk itt. ..•..•■Ii" II t . 

'Ojpt^'ailKOC heiMt -äisenilich Barfair«; htileln «bar Heay^lvt 

zur KrklSnmg des Worte» hrifü^r ;raAxoc Xpvift^ loumt'. so hiebt man, dass 
der Uauptidec nach Mrirklich anrieh Hlcuin und orichalcum ( wa.« sjuo- 
wjwk. anch tob iMeiiiiaaliea Sdiriftalellera gebienebi wird) gleichbedavteaid 
»cien. Die PyrenHcn sollen natli Diodor tOö Sicilien (lib. IV. c. »."V,) 
von einem die edlen Metalle aiuschmelxenden Brand ihren Namen haben. 
Maa aielit, 4aa« diffteli»eB<ob«ekiiing iiier dae Vdvkrauaea der «dlea Metall«^ 
welche uenerdinj^s broonders bei dem Oold auf der Insel Aruba («. Reitt- 
ir«rdt'«i »Cheine Abhandlunc über die gcoeraphinche B eschaf f cn h ei l 
der Inüel Arul>a im Jahrb. der Chemie und Physik. 1827. der gaa- 
M Reihe B; 61. S. 390 ff«) nad bei Oold «ad Plailda inSibinart sieh dar- 
bot , auc-h dem Alterllinme nicht eniganieien war. In gt^o^noKlifichcr Beziehong 
(worauf im Sinne der Werne rächen Theorie sehen -vorhin in der Einlci- 
img ««Ciaarktam gemacht wvrd«) gab ala« widdldi ein gotdcnaa Seil- 
«lt«r. 
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dasis eisige sageo» e« sei eine raetellbche Maleria, kostbarer tAa 
Erz, ^vrlf-he non ni eh t mehr g:p runden ^^ crdc. Und nnrh 
Plalo im Krifias (Stepli. ed. S. 114. e.) «priclif rs vom Natmpro- 
dülEt Orichaikati au«i, dass es blos dein iNaiueii nacli bekannt sei, 
vorottla aber auf der (nur dem Namen naeb bekannten) Insel At- 
lantik i;el«i«den vrorde, and dnrt, mit Ausnahme des Gnides, das 
kfvstbarste c^ewesen sei unter allen Metallen. Pinto nnterscheidet 
alsii ho\ ct#>ni Orichalkoc; das filtprp Naturprodukt vom spHtcren 
Kurifetj»r<MliiLlc. canx so %^if» Paii8anias mit Beziehung auf Elek- 
tron es thal in der Stelle, vuu welcher wir ausgingen. Dieses 
fitere riatoitirodukt hatte ofleaiiar aoeh Vir eil un Sinne, indem 
er (Aen. Xll. 87.) das albnm orichalcnm an Gold anreiht. — Bekannt 
^eovi'i nUer ist PS. d.ijss man späterhin ein dem floldp ^venit^stens 
10 der Farlie ähnliches iMetallt^einisch im Messing dai^estellt, und 
diese« drlessins d^f^^'^Axo; oder auriehaicum genannt. Es ist also 
«Mb Uer wieder, wie bei eassitero« nnd plambnm albnm,- 
eine iltere mysteriöse und eine spätere profane Bedeutung das 
Wortes XII nntcrsthoidcn. Besonders beachtnnpsvverth ist daher 
dl*» Stellf dos 8rholiasten zu Apollonii Ari^onaut. IV. 
iReifbe wörtlich uberRf»tzt altso lautet! „Aristoteles saj^t, in den 
M)'sterien wertle Orichalkos weder mehr i^euanut noch gezeigt; 
asMe sagen, es^ werde wohl genannt, sei aber nieht melir ▼er> 
banden. Aber zu den eitlen Angaben gebdrt aneh diese; den» 
die mebr Unterrichteten sagen, es sei rorbanden" 

5. Fassen wir das bisher Dargelegte zusammen, so geht dar- 
aas hervor (was man anrh pehon ansi^esproclicn findet in der neuen 
AnJ^tfabe des Thesaurus linu Lir von Stcphanus unter yaJi- 
MoXißtcvov), dass jenes alte iNiuturnrndukt Orichalkos, uelches 
als weisses Ers beseicfanet wird, gleichbedeutend sei dem 
rhalkolibaaon. Von diesem aber sagt Suidas, es sei ein 
Elektron, kostbarer als (lold, wlifircnd Ptato, zu dessen 
Zeiten jenes alte Naturprodukt nicht mehr zu haben war. anhiebt, 
dasi^Ibe sei in der verlorenen Atlantis (worunter einige unser 
Amerika verstehn^ vorgekommen, und habe dort den nächsten 
Preis nach Gold gehabt Statt der Atlantis nennt Hetodot 
HL US.) den noch unerfoxscbsten „&ttss ersten Westen" als 



' *•) Direr Sfpllp -wiri den Fli>>ilvcrn in(PTe««iant sein, iiidcni ür rin^n 
A^ca Bc^eU liefert, da«» es »icK von n« t«r wisseAtdiaf tiiclien Uingcn 
isleo allen Myttcrlcn ktncUllf. Beckmann, der in aetnui B«itri^«B 
z« GccchicKie dar Erfindnagtn B. II« S. 364 — 391 über di» 
^»' .-hiclilr ficr N a.la r a 1 i p n s am m 1 n ii g en schrieb, Ihast uirfit tmcr- 
da*» die itiierüiumlicheo 'i'empei aock Aur Aun)eirrahniiig 'von >ia(nr- 
»*iV6rdi|^«iten 1»«mit<t wtirdea. Gttut iulht !■§ ihm «Uo der 0«laafc», 
daM trgleichen in 'rein))elii niedergelegte Sammlvngen von Nanurmerkwlir- 
di^ke^ niclit oliae Bcrichunj» l)lcibcn konnirn rii drn Mysterien, "vra» in 
obij^enjteUt des dcholia^ten deutliok ans|ee»prochen, die ikm ).edock ent* 
gu>f« >A»cli Lobeek Im eeincm Baeh ^1>er Ae Mysterien «bergckl die«« 
Str}!> .was go -wenii^er tn bilBfen, da Bockart in <\in Abhandlnng; 
iber El^tron (Hicrozoicon nach Kosen müller'a Ansg. S. 892.) sie nnführt. 
Ekcn d^|0^ sckeittt es xweckBiai>i»ig , sie im Original liieher sv setzen) 
*jtp§9tm^ ^ ^ ttXtwßS ^al , fsij3i vnd^tik «p «w/m , «e «e^fop 

^1 tixfj ^Mta^NfMüT ««i tief»* m f9Q awiMiyay/i wwfa tego» fsoiv mitm 
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Fniidort (le8 Elektron». O rigenes aber sasjt. ebenso ni«» Sui- 
dli8» üicfies Elektron »ei noch kostbarer al» Gold. Und 
▼«« verschweoderiseben Kaiser £la<;aj|ia| enÜKIt «ein Geschiebt« 
Mihreiber Lampridius : „er bestreute eeioen Porticus mit 8taub 
von (iold und Silber, beilaticrnd, dat^s er es iiicbt aiicb krmne mit 
dem \ (m Elektron (scobe anri porticuin stravit et argen ti , dolens 
quod nun po^set et electri). " O^eobar kann auch in dieser Jetz- 
wo Stdle niemand bei Elektron an die JUiscbnog aus Gold und 
Silber denken, weder an die natOrüeli verkommende noch an die 
köo«>tHch gebildete. Das seltene in Tempelniuscen aufbetvabrtQ 
(]M>id anderer Art ist iiier also gemeint, welches seiner magaeti- 
sehen Eigenschaften wegen Elektron hiess, und eben oaruni 
(gleich dem in alten ligNUtiecben Tempeln eine bedeutende Holle 
spielenden Magnet) als Cie2:<^nstand der Mysterien bcbandelt und 
wirklicli nocb in späterer Zeit, wie der Scboliast des Apollonias 
ausdrücklich sagt, (|en mehr unterrichteten Eingeweihten gezeigt 
wntde^. 

6. Wollen wir zum Schlüsse noch einen Ucherblick über di« 
Gründe geben, welche, wie eben b»^n»erkt. dafür sprechen, dass 
vorzüglich die magneliscben Eigenschaften jenes (joldes anderer 
Art (oder der natürlich vorfcommcnden Platiuu) die Aufmerksamkdt 
dec Mysterien auf sich gezc^en haben. Ilaliir spricht, wie gesagt^ 
schon der Name Elektron, welcher sonst keinen Sinn baben 
würde, obwohl er, für diis urs|»riifiglicbe iNatur|>r»Klukt passend, 

aiäterhin auch dem Kunstprodukt an^^ereiht wcraeu konnte. Mit 
estehung auf diese Polarität (Mannwribllcbkeit der llifttnUut 
kt&og) erscheint es sinnig, dass aucb '^kfxtgog (in roSnnlicher und 
weihlicher Form) v«)rkommt, was gleichfalls «lilt von dem ihm 
gleichbedeutenden '/^akxoUßavov (Erztropfen kostbarer «als liold). 
Eben dieselbe niagnctiscbe Beziehung ist angedeutet durch den 
vorhin (Note 8.) besprochenen mysteriösen Ausdruck dee Sai- 
das ^1), dass diesem Gold anderer Art, oder Elektron, et>vas bei- 
gemischt sei vom (magnetischen) Stein und (elektrischen) Krystall. 
Kl€'ii;er ist dasselbe ausgedrückt durch die von Plinius mit Beziehung 
auf tfas Zeusnies der ersten Bfebter liervorgehobene Vcrgicichung 
der' Worte clectrum und clector (Sonne), wenn wir n5mlicb 
daran denken . dass Herkules als Sonnensymbol galt , und ,das.« 
die S. 131*. erwähnte symbolische Hieroglyphe es g.mz klar aus 
spricht, dass eine herlculisehe (d. h. magnetische) kraft in 6f 
Sonne leuchte. Neben diesen und andern, schon vorhin auch M 
Beziehung '.auf die Verwandlung der Heliaden in Pappeln (die d^ 
Herkules geweiht) umständlicher besprochenen mysternlsen Bezei'»- 
nungeo der magnetischen Eigenschaft jenes Elektrons^ das seltner 
und koetbarer war ais Gold, isl aber ancb ebie mVerkeikt^ 

*•) OfifasM Homil. XI. (sd« Delaruc tom. IIL p. 191) : X^yerat 4 ri 
rjXenrQW xgvaov itrat rtfutltp^orepov, Bochari sa^t a. a. O. S. 883: (>»S0- 
lieft alqoe Hieronymus clcclram noti soluoi argriuo, seil et auro^c^io*« 
dkuä Brno Toltmt. Ich gMl«ks, das* idi «Ibmi so klaren Aii«9|>nuik, ^idw 
vorliegende de« Originp« int, l»c-i llicronymnn niclil finden konnte, "'irrnd 
bei liochart Hos Ciut fehlt. Aber uack ao vielen Zeugoisaeu ifc^"^ aut 
da« andir 'odic irtalc«r aichl« aa. 

t *') Ba-ttnann gebt, um seine Toransgcsetztc (nur uns, >\ ^<>Kif 
widcrfinnic: schrinemle) allcrthümliche VerpleU liuug dc5 |J/»i»lein» 
Bit dem Golde fcslzuiiaiUu , bei lUcscr ÖlcUc des öuädaa so 
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Hindeiitung auf denselben Magnetismus ni<;ht zu libersehn , welche 
io der nmgi^cben Kette de« gallischen H^^rkules liegt. Lnoian 
uFidmete «uesera ealli«cbea Herkules eine besundere kleine »Schrift 
imd Mt 4aMI die Mite Kette «un Gold amI Elektro« henriNi, W9- 
mit dierseUbe eine Menge Volks nach sich zieht, das ihm wiHBuimd 
heiter, ja ihm pnt<;egeneilend , foljrt. Di« Nf^benbeziehungen zei- 

feo, dass Herkules (der bekanntlich auch im griecliischen Mythus dem 
lermes ver^^andt) hier als Gott der Beredsamkeit aufgefasst sei. 
Und wenn Plate in einer schönen Stelle seines Ion die ergrel» 
fende Kraft der begeisterten Rede mit der ergreifenden des Msg- 
liets vergleicht. welchfT nicht blos an sich zieht, sondern (wie bei 
den samotbracijsclit u eisernen KIngen) dem Angezogeoea audi dio 
Kmft giebt, auf gleiolie Weise ansiebeild forfamwiricea s eo drflekl 
jffKb iMgische Kette aus €rotd und Elektron offenbar dasselbe au«. 
Die magnetische Kraft jenes Goldes anderer Art, das in jener 
Kette mit dem gemeinen Golde combinirt, ist ak$o hier, wenn gleich 
durch ein mysteriöses Symbol, doch in der That deutlich genug 
keseicliDct 

7. Dass ausser der magnetischen Eigenachaft jenes, als sel- 
tenes Naturprodukt vorkommenden Goldes anderer Art (welche 
Ansicbt des Platins auch in neuerer Zeit den tarnen des weis- 
•eo Croldes keribeigeföhrt) aeHiet da« «pe«tfische Gewicht 
desselben bei einem >Veihgeschenke des Krösus fiir den delphi- 
schen Apollo jjanz annähernd so bezeichnet sei, wie es das Platin 
im Verhältnisse zu Gold wirklich zeigt, davon war schon m der 
Einleitung und umständlicher in der frühem Abhandlung die Kede« 
motM die gegettvrfirtige sich anseliKaisi Man glaubte» jene Stelle 
dea Heradot rorri^iren zu mOssen» in der vetgefassten Meinung 
bei weit^sem Golde habe man im Alterthurae ledii^Üch an eine 
Mischung aus Gold und Silber gedacht. Dann abe» wäre es höchst 
überflüssig gewesen, dieselbe Mischung auch mit dem Nameil 
Elektro ■ au bezeichnen, auf eine ganz bedeutungslose Weise. 
Aber wenn man eine Mischung; aus Gold und Silber welssfes Gold 
nannte: so kann man unmöglich zweifeln, doss auch d:vs seltene 

8oldartige Metall, welches man, nie Pausanias sagt, durch diese 
liachwig ans Gold aod Silber DadMEuahmee raebte, den Nmmni 
des weissen Golde« wird erhalten haben* Letzteres gehurte, wie 
nachgewiesen wurde, den Mysterien an, und wurde aufl><^wahrt 
in Tempelmuseen, und noch in sf)ät(;rer Zeit den Eingeweihtereo 

¥»:eigt (IVote Ulli. , aber iiei einem VVeihgeschanke für den 

empel de« Deipblaehen Apollo mysteriliee fieaiebungen nicht 
ftblen konnten, und also scnon darum, 'wenn weisses Gold auf 
eine so bedeutsame >Veise, ■wie es von Krösus geschehn ist. 

feweiht wurde, an jenes mysteriöse weisse Gold (oder 
üektron) zu denken sei, solches vrird man wohl zugeben, beson- 
ders uenn man erwägt, dass die Fabel von der Entstehung jene« 
kostbaren Elektrons (zur Bezeichnung der Art seines Vorkoinnions) 
sich an die Tbränen der Ueliadeo, ja des Apollo seU»st anscbloss. 



aen willkürlickea Aonahmen, das» er sagt: „uämlick durdi solche Zu> 
JBiMhnng anderer Nalnren, gleichsam durch eioe Art YererKung, erklärt« 
JBM rieh die von dem wlrkliihen Guld aliwcicheudcn (dem unvrissen- 
»ch ;r f 1 1 i ch e n MeoAchen zufälligen) Eigenschaften, wie di» (^clurvcll." 
iichkeit, die Leickligkeit, die Durch aich ti gkc it. , . . 
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EfwJigt man nun. das« Herodot auch in anderen Fällen Unglaab- 
ykhes recht absichtlich erzählt. Mos um auf eine myateriOse Bezie* 
iling dto Auftnerkrainkett «lef MygteiiBi ilnradigttn (flir welche mnft 
»miclist schrieb ) hiTizulenken ^) : »o erbfllt die «chon vorhin aus* 
gesprochene Vermuthiing Wahrschmnlichkeit, da^s in der absolu- 
ten Zahlbestimniung, welche Herodot angiebt, eine abHicbtlicbe 
Uehertreiliung liege, um durch Uebertreibung von Aeusserliohkeiteu 
aof die iiiMiire' mysteriltoe Bedeutung de« Weihge^cheiikes a u fi iiCTlL» 
sinn KU friiachen. Zu der' hervorzuhebenden mysteriösen Beziehung 
gehörte aber das relative dewirbt de» weissen Goldes ^ ^wodunch 
eben das mysteriöse weisse Göhl von der profanen Nachahmung 
0M1 Wesentlich imterschted. Dankeswetlh Ist es, dass Herr Pro« 
§9€»oi SchAbarth dureli Kechnung nachge««iesen, es werde niolil 
einmal weisHe» Gold, sondeni vielmehr grfin fr<»f;irbtps erhalten, 
wenn man den Herodot so corrigirt, wie Matth iä ihn corrigirte. 
Üm so mehr ist diese Correctiir nun wieder hinwc^2ustr eichen aus 
alli0ii'iidiiiifeii''A«sgaben, In w«lche sie sSrnntKcfi Ubergegangei. 
Gewiss aber wird nun Icein Philolog mehr gendgt sein, eine nese 
fTlHIdiriiche Con jcrtur an die Stelle zu setzen. 

8. Erwägen uir, dass Gold und Platin vorzugsweise vorkom- 
men im zerklüfteten Erdreich, wo von di^ Natur die Ausschmel> 
iM^gtind Auswsscfamig im Grossen vorgenommen: so wird, wie 
schon einleitungswcise erwähnt , als sehr wohlbegn'indet die Ansicht 
Werners erscheinen, dass es in geogiiostlscner Hinsicht wirk- 
Keh ^^oldcnes Zeitalter gab, wo iu bedeutender Menee die 
vnlwihwfliMlerhMsh ▼erhraiichliln edlen Misülle (sIs Orlch«lkos) 
«Ihlierlaiicii auf der Erde. Höchst wahrscheinlich also muss es 
Siehon darum scheinen, dass die Alten nicht einzig und allein auf 
die KcnntniKs von Gold und Silber beschränkt waren , sondern noch 
andere gediegen vorkommende Metalle, wie Platin und Palladium, 
iMMinen gelernt Aßt Beziehung auf Palkulram habe ich diess, vAt 
hn der Einleitung anp;efiihrt \nirde, in jener frühem Abhandlung, 
^oran die gegenwärtige sich anschliesst, wahrscheinlich gemacht; 
hinsichtlich auf Platin aber ist solches nun durch die dargelegten 
«MeiMmlldiflii • Zeognlsse Totttrornffien erwiesen. Diese dargelegten 
g tWU gwIss B gestatten zugleich einen Bück in den Geist der aUsn 
natlir^vissenschaftlichen Mysterien. Schon in der Abhandlung 
Gesner's über Elektron findet man es nicht ohne Befremden des 
Verfassers hervorgehoben, dass in allen Schriften Cicero's nicht 
simnal das Wort etectmin verkommt, obnerachtet die Tempehin* 
bcfeicn des V er res vielleicht hStten Veranlassung geben können 
rur Erwähnung desselben. Eben so wenig, filgt Gesner bei, ist 
vom Electrum die liede bei Lucrez, obwohl er da» wo er vom 



**) Ein niiltngWet BeUpid der Art, nfmllclt einer bit Im Sinai ö^e 
|;elkettden tlebertreibunf * welche Herodot sich erlHubt, um eine uiin »tttih, 
uns rerntniulliclje mysteriöse Andcutiinc; liircicliilich ;iuf den Grun<l der K,H- 
Kcnverehrung in Ai'|>ypten zu gel>cn («la iu der Scluitinpraclie mit Klarheit 
dnvon ra sprecben die Tyrannei der Myeteiien «nmöglich nudite) iat ua- 
•tändlirh dargolecl in meiner Denkschrift rnr S H c n 1 a r f c i er der 
UniTcrsitäl Erlangen (S. 36. und 54.), welche citen auf diese Beeelirlli- 
knng der SdirtTltpraclit bei allen myelerlBten Dingen sidk Iwsicht; eina^ll«^ 
•chrKnkung, tt* MI Wtit |(lng, dass die schrinUchc, aof MyKlerien sich he- 
y.iclicndr lTc?»erlierernnp nn% M»»* verwirrt, wahrend Hllcin dir )» y m h o Ii «die 
Hier oglyplic Aufklärung gicbt. (^Vcrgl. die Torliergehcnde ISolc 6.) 



I 
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Ma|^(»t sjNraoh, eigeuUich lucbt w«hl «lavou schweigen konnte. (ver- 
gleiclH» Note 12);'niid ancb bd -S*neqfk» deaaeu Muaestione«, 
llAtta^Al^« C^lejienheit grnus darboten, komnit lücnU vom Elec* 
tnim vor. Wixa hex den (triecoeu zu findeii , sind mysteriöse Fabeln. 
PliniuH wirrt diene «ogcnanntiMi dichterischen Fabeln mit dem, 
Ausdnieke der Indiguatiou zut^uiumeii, ^urrie4en. >vif es fichß'wL, 
mUf dem Gewirre mitunter ein bedeiiteodee Wort Verätocken lu' 
können D» aber PMib rm meelciniecber WiriwamlLeit des 



*>) 'BUi BeUptel 4er An bl In «einer Etnleil««« in die Mythe- 

lugle 5. l4t. uml 364. .inscfülirt. Gesurr nahm «uf dem Standpunkte 
der Phys ik ji eiucr Zeit besonderes Interesse an folgender Stelle des PUniue 
{h* 1tX1tl)IJ e. 4. sec». 93.): naliTnm eleciron trettenn deprehenditf 
■aflt<|ae dixcurrunt in raliribus nrcns roelestibo« linilea emi igneo stri» 
dorr. Diese letzten Worte hallen in der Periode jener neuen Wnnderwelt 
der Rcihtiaj:»cl*ctricitflt die Aiifmerk<iMni]i.cit de» berühmten Philologen eaf 
rieh Kexogea. Und in der That konnte man damit In Verbindung bringen, 
Wnt Plinius elcichralls nur nürhtis» himvirft: Philemon ait fiammam 
r»ddi ah clectro. und was in der augeführien Stelle meiner £inleitnng in 
die Mythologie 'e^on im Znewnmenhnnfte «ttTgefaisl mit einer Angebe dM 
Fee Ins vom ftelbcn einer soi^euannten felix maleria im Temiiel der Vesta, 
und TOD der Errrgnne eine» plölrlic hrn Rrhcns (Panischen Schreckens) am gan- 
zen Körper in demselben 'rempcl, gcm.iss einer ErzHhlung de* 'rai-lln» 
(wovon ehendas. S. di« Rede). Und in solchem Zasammcnhanpe könnte 

es »<,heiucn (da vcnennm auch Zauberei hc/cichnet), der geheime Sinn 
jener an^efithrteu Stelle des Plinius sei : Elecirum (dessen Anciehnngskrafty 
-wie derselbe l^llnlns sagt, echon die tytIscKen Franen bei ihren damit gexlet- 
len Spindeln beobachtet) entdecke Zauberei (nämlich die im Tempel der 
Ycsla) durch mit Geräusch überspringende, selbst farbig leuchtende Funken, 
welche Funken ganz entschieden im Älterthum an Katzen u. «. w. beobach". 
tat wurden, worüber a. a. O. 5. 313. f. Nach^reisuiiLrrn zu linden. Lieat 
man ieducli jene oben angerührte Stelle des l'linius im Zu.<»amnu'nh«n':e ! so 
- aieht man, dai>s dort nicht einmal -vom Bernstein, sondern vom Metall 
Bleefrem die Rede tat, welchea Plinius ala eine Mischtfng aua Gold und 
Silber bezeichnet, obwohl mit Aareihvng mysteriöser, ein Weihgoschcnk der 
Helei^ betreffender Beziehungen, denen die oben angeführte Steile sich an- 
achlteaet, wodurch offenbar das nativum electrum als wesenlllch ve#* 
schieden von dem künstlich gebildeten bezeichnet ist. Man mflaale aiaO} 
und dicÄ» -war viellcitht Gesncr'» ftleinunji, gemäss der Art, wie man diirf 
Compiiationen des Plinius auffasst, an ein ganzliches Missverstchen denken 
TOB Seilea des Plinina entweder o^r eines seiner Freigelaeeenen, den er 
Tirlleiclit l)ci »einen Comptlationen benutzte. Und yu «^o ;;r<)l)en MiiSTler- 
etändnissen konnte wohl ein gleich der Physik des Aristoteles absicht- 
lieh dnnkel geschriebenes Buch Veranlassung geben ; Wenn man nicht tagen 
wlH, Plinius sei mitunter von demselben Princip ausgegangen, wie Arlate* 
tcles in seiner Hiysilv, oder der durch seine Dunkel Ii ei t im Altefthume be* 
rühmte Heraklitus, und habe sich namentlich in obiger Steile so bcnom* 
mea, wie nerqdot in einem analogen Falle, wovon in- «erhargehendee 
Note 22. die Rede war. ~ Dann aber mala itnah einuesichu (-nas eben in 
dort erwähnter Denkschrift nachgewiesen), dasH die ganze schriftliche 
Veherlieferang bei allen mysteriüaen Dingen keine Brhennt^ 
niasqnelle sei. Wenigstens kein Thysiker hVante auf das Gewirre TOn 
MissTcrständni-^sen und FaJuln sich einlassen, wenn nicbt die ganz scharf 
bezeichnende symbolische liier oglyphc , einen interessanten Weg 
der UtoterMchang diAfbBt«, trnraiir man sichern Schriltea ',f«»rtgehte hätti<. 
Man vergesse aber nieht^ dass selbst die grosse Pyramide Ku Mem- 
phis in symbolischer H ier ogl jphensprachc zu uns redst, in- 
dem Jomard nachgewiesen, dass in den Dimensionen derselben eine vor. 
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Electrums «pricht, war fiiir (?emicr auch die» besonders heXrom- 
deml, daMH selbst die Aerzte, wie Oeisut^^ »Scribonius, Galen, 
das fileetrum ^ar nicht einmal nennen, wShrend Dioskorfden' 
so flflchtie darüber hingebt, und so ventlrrt sich aasdrOckt, das.^ 
er, wie Ge«Tier sagt. In der ersten HSlfte des Porioden vom Metall 
Electrum, in der letztem vom Bernstein zu reden scheint 

(Fortsetzung folgt) 

historische Gratl messnng ni«dcrgel«ft aei. Jedoch im unterer elesiw-^ 

drini'idt ?r ^^mmHÜschcii Zeh i tr n o r i r I m:\n fbcD darum den j^anzen »icben- 
icn Uaiul der Dcacri^tioii de l'E^yiUu, wckiier eiiui$ und h 11 ein .diese ebcu 
eo aie^eineliaeh etreitfC et« pbilolojHMh gelelirl f^eschrlcbene Xhheudliang 
eiithült* Wenn m.in al)(*r in nllrii Srliulcn Iclirl utiil niif alle Karlen der 
alUa Geog^Hphie scKreihl, dass 600 äfry|> tische (uder nlympische) Fuss ein ^ 
^ladion« nwl 600 Stadien einen Erd;:rMd betragen, folKÜch der »«gyplisclic 
Tpie ein aliquplcr 'l'heil des Erdgrades ist, und zwar der 360000>le: »O 
sagt man im Gmndo diisselbc Tomnrtl nacb)Kewieftoii dnrth die genau p- 

a4cu ft^es#t)ngfii^ der grosaea Pyramide vun McnipiMs; aber nickt dieser allein 
(^l* Einlelton|( in die Mythologie. 8. 882). Nebenbei ist nicht xvt 
übcrsrlipii , was ?rl»on B a i 1 1 y in ^\^r Gosriiitlilc der alten Stern- 
kunde. B. ft. S. öO^p^ von der grossen astronumischen Bedeutsamkeit der 
Zelil 600 mit Bexlehintf avf die Rechiimigeii jes Dominien* Caseini an- 
fjikrt. — Und nun frage mnn t-ich, yr»% d» lir^r in einer Gradmessnng, 
Ifclche an Gpn.Huicl^«'ii 'üc aus der crtlen Hnlfle des vorigpii JahrhunderU 
lihsrtrilTtj ja gaii/. streng ^ili für den miulcrn ägyptiacken £rdgrad. — Und 
dieee-iek die m*ih«maticch e Bnai» der phyaikelieclbta BLerogly- 
'phcn., Moraiif allein eine fJr ges cb i ch t o der Physik sicL gründen lassl, 
-n^ülirpnd die schriftlicben XJeberlicterangen dabei blns -von uotergcordneler, 
«ecnndirer Bcdentung. 7— Ton Torhittoriecben Bingen hendett ee tich 
bier, wie bei den Bgypti selten Pjrftmides, wesswegen Flato auf 
xebniauscnd Jahre zurücks^chu ru miisucn f!;la«ht, vom Urtypns 
der ägyptischen Biidcr^velt sprechend (s. Eiul. in d. Mylhol. S. 126.); und 
^ Herodol. (U. 43*) hei Anfsnchung der Grandidee des Herakles so- 
gar ,mf ITCWH) Jahre zuriickiiomint , d. h. jede liislori^rhc Forschung 
«uaschiiessl. Und cntvägt man. dass jede wahre iielij^ion nicht dem 
Z«itUc;heA, soadirn dem Bwigen nnchstrebti sich daher besieh k «nf ewig« 
YVllhrheilW) wozu atuh die unendiicltc OfTenbarnng Gottes in der Natur 
pcliört : 50 inuss es huchät erfreulich sein, die W'ei.MU des Allerllnims »ich 
erheben 7u &cliu über die den N^turw uhilieiteu in der VuLkAreiigion traditio- 
tteU itntergesohol>enen hislörischen Beziehungen. 

'*) Ebenso hracli liingswcrfh ist das Sclnveipen niler Nafnrforithcr de» 
Ailerthamft von Meteorsteinen, deren HcrahfaLlcn (wovon dije ili»toriker 
Zengniss gehen), so wenig ein Mensch damals hezweifelie, dass sogar Ten- 
pel gebaut wurden, wo sie herabgefallen waren, während man Güticrbildet 
darauf zu finden glaubte. Umständlicher ist dHvon die Rede in der Ein- 
lei t ang in die M y t h o 1. n nf d. S I a u d p. d. N a t u v w i sscus cb. S. 150. 
Aaeh Chiad]|i*s Aufmerksamkeil hüttc es schon erregt, dans irom Bild« 
der Gölterniulter hei drei ]\lotcür»Jeincn die Rede, •wcltlic er anführt (siehe 
Ckladai tiber Feuermcteore. Ö. 101. Note). — Und blickt mau 
dit als Naebirag sn Chladni's Werk ersehlcAenen Meleoieteiiiahl>irdnngeA 
Ton Schrei hcrs an: so sieht man, dass die rasche SclmelaaBif der Obei^; 
n.Hehp lenrr Meleo>m<isscn allerdings Zeiclmun«^« n von Pflanzen, jn von Tlüeif- 
und Mcn»clicn- iihnlicbcn Gestalten veranlasste, und dihu begreift, wie man 
dorcli diesen Mctcorcttlinf nnr Nadihildung voa HageeialteBt fit mm 
l'Kicr- und Pdanzcu-Vcrchrung veranlasst wcrdctt kqaatfli weldw behaoiit* 
iick von loca^er BcdcutuAg war. 
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Heber «uadrlrlbare tngmen aöf eyiitt- 

drtechen Fläclieii« < 

Herni Professor Dr« O. Scbloniilch 



Cylindrische Flächen hoi.^sen Ix'kanntlich diejenigen Flächen, 
welche eine Gerade beschreiht, wenn sie filier irgend eine gerade 
oder krumme Linie im Räume (Aig i)irektri.\^ so hingleitet, da^s 
sie wihrend dieser Bewegung Immer in einer nnd dersellien Rfecli- 
tung, od^r, wa» auf das Nämliche hinauskommt, einer geeebenen 
Geraden im Haame parallel bleibt. Wir können dabei, onne der 
AUgemeiitheit Eintrag zu thuo, immer vorauss^etzen , däs» die Direl(« 
trix eineCnrve einfiiclier Krümmung und die Richtung der gletten* 
den CSeraden senitrecht auf der Ebene der Direktrix sei; denn 
Venn diess auch ursprunglich nicht der Fall sein sollte, so kann 
man die Cvlinderfläcne mit einer auf ihrem Mantel (d. h. der Kich- 
tuo^ der glei^eudeii Geraden) senkrechten Ebene durchschneiden 
miif jetzt die entstandene Dnrdisclmittseurve,- oie imid^ etnfai^liet 
Krümmung i^t. als neue Direktrix ansehen. Legt man in diö 
Ebene dieser Direktrix zwiei sich rerhfwinklich schneidende Coor- 
dinatenachscn und stellt in den so besttmiuten Anfangspunkt der 
Coordinaten die dritte Coordinatenachse senicrecht auf die Ebeni^ 
der Direktrix, so Hillt die Richtung dies4.'r Achse mit der Richtung 
der gleitenden (leraden zusainnien und zugleich nimmt die Gleichung 
der rylinderfläche eine Form an , deren Einfacliheit die Basi^ der 
nacbherigen Untersuchung bildet. n' ' 

Seleo io taf. IV. Fig. 1. OJT, Ot, Oi^diedrei reditwinklieheB 
Coordinateiiachsen und stelle XQZ die Direktrix TOfajBO muss zu- 
erst die Natur derselben diuch eine Gleichung zwischen den Coor- 
dinaten OM=^j^, JUQzzix bestimmet sein« weiche in dem allgemei- 
nen iScheraa *. . . 

:»'• %WMif(at) (l) 

«iiialteil M.: aSMtii .wir vvm Q mm. '^ Qm^Ai <UP|| OY» 9» 
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liegjt dieselbe nach den vorhin j?enwuhten Voraussetzuncen i;anx 
in uer Tylinderfläche, und wenn wir von dem beliebigen Punkte P 
da« Perpendikel PN herablassen, »o sind jetzt OM=x, ilfiV=y, 
NP=mQ=x die drei Coordinafeii too P. Eine Rebtion zwischen 
denselben (die Gleichung der Cylinderflache; besteht hier in der 
blosen Bemerkung, dass wie früher 2=:/*(.r) sein muss, ausser- 
dem aber y ganz willku'hrlich genommen werden darf; die Glei- 
chung der fraglichen Flüche: 

t^fiß), V ad libitum 

unterscheidet sich also von der Gleichung der Direktrix nur durch 
den Zusatz, dass noch eine dritte, aber willkOhrliche, Coordinate 



▼odiaDileo 4e^« Dieser Umstand bringt eine grosse Erleichterung 
W\kb 'Quadratur solcher Fllcheiiy irelehe nach 4w äHgeaieliiin 
Formel 



0z dz 

zu beweikstelllgen wtre, worin ^ und die partiellen Differen- 

zialquotienten sind , welche man durch Diflferenziation der Gleichung 
der zu quadrirenden Fläche erhält Da nämlich In an' 
serem Falle z zwar von x, aber nicht von jf abbiogt» so wird Dir 
die eyttndrisebeii Fliehen 

mnd nlthlo «infaiAey 

Man fibersieht auf der Stelle, dass sich hier die Integration nach 
tf sogleich ausführen lässt, tveil in dieser Beziehung nur 3^ /u in- 
tegriren Ist, was^ giebt, und dass sich folglich i& doppelte In- 
legratlmi auf eine einfache reduzirt; doch bevor wir diese genauer 
ansehen, wollen wir die (irfinzen der Integrationen nach x und y 
bestimmen. DcnkfMi uir uns in der Ebene XY zwei beliebige ge- 
fa^d^ oder .kruuuue Linien FRH und GJSK, und ausserdem voo 
zwei .beliebigen Punkten A und B der Achse OJT aus Gerade \] OV 
gezogen, so bestimmen diese vier Linien tn der Coordinatenebeoe 
XK eine viereckige Figur FGKU\ von jedem Punkte ihrer Peri- 
pherie aus lassen wir eine (ieratlr: M ÖZ aufsteigen, alle diese 
beraden durchschDei(Leü die Cyliuderu^he , und die so entstehen- 
den OurcMchriittspunkte bilden in ihrer Continuität auf der Cylin- 
Isffllche wieder eine Art Viereck TUWl^J Voo welchem da^ 
4Hfätge^n<^ VFGlTtf die Projektion ist. Die Fläche TUWV «ei 
nun dieienige Figur, welche mittelst der Formel (2) i^uadrirt wer- 
den soll, was offenbar wegen der Unbestimmtheit der Curven FRff 
und GSK die allgemeinste Voraussetzung ist. Was nun die lote- 
grationsgränien NW x und « betrtfl, ao erhellt^ dass es bkw dar- 
mf ankmnlnilj ir umI yae a« wMoi, dsst dir-Ptakt^if (di»Pk«> 



Digitized by GoogI( 



151 

filcli4m von keine endeten Stellen der Eben» XY betreten 
tDii als dieienigea, welche in der Figur FGKH (der Projektion 
von TUWr) entlialten sind. Der Spielraum des Punktes }f ist 
riljt r oflTenbar die Strecke Aß und folglich sind :rz^OA und 
jc^OB die (> ranzen für ivohei zur Abkfirzun«^ OA^a uud 
OB^ß sein möge. Da ferner der Punkt N immer zwischen den 
(.'ur\'en FH und GK bleiben muss , 8o sind jVR und ßiS die Grfto- 
zen für y{MN), Wenn aber <li*' Aufi^^abe bestimmt sein soll , so 
mässeo die Curven FHH und GSK ihrer Natur nach bekannt, 
aine Ihre CMelebonft^ gegeben «ein; nennen wir' f*«iid i} die 
rechte inklichen Coordinateii eioee Punktes de^ Cilrv#' FMT, wo- 
bei (lie ^ voi) O an.« [\n\' OX gezählt nerdon, so sei t/ = ()p(|) die 
C)Ileicliii!H4; der Linie I IUI, ehenno t/' die von GSK, wenn 

ri' das lür letztere Cur\e ist, ^^sui ti für die erstere. Setzen wir 
an die Stelle des beliebigen { die laoie OM^x, so folgt i\=zMR 
= 9>(a:) und ri'=I^S=^{j:), und demnach sind if=9(;r) und 
i2'=:t|;(.r) die CrJinzon für ff. Durch iSulistitation der UriMli^i^^r 
a und ^ wird jetzt nach Formel (*«^ ■ . 



oder« weil 



• 



■ i=/-(ar) die Gleichung der Direktrix XQZ, ' 

ij^ipix) „ „ » Curve FRH, ► 

ist. Dm dfcis Integral in (3) ein einfiiehes Ist, so wird es 

muglich sein, den Werth desselben zy ßnden, sei es durch Reduk- 
tion auf eine hckftmtf* Funktion oder dnrrh WrwnndelnT?ij In eine 
unendliche Reihe, in den Fällen aber, \\u muh unser Integra! auf 
eine vpn denjenigen Funktionen bringen lässt, fiir welche man 
Tafelii.besitst, wollen wir die Figur TUWV eine quadrirbare 
nennen und nun einige Spesialisirungeii der Art lietraehten. 

. I. . Sei ssri-V^^i^F; al» der Cylinder elhellipticfther, 4e» 

sen Achsen a und c in den Coordin&tenachsen OX, ui^d 02 lie^ 
gen, so wird ^ ' 

und ielglicli aach no. (3) 
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Unter den verschiedenen iSuppositionen min, welche man hier fiir 
w{a:) und macheo kann, heben wir die luigeudeii ais bemer- 

a. Der einfachste (>e(Ianke ist offenbar, q)(x):=:zAa:f* und tlf(arj 
r:.://^" 2AL nehmen» wobei eine gaiute Zahl bedfsateu muge« 
Diess g&b^ dann 

und hier sind zwei Fülle zti unterscheiden, ob nämlich fi gerade 
oder nn{?ernde ist. Im ersten Falle kann durch Hatfonafmachen 
des Zählers in der Differenzialformel das integral aul* die Form 



/v 



also ttberliaiipC auf Integrale folgender Gest^ 

/I a^'-a^r . 

^ebraclit werden, wobei v eine gerade Zahl ist. Das vorliegende 
btegral lisat sich aber nach bekaniiten Redttkttonsformeln aof 
elllptisehe Funktionen xurOckbringen *). Anders dagegen ivi«d.4tte 

Sache, wenn in no. (5) ^ eine uugerade, folglich—^ — eine ganze 

Zufi! ist. Denn.ia liieseio Falle kann man dem Integrale foigeode 
Gestalt geben: , 

■ 

ironm ferner «=cr ond ;rK/l geirordon ist, so hat « die Wertho 

angenomhien, tvobei und /I' cur Abkdrsitiig gebraucht wa^en 
sind.^ Durch di^e Substitatloneti geht^ nnstr« %l^clwDg Ui die 
folgclkde dber: - " ' 



■Ii , 



*) Legendre tralt^ de« fonctiont elliptique« Chap»I* — SapplMMalSi 
KUgelt natb. Wörterb. Bud U. S. 84— «7. , ! . 
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oder wenn man berficksichtigt, da-sii 



ff 



iflt, und zur Abkürzung 



1-3 = » 



setzt: 



u— 1 

Da 000 2 1^^'*^ ausiallt, so reduzirt sich dieses Integral 

auf zwei andere von der Form 

V 1 — (1 + « f 

und kann <laMn ininipr ilnrc-h Kroi.slx'i^en oder Logarithmen dar- 
gestellt werden. iSo hat man z. B. für ^=:-}-ly ^s=taa^ 
^^taoa: . 



(tan « - toni») uP^ mya« 

2 7.» vi-a+tx«+tii«* 



(9) 



Hierzu gehört Taf. IV.Fij». 2. Üic Gleichungen der in der Fhone 
XV «jezeiefineteii Curveii «ind hier y = fp{x)^xt&\\&, T/'(.r) 
^./ tanta, alno die (Uirren selbst zwei (Terane, welche durch den 
Punkt O gehen und mit OA \N inkel A'0//=^ und AOit 
=r w rlh Ikm». Zugleich ist w}e<l«'r (J. i ~c<, (ffi : ß, F(,'fCH 
dbe Projektion von TUWV und die Kiiiche (Ueser Figur oUiaes 
<S. Sind nun OJf=a und OZ=c die Achs<?n des dliptlscReo 
Cyiinders, s« bildet die Curve AZ tinen Quadranten der Direk» 
trix' tiTfd «lf»r panze Cyliri'l'T ''in Tonneuarewnllte, wovon die Fiu^ur 
nur die Hälfte zeict. Neiinicr) wir noch O.j— a=0, ()R= ß a 
= OA', so geht aas Viereck FGKIl in (lai» Dreieck ODE und 
die Fläche TUWV in aber ; zogleidi wird nach (6) a'saO, 
|S'=1 nnd folglich ' ' 

^_ ft?(tait cj - tan d) {l-t u)du 

Nm ist aber OXtanJTOI^sqatand, XJB«: QX\mJLOE 

ssstan»» mithin . jt. * vt - ^ :x 



Tbeii HC. Ii 
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XE— XD=z DE— aiiiiii « - t.-.n 

Hieraus findet sidi det Inhalt des Dreiecks OiJE, der F 
niiige» nämÜcli 

jp— OXJOB _ (tan <d^-- taa ») , 

wenn wir also das in (10) vorkoinnuniiie Integral k nennen, so 
findet liier die bemerlceuswerthe Relation 

statt, weiche schon Herr Dr. Wittste in im 7ten Tlicile des Archivs 
S. 445. an {gegeben hat *). Für k findet man leicht, weon ii>e» 
also t poeitir ist: 

wenn a=c, also £=0 ist: 

und wenn a<c, also c negativ ist: 

+ ^^^^==1 Arctan V — « ; 

^emit-<Kese spezielle A«f<rnbe gelost ist. 

Nimmt man in der Formel (8) ^=0, ^= — 1 und setzt b iilr 
Bf so wird 

i^c/ «' ttVl-(l + £)« + «U«' 

4 

nie beiden Cur\rn in der Ebene XY sind hier die Achse der sb 
(megM <y3::9(;ir)=0) und eine gleichseitige Hyperbel mit der 

lächse b (wegen ^(ar)— von der die Coordinatenachsen OX 

«nd OK die Asymptoten sind (Taf. IV. Fig. a.). 5 ist die Fläche 
TUWV und die Curve t/IV kann hier als Darchschnitt eiaes 
«tliptischen und hyperbolbcheo Cylindeiss angesehen werden. Haft 
iiat übrigens 



*) In den nuchala1>«n flndet nnr d«r UalsMciltol Stall, «dsanlilir« 
•lebt, wo Uen l>r. W i tisteia ö bat 
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1 

wenn man im mten Integrale n=~ nistit: 



8 



f am der Werth jedes Integrales Kehr leicht zu entt^ickela hi» 
8i Eine aadera gute Sabstitotion fgr die auf den eJiiptiacJie» 

'yliiider pa^spude Formel (4) ist q>(x)-=0, i^(.r)=— V" — j^; 

if Cuni^B iu der Kbeii«: XV t»in(l dann die CoordiiiateDadiKc OX 



tiü eine EUiipse, derco Achten a luiU (t iu den Linien OA und 
r Segen. Sei daher In Taf. IV. Fig. 4. OÄ^a, Or=^b, OZ=z c, 
A=a, OB=ß, 80 uA TÜWV und dte.Curve ÜW kann 



f hirr hsi füi'ttt 7.\veier elliptischen Cylinder aogeaehen werden* 
ist nach no. (4) 

wi iveiia vir sss^ setzen, «o wevdeo die GrfinMn für. It 



flr 



1 5=IJ 



(13) 



^hmen wir i^ezSelier a^OA^Q uad ßs^OBssiOXsza, sa wird 
s 0, ^ =1 ufld bedeutet jetzt die FiSche ZJTQ. Fflr die- 



ist 



BftCdcsicbtigt man hier, dass j abn die FMche der ProjelctfoD 

OXy als eines eUiuti^ben Quadranten bezeichnet die* 



tefte mit F und sei 



11* 
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0v ist nach dem Vorigen 

S=zkF, 

c ' 

worio sieb, weil k nur von dem Aehsenmhidtoisse — des ellipti | 

sehen CyllDdera abhängt, ein dem liVittstein'scben giuix analoger, 
SaAs ausapricht j 

II. Besonders einfach nnd elegant ist die Quadratar solchen 
Figorai, welche auf einem cykloidalischen Cylinder gezeichnet 
sind. In Taf. IV. Vii^. 5. ist ein solcher abgebildet, worin O/' 
die halbe Bustn der Zykloide =r7r, O ibren Scheitel und OA ihre 
Hohe —"Ir darstellt, wenn r den Radius des beschreibenden Krei*: 
ses bedeutet. I^fibmea wir wie gewöhnlich den Anfanf; derBewe-' 
^ng des rollenden Kreises zum Anfangspunkte der Coordinaten, 
(lin Ahsci.s.sen ^ von Z' m\ch O 7.u nnd dieOrdinaten daranfseok*! 
recht» so \iäre die Gleichung der Cykloide | 

fsir(ip^sinq>), i; = r(l— cosy) i 

worin q> den Wälzungswinkel bezeichnet. Wollen wir diese Toor- 
dinaten in die bisIuM-iü^'n x und z verwandeln, so müssen "ir 
1= OZ' — z=rÄ< — 5 uud fi:=z OX— w = '2r — x setzen» so daijs , 
wir erhalten ' | 

xtir»r^r{^^9mqi), jr'=2^~r(l — €0S9») r(l-|-oosig^). | 
meraus folgt 

g^=-r(l-cos9.), ^-=-rsm9) I 

nnd I 

dz 1 — cosm , 1 I 

Mithin haben wir weiter ' 

i 

d. i. weil nach dem Früheren l-|-cos9^~ ist: | 

11 i . • ♦ • .. , , .1 ' 

wenn wir den Durchmesser 2r des erzeugenden Kreises mit a he 
zeichnen. Mach Formel (3) wfod jetat ' 
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S=^af^^mx)~9(»y^ (14) 

f fT'psp Formel t«t so einfach, «fass mft sich ffir eine Unzahl von 
aikriorien uiui i^tegrtreo iä«st Die eioiaciifiUu Fälle 



^ üiigenile. 



fl. FiOr ^(ji)=xtaD^, ^(tr}^xtaiitt wird 

3 



■ifies wXre der Inhalt von 7C7IFF in der Figiir, wobei FGKH 
«e Projektion von TÜWV, ^XOF=^, jCXOG=:ta ist. Neh- 
»n ^^^T a=0, i3=a=0A% so geht die Fläche TÜWV in die 
pinere OPC^ über, deren GrOese 

Ä=|Va(tan « - tan^) V^o» 

4 «^(tono— tan^ ) 
=f 2 

st Bezeichnen %vir aber, wie schon früher einmal» die Fläche 
ki Dieiecks QD£ mit F,. so ist 

e p • B 

ml «idib haben whr die sehr bemerkenswertbe Relation 

6. Für qp (j:) = Vpär, ^(x) — \rf/jr bilden die in der Ebene 

^ezeiclmt'f en Cun en zwei l'arabeln , deren Parameter p und 
' -II'! und d<*rrrr ^eniciiieichafHich«* Arhse ()X ist. Man erhält 
dttfach tür die Flache TUH k (Taf. IV. Fig. 6.) 

«•d für p^Q, «=0, ß^^f in welchem Falle £ die Fläche OZ'Q 

S^aV^ aq 

weil nach der Gleichung y = V y.?- die Gerade Xn^\f nq 
a gleich dem Rechtecke au« OA' uihI />A. Bezeichnen wir 
mPlSche der Projektion OÄEKG mit so ist dec Libalt der- 

bekaontUcb =| OX.DX, folglich 
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eiB ebenfalls itfiemseliQDd eiplachM Resnltitt. 

Mm^JSft. Witts lein hat Mhr Hehtia; benMfkt, Um di« spe- 
zielle, von ihm gestellte Aufgabe wegen ihres praktischen Interes- 
ses als Rechtnntir^lioi^idol in tprhfjischen Anst.itton dieiion k-inne; 
man darf dieste Ueniorkutig vielleicht auch aut (iie hier mitgetheilte 
allj^emeinere Betrachtung ausdehnen, da sie keinerlei Schuierig- 
ketten des Calcfils darmetet und demjenigen, der die graphische 
Darstellung der quadrirten Fiäcliensfücke mit Hälfe der d» >( ripti- 
ven Geometrie versucheo will, zu mancher Dett«Q Zeichnung i<eie* 
genbeit giebt. 



KonstrakUon und Klasslflftatlon Aer 

Fläclien des zweiten Orades mittels 
prDjektiYisclier Ctebilde. 

Von 

Herrn Fr. Sevdcwitz, 

Oberlehrer am.(i^iuna«iuiu xu UeiligeiisUdt. 



Erster Thell. 



Die folgenden Betrachtungen hezweckeo die Auflllsung der 
Aufgabe: Durch 9 beliebig gegebene Punkte oder an 9 
beliebig gegebene Ebenen mittel« doK l^ineals allein 
eine Fläche des zweite?» (»rades / u lei;en, eine Aufgabe, 
welche mit der vviederhoientlicii vorgeb'gten Fraj»e nach dem geo- 
metrischen Gesetze, welches zwischen 10 beliebigen Punicten einer 
FlXche des zweiten Grades st'itttindet, wo nicht zusammen lallt, 
doch in scnr naher ^'(•rlnndu^g steht. I>ie Vnrhoreitung hierzu 
ist grossetittteils im zu ciferi Tlieile meiner Abhandlung über die 
geometrischen VerHaüdt;»eliarten gegeben ; doch wird es niithig 
sein, eiomat besondere Fülle einiger dort aufgestellter Lehrsätze 
noch ins Auge za fiissen, und sodann zu den Eigenschaften der 
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eollinearen und reciproken Ebenen die der coHinearra und recipro- 

kpii rnumfidien Strahlbus(;hel hinzuzufusicn. Im Grunde siiif^ letz- 
tere (k*n erstereii conrdinirt : denn denkt man mvh im Uaume 
zwei Ebenenbüüchel 2f, 2i', deren Achten t$ich io einem Punkte D 
0cbn«ideo, oder aber zvrei ebene Strablbfiscbel B, B", deren Mit* 

teipnnkte in einem Punkte D liegen, so bestnDint einerseits ein 

Jeder Strrifil a t\c< I*iinktes /) zwr'i Ffjenen rr , rr' vofj 3. an- 
dererseits eine jede «lureli /J gehende Kbeiie ff /\vei iStrableu a, a' x 
von ßf Ii' t und umgckeKrt; gibt man aich ulf>u 

1) in einrr Fhene z\n ei Struhlbüschel Ji , ^ nnd in einem 

raiiiidieben Ntr ililiiiiscbel zwei mit er«terea projektivlscbe £be- 
ueiibüschel %^ , ; 

•2) in <5 z\vei StraMbnschel und in swel mit erste- 

reo projektiviKcbe cbeoe Straiilbu«ch6i 7b% » Ibt! % 

Z) in S zwei Gerade A, A* und In Di swel mit Ibaeii pro- 
jektiviecbe EbeneobOschel 2^, 

4) in zwei Gerade A, A' und iu Dg zwei mit iboen pro- 
jekflnecbe ebene StrahlbOschel Jbif J^'i 

5) in einem rHurolichen Strahlbüschel l) zwpi Ebenenbüsehel 
31, und in einem zweiten räumlichen Sirahlbflscb^l Di zwei 
ttit ihnen projektivieelie FbeBenbOsehel % , Tig ; 

fV) in r^vet Fhenenbiischel 31, 21' und in i>| iwei mit ihnen 
projektivificbe ebene StrahlbOschel Bi, Bi'; 

7) endlich in D svrel ebene Strahl bilsehel B, B und in D^ 
zwei mit ihnen projek'tivt«Jche ebene Strahibdschei /?j , so 
erhfilt man anMRer dfn trnber behandelten drei fieziehuogs - Syste- 
men noch sieben neue, wo bezüglich 

1) jedem Punkte von £ ein Strahl von D^ ; 
% jedem Punkte von 9t eine Ebene tod Di ; 
' $ jeder Geraden voq ein Strahl vob D^ ; 

4) feder Oeraden ven 41 ebe Blwne von ; 

5) jedem Strahle von D ein Strahl von ; 

6) jedem Strahle von l) eine Ebene vf)n />j ; 
7} jeder Ebene von D eine Ebene von />| 

entspricht^ und wo in demselben Sinne, wie dort, hOfaere und nie- 
dere Unide der Verwandtschaft au onterseheiden sind. 

Man kann aber auch die Ven^andtscbaften räumlicher Strahl- 
bflschel mittels Projektion aae denen der Ebenen ableiten, und 
dieser Weg soll hier^ fro er am KOnseaten smn Ziele ftthrC, ein- 
geechlagen werden. 
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Aufeinaudergclegte reciproke und iavolutoriscbe 

Ebenen. 

Im achten Theile des Archivs S. 42. ist gezeigt worden , das« zwei 
beliebige reciproke JBbenen sich immer so «iiifeinaudor le^en lassen, 
dasa euiem jed^i Ponkte derselben eine und dieselbe («erade in dop- 

Celtnin Sirmr, und uma;okehrt, fentsj»ricbt, um] so, «lass bald »ar Ivcirjo, 
ald uuziililiue Punkte, nelrhe liald eine l'.llipse . bald eine Hyperbel 
bilden» auf ihren entsprechenden («eraden liefen, und mau wird 
sogleich g^^seheil. haben, da«s nur in dem Falle, wenn die Mittel- 
punkte beider ElieBeii iraendlleh entfernt sind , die Parabel hervor* 
tritt. Sowie mm früher zwei aufeinander gelegte projokt. (lorMilf, 
deren Durchsc hnitte der ParalleUtrahlen, und zwei concentiisdi© 
projekt Strahlbüschel, deren ungleichnamige Schenkel der ent- 
sprechenden rechten Winkel coincidiren, invohitnrisch genaimt 
worden sind, so sollen auch z%vei aufeinandergelegte reciproke 
Ebenen, deren 'Mittelpunkte sich decken und deren ziii;. Durch* 
juesscf «ine Invoiuiion bilden« weil hier, wie dort, je z.wei tAe- 
mente «ich in doppeltem Sinne entspreclien, xwei inTolutorisel^ 
Ebenen heissen; auch werden von jetzt an die vereinigten Mit- 
trlpiinkte derscMjPTi der Mittf lunnkt, die Arhseii jeiMT Tnvi)In- 
tidii die Achsen der Klicncu selbst, jed«T Punkt derselben der 
harmonische Pol der ihm cuts^prechenden (leradeu und letztere 
die harmonische Polare des erstercn, je zwei zug. Punkte 
einer Geraden und je zwei zng. Strahlen eines Pimktes beziiglich 
z I! «4»' <>r d n ete harmonische Pole u n <l PolarcM» dioMT Iftz- 
tcrea genannt, und diese Ausdrücke auch im aUgcmeincn Falle 
reciproker Ebenen, jedoch ohne das Beiwort „kirmouisch" ge 
braucht irerden. 

Lehrsatsl. 

Zwei a u 1 e i u a u (l e r g e I e s t e reciproke Ebenen n i n d 
involntori^eh-, wenn irftendRsw ei Punkte, Welche nicht, 
oder wenn irgend drei Punkte, .welche aul ihren Pola- 
ren, aber nicht in gerader 1/inie, liegen, denselben 
i»doppeitem Sinne entsprechen. 

r>eweis. ■ Denn jede Gerade, welche durch einen jener bei- 
den Punkt ' üpht, schueidet dessen Po|:>rp in einrni Punkte, wel- 
cher in (Icjppelteni Sinne der zug. Pol des crstcreu ist,' also gilt 
das nämliclic von je zwei zug. Polen dieser Geraden. Wird nun 
•iii beliebiger Punkt a der Ebene mit jenen zwei Punkten durrh 
zwei Gerade verbunden, so schneiden die beiden Pidaren von a 
eine jede dieser Geraden in einerlei l*unkte. fnllfn idso /uü.ininicn. 
Und verbindet man die drei Punkte des Satzes durch zwei Gerade, 
so mflssen diese zwei Dorcbscbnitten der drei Polaren in doppeltem 
Sinne entsiirechen , und es liegen nun diese zwei Ducbschnlti» 
nicht auf iuren Polaren. 
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L e b r s « t's 2. ' 

Werdjen swei beliebige reciprobc Ebeoeo* involo- 
tarisdi nnd swar so gelegt, dase sie eine Ellipse er- 

ze»i;pn, und wird ntin die eine dieser Ehciien nm irgend 
einen Punkt der Kliipse, als festen Punkt, und zwar 
um einen Winkel von awei Rechten lierumgedreht, ho 
gibt efi ausser dienern Pvnkte keinen aweiteo, weldier 
auf seiner Polare liogt, und die Ebenen sind dann nicht' 
i n vo 1 uto rii»cii ; «incli itit en niiht umgekehrt richtig, 
daiis zwei reciproke Ebenen, weiche diese letztere 
Lage SU einander baben» alleoial durcb Umdrebung in 
jene inFolutoriscbe Lage gebracbt werden kOnnen« 

Bew*' \». Liegen die Eheneo Si involutorisch und erzeu- 
gen- eioe EHrpse, ttttd man le|^ dttrcb einen beliebigen Ptrnkt (ee«) 
derselben die Tangente (eet) und ausserdem eine beliehige Gerade^ 
(.YJj), so ist er<trre (Jir fiarnionisclie l^lare ron^fe, ), letzter© 
hat nothw<»ndjg mit der Ellipse einen zweiten Punkt (ff|) von end- 
licher Entfernung gemein, und die harmonische Polare ihres 
anendlicb entfernten Pnnktes (ppi) blilftet die Strecke ef in eineni» 
Punkte (qqi). Wird nun die Ebene 0(| am den PtmUi (ef^) um^ 
zwei Reelite herumiredreht , so fallt ei wieder auf e. und ^, wie- 
der auf At aber der Punkt (eej) liegt jetzt in der Mitte sowohl 
zwischen den PtTfikten f undf|, als aucii zivischen <| und (||. Die 
tag. Pole der Geraden (AAi) bilden also zwei gleicbliegende pro», 
jcktivisehe (Jerude, zwischen deren Durrhsehnitten q, qi der Paral- 
lelstrnhlen initteniiine sich zivei solche Pole e, vereinigen; 
al.so koiiueo sich längs (AAi) kein zweites Paar zug. Pule vcrei' 
nigen^ d*. h. keio zweiter I^nnkt anf seiner Polare liegen; und da 
jeder Punkt der Eheoen ß, einem Strahle des Punktes (eei)' 
:iH'_!ehort, so uhf es in densell>en uIxThruipt keinen zweiten sol- 
chen Punkt äctzt man dagegen statt der Ellipse eine Hyperbel 
oder i^irubel, so bilden die zug. hurm. Pole derienigeii (Geraden, 
welche mit den Asymptoten oder mit der Achse der Parabel i)ara4' 
lel laufen, ungleichliegende pro)ektivisch-gleiche Gerade, und man 
erhält durch die Umdrehung zwei und bezüglich euie.4>eTade^ deren 
tfämmtliche Punkte auf ihren Polaren liegen. 

rnieekebrt: enth,^!ten zwei Ebenen iE, i^, nur einen Punict 
(CC|), welclier auf sein(!r Polare liest, so kann (lerseH)e nielit z^vei 
verschiedene Polaren besitzen, weil sonst einer jeden dieser letz- 
teren, in anderem Sinne genommen, ein zweiter auf ihr liegende 
Punkt entsprecln!n niiisste Entweder nun hat der unendlich ent- 
fernte l^inkt der Geraden (fe|) einerlei oder versehierleno Polaren. 
Im ersten Ealle liegen die Alittelpunkte der Ebenen auf dieser Po* 
lare gleichweit von (cci) entfernt und fallen naeh der Umdrehung 
zusammen, und da zugleich ein Paar zugeordnete Durchmesser 
sieli in doppeltem Sinne entsprechen muss<'n , so bilden sammtürlifi 
zug. Durchmesser eine Involution, und folglieli .sind die i^lieneii 
iBvolntorisch und erzeugen eine Ellipse, liu zweiten F^uile tlage- 
gen fallen naeb der UnHlrebuni^ die Mittelpunkte der Kbenen nicht 
zusammen, sondern in eine nut (eei) parallele Gerade: die sag. 
Pole eines jeden vStrahles von (cfi) bilden eine Involution von 
Punicten, und %vird also (ee^) der Üerübruogspol zweier sieb os^ 
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inilirender Kegelsclmitte; von 4eiieb d«r eine diejenigen Geraden 
SU Tangenten hat» deren Pole auf ihnen und auf aem anderen 
Regelscbnifte liej^cn. Ueherliaupt lä«st sich zeigen, dass zwei re- 
ciproice Ebenen auf unzählige Arten io diese letztere Lage gebracht 
werden kunnen. 

Dasä endlich in den beiden cedachten Fällen die Ebenen 
Dkbt fnrelutnriscli sei« JiQiiDen, geht einfach daran« hervor, daaa 
ihre Mltti^unkte im eralen Falle erat nach der Umdrehung sich 
Yereinigen, und im nweiten ecfaen anfange getrennt gewesen «ind. 

Lehrsatz 3. 

Z^vp'i reciproke Ebenen Ia5?.scn sich immier so auf- 
einander legen, dass a) alle Punkte, welche auf ihre 
Polaren fallen, zwei geraden Linien, und ihre Polaren 
xwel Strahlbfischeln angehören, deren Mittelpunkte 
mit dem Diirchiiicbiiitt dieser Linien in gerader Linie 
liegen; und dass ff) alle jene Punkte einer einzigen 
Geiaden, und ihre Polaren einem einzigen ^>trahlbüscbel 
angeboren; und awar sind in beiden FtUen die £be- ' 
nao nteht involutoriech« 

Beweis, a) Denn da eine Gerade and ein ebener StraM- 
bOschcl, welche projektivisch sind, allemal perspeictivisch gelegt 
werden können, so kann niat> die eine Ebene allemal so auf 
^ legen A dass die Punkte einer beliebigen Geraden Ai auf ihre 
Polaren fidten. Es sei B der Pol von Ai , naeh welchem diese 
Polaren gehen, so werden die Polaren aller Punkte derjenigen 
Gcr:i(!rn f. welche sich mit Ai vereinigt, im Allgemeinen einen 
ander(!n 5!ilr lin»iiscbel ßi bilden nnd dnrch diese Purikte gehen; 
und wiederum werden die Pole aller Strahlen des Punktes ä', 
welcher mit B vereinigt i«t, ia einer nenen fveraden A* nnd eia 
jeder auf seiner Polare liegen, und die mit A' vereinigte Gerade 
A^' muss dem mit /?i voroininfen Punkte B* entsprechen. Die 
beiticu Polaren des Durchschnitten von (^i^i) und {A'Ai) gehen 
eine jede sowohl durch diesen Punlct, als auch durch die beiden 
Punkte (BBi*) and {BBi), falten also aneanunen« 

b) Man denke sich die Ebenen InTolutorisch and sarar so ge- 
legt, dase eie eine Hyperbel erzeugen: so lässt sich allemal eine, 

ja» wenn dieselbe nirnt ^rlcifhseitiir ist. vier Tangente!» ziehen, 
welche anf einer Asymptote senkrecht stehen. Durch den lierüh- 
ningspunkt (ce,) einer solchen Tangente lege man eine Gerado 
(AAt) mit jener Asymptote parallel; «o ist der Punkt (/^/^i), in 
welcnem die Tangente nnd Asymptote sich schneiden, der liar- 
monische Pol V(»n ( (.-l,), und die zwj.. barm. Pole dieser CJera- 
den haben paarweise gleiche^ Abstände vom Punkte (CC|). Wendet 
man nun die Eliene fl^ am jene Tangente herum , so behaupten 
lÜeae letstere, die Gerade Ai und die Punkte r, , Bi nebst dem 
mierullich entfernten von Ai ihre Stelle, alle übrigen Punkte 

Ai , bi , Ci dieser letzteren aber fallen imiI" ihre zug. Pole Ä, b, 

C... untl also auch auf ihre i^olareu Via, />b, £>c...., mit welchen 
gtetehsfltig auch die Polaren BtOt, i^ib|, J?,Ct...* von a, b,Cii.. 
sich vereinigen. Die Gerade iAA^) entepricht also auch jetzt noch 
dem Punkte (BBg) In doppeltem binne» aagle&ch aber auch jeder 
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Pankt (Äai).... dem ihn treffenden Strahle von {RBy). Ist nun p 
ksend ein ausserhalb O^^i) Ii<>gender Punkt, a der nach ihm 
fjtkmdt Strahl von (BBi) und ü der Durchschoitt ▼on'a und 
(iUi), so lieben die Polaren toh. p beide durch a, können also 

nicht durch p gehen, weil sie sonst mit a. tinr! fol^lirli p mit d 
Mch vereinigen niü*istrn. Also llr^eu nur die Punkte von {AAi) 
Stil ihreo Polaren. Denkt man sich endlich, das« die Ebenen aof 
inEcad eine Weis« die Lage 6) erhalten haben, so abmetigt man 
B*eh nitlels des ersten Theiles von Lehrsatz l. sogleich , dass sie 
dvcfa gehörige Unmendung involutorisch werden , ()a.S8 die Gerade 
en>er Asymptote der so ontsfelionden Hyperbel parallel ^^ird, 
utkI dalicr die nun vprciniuteii Mittelpunkte «er Ebenen vorlier 
lüclit vereinigt, die Ebenen aii»o uudi uiciit ixivuluLuri^tcb gevvec^eu 

aehi fcfooeo* 

Lehrsatz 4. 

in zwei aufeinander gelegten reciproken Ebenen 
können nicht bloss zwei oder irgend eine grüs^ere, aber 
leschrSnkte Ansabl tob Punkten auf ihren Polaren 
liegen. 

Beweis. Hat irgend ein solcher Punkf /.wei besondere Pola- 
reu, so hat jede der letzteren, in anderem <Siune genommen, einen 
npetteo ailT Ihr liegenden Pol , dieser mne sweite Polare , diese 
«bev DMeo Pol und so ins l/nendliche fort; es kann also huch- 
ifteBS Ten solchen Punkten die Hede sein, denen einerlei Gerade 
if} doppeltem Sinne entspricbt. Liegen nun drei derselben in ge* 
r^der Linie , so müssen alle Punkte dieser Linie aul ihren Polaren 
liegen — und lind et Jenes nicht statt « so sind die Ebenen nach 
Lweatz 1. inTolutonsch und auf Jeder dureh einen dieser Punkte 
gehenden Geraden miii*sen sich zwei zug. haim. Pole derselben in 
e'.T^etii Tieiien Punkte vereinigen, so dass also die Ebenen unzfib- 
lt^e Punkte i»csitzen, die auf ihren Polaren liegen. F.s erulirli^l 
ako nur uuch der Fall von zwei solchen Punkten. Man d(;nke 
Hsh doreh diese Punkte a, b, deren Terblndungsliiüe A sei, 
zwei Parallelen a, b gezogen; so werden die zug. Polare von o, 
nod ebenso di«> von zwei gleicblicgende projektivischc Gerade 
bilden, weil nur in solchen es sich ereignen kann, dass ein ein- 
ziges Paar entf:prechende Punkte sich in A (b) vereinigen, und 
nur in einem Falle, wenn a mit der Polare von a zusammenfällt, 
tritt der Umstand ein, dass alle Punkte der einen Geraden dem 
dnzigen Punkte a entsprechen. In allen anderen Fällen wird 
i-n»? ebenso b, in der .Mitte z>viseh(Mi dfri Durchschnitten der 
Paruilelstrahlen , d. h. der i*olaren <ies irneiKmch entfernten Punk- 
tes von a und 0 liegen, diese Polaren also in einem Punkte p 
Ton A eonvcrgiren müssen. Nun aber haben die Pinikte aund b 
ehi jeder nur eine einzi'ie Polare, also die Gerade A auch nur 
errren einzigen Po! A?; die beiden Polaren von p gehen sowohl 
dun h als ;nirh nacb dem unendlich entfornten Punkte von 

a, 6; sie fallen also in eine einzige p zusammen. Die Ebenen 
besitzen also zwei Punkte B und p, welche nicht auf ihren Pola- 
ren liegen und denselben in doiipeltcm Sinne entsprechen, sind also 
nach Lehm. L involatorisch und besitzen mzähtigePankte wie A und h. 
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Aus den drei letEtoD LebrsSUen ergiebt sich Dtm mit aller 
Strenge : 

r 

lo zwei aufeioandergelegteD reciproken Ebenen 
gibt es entweder Iceioeo oder nur einen oder «nz&h lige 
Pnolcte, welche auf ihren Polaren liegen; uod diese 
Punkte bilden ont^veder einen KegelncbniU oder swei 
Gerade oder eine einzige Gerade« 

1^ e b r 8 a t % (>. 

In zwei i n vol u tn risrhf*n Ebenen sjibt es entweder 
b: ei n e n oder u u z ii h Ii e 1' u ii k t e , w e 1 ch e a u I i ii r e n Pola- 
ren liegen, und diese Punkte bilden allemal einen Ke- 
gelschnitt, dessen Tangenten. iUve Polaren sind* 

Düd iiu vierten Theile des Archivs 8. 273 und 276 enthalte- 
Ben- Süss gelten auch von den su^. Dorobroess^m« Acbsenpiiak-. 
ttn und dendireonpsnbt^D zweier involutorisüher Ebenen , umf sirai 

nicht blos8, wenn «ie einen Kei^el.scfinitt or/pugen, sondtTn auch 
wenn dieses nirlit der Fall ist. I>m (lieselben spater zur LLtitwicke- 
lling ganz ähnlicher Eigensclialten der reciproken tStahibüschel 
dienen sollen, welebe teteteren IVr die Theorie der FiSeben des 
«weiten Grades von cHnsserster Wichtigkeit sind, so soll hier der 
Beweis ffir den noch nicht betracirteten Fall nachgeholt werden. 

fie sei in Taf. V. Fig. 1. M der Mittebunkt der beiden Ebenen; 
ö, 8i seien diejenii^en zwei ziicf. bann. Pole (ideale Scheitel) der 
einen Achse, welclie «jleic'hen Ah'stand voju !^ttttetpunkte M der 
Involntion hahen; i.st jMq^^A die halbe Lange dieser Achse, 
und es sei Ii die auf ähnliche Weit^e zu nehmende halbe Länge 
der anderen Achse ; die im Punkte s auf ss^ senkrechte Oerade s 
ist' die härm. Polare d<>s anderen Punktes s^. Sind nun ilfa» Mai 
ire'Mu! zwei zni; Diirt finirsser der Ebenen, welche die s in ö, a, 
scliiielden , so geht dit,- liarin. Polare von a durch 8^ und ist mit 
ilVa. parallel, und die bann. Polare von a. gebt auch durch Si 
und ist mit ilfa parallel; erstere schneide die Jfa in «i und die 
andere Achse in b| , letztere die ^/a^ in « und dieselbe Achse tn 
b; so ist J/b#8a, Mbi^sa^, ab l bb^ ; imd da die barm. Po- 
l.ire von bj durcii « pehen und .srnkreclit aul" bb, stchon niuss, 
.s«» sit)d b, b] zug. harui. Pole der anderen Achi»ü, und loiglich 
Mb . Mbi Ji'^. Sind endlich Iii die halheo Längen der 
Durchmesser üfa, M^i , d. h. der gegenseitigen Abstände derje- 
nit:en zug. harni. Pole dieser Durchmesser, welche vom Punkte III 
ulei( li\^ eit entfernt sind, so ist, weil a, «i und , a '/.»'z, liarni. 
Pole deiselbcu sind. J/^.Jfaj = ^x^> JUc^i , JUa =: B^^, Aus den 
Proportionen 

M^tMaiSzaäitMbi und itf^i: JtfiDr=a%: Jlfb 

ergibt sich nun 



Digrtized by Google 



Iis 

ako ist ' * ' 

«Ol . 

oder i - t « 

Sind tf, «1, ^ (li«^ Wiokol, wel^lw JVOi. mH ÜB mul mit 
einander bilden» ao ist 

Ms.aai=^Ma.Mai.sm<p und ^i^/^^:^^??!^^^^ 



ad illa. Ol 9 iV/d 



= 8iua. cosocsinai .cosai = 



«u. 2« : -'«1 = aa, JSf- = -ßi': ^»S 

ilj*:^x*=: sin^orn :sln 2a. . (4) 

In Taf. \' Vi^. -L seien a, «i ircend zwei zno^. härm. Pol* (Achsen* 
{tunkt«^) (Ir r Achse aa^ ; rii die h.irni. Polare von a; t, die 
*wn Mittelpunkte iV deichweit eiitl'ernten zug. hann. Pol/- der an- 
deren Achse; ti die narm. Polare voo t, welche iu bj .schnei- 
det : 6, 6. die von a nach t, bi geb^den Geraden» und er» <r, dto 
Winkel, frelcbe tne mit SSi bilden; so liegt der harm. Pol von h 
aaf den barm. Polaren von a und t, also m bi ; folglich sind b, 
hl zwei zog. barm. Polaren des Punktes a. Nennt in an endlicb 
denjenigeo Winkel, welchen die gleichweit von Ms ab.stehendeii 
mg, biurm. Pofaren des Punktes A einscbüessev, den diesem Punkt* 
sBceli9rigen Achse npunktwinkel, beseicbnet die HStfte dech 
sefbeu mit Ai und die de» dem Punkte ftj zugehörigen mit Bi, 
tfe iet 

tnga.tuga, = iu^^J^^ — . —^—^.^ 

lad ebenso 
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* > . ' . ' ■ • 

Setxt man in (1) tog^lisl oder A^^^i «o ist 
also 

Mtfi^B^^JF. <5) 

In diesei« Falle aber bUücu die zug. barm. Polaren den Punk- 
• tes A eine bvolotion der recbteo Wlnicel, und 41 heisst dann ein 
Brennpnnict der involutoriscben Ebenen; also besitzen die 

letzteren auch, wenn pie keineu Kegelschnitt erzeugen, zwei 
Brennpunkte, welche aber der kleineren Achse augehuren, 
u. s. w. 

• • . 

Projektivische' Ebenen imd rSamlidie StraÜlbÜBdieL 

Sind im Räume irgend eine Ebene IE und ein Punkt D gege- 
ben, so geht nach jedem Punkte a,b,c, 0.... von K ein bestimm- 
ter ^tcaiit a,(ß, Cfd.,.. von J}, und nach jeder Geradeo a,b,c,tL^ 
Y9n eine bestimmte Eheuc €e,ß, y, 8.... von /> (insbesondere nach 
der üntMidlich entfernten Geraden von eine Paruileiebeue von /)), 
und man erhält so einen räumlichen 8trahlbii«ächel />, worin 
jfider eben^ .Strahlbüschel JS> mit einer Geraden A, nud jeder Ebe- 
nenltfla^el 3 mit einem «benen StrahlbOschel B Ton fc, in Ao- 
fpV"Bg Oer sich jtreffenden Elementenpaare, perspektivisi h ist. 
Ein solcher Strahlbilschel JJ beisst daher seihst mit der Kbcne 
in Ansehung jener Elementeniiaare, perspektivisch, und es sol- 
len auch zwei Ebenen iE, ici» welche mit einerlei räumlichen 
Struhlbttscfael t^t und andererseits zwei rfiumliche Strahlbüscbel 
J^, welche mit einerlei Ebene (E perspektivisch sind, unter 
rfich, in Ansehung d«'r sich cnts|)rpchc?u1en Klemcntenpaare» pßl* 
spektivisch h^issen und diese Eigenschaft durch 

1tti^b,k,^..^^DJ(fi,b,v,d.»:) oder 
(a> bt Cs tL,J) (ff, §9 f, d...*) oder 
Kt ((t» b.... a,b..„) &J} (ff, b, .M €Cy ß) ; 

. i > 

b, c, (Ai* b|, q, D| ....) und so fort 

lieseicbnet werden. 

In 'wei ptrspelrtivischen Ebenen 1^, (6j beisscn diejolg^n 
swei Geraden 'T, -ivelGhevd^ nnendlibk entfernten Geraden ri,^ 
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von £i> iE enUprechen, die Durchschnitte der Paralleiebe- 
mmm «wr aoeb die Acisea beider üiMe«. Im Purobechailte 

(m^) xvreier pcrspektiTischeo Ebenen sind aJlenial zwei eioi> 

sprechonde projektivisch-gleirhe Gerade vereinigt, und je 
ZH'ei entsprechende Gerade, welche mit (eei) parallel sind, «ind 
projektivisch-Shnlich, auegeifommen ein einzige« Paar, Kelche 
ebenfalls gleich, aber ungleichliegend sind, n.nmtich dirjonigen, 
in deren Mitte der Projektionspunkt 7) "liegt. Diejenige 
tbene von D, \vel<-he auf (fri) senkrecht ist, sehneidet C ICj in 
zwei Geraden, welche auf (ee^) senkrecht stehen, und derjenige 
Stnbi 9 von D, welcher meee Geraden unter gleichen Inneren 
UVinioeln schneidet. iMstinunt In fC, <Si zwei Pmdite, deren ent- 
sprwhende 8trahlenpa:»re zwei |»ro|ckti visch - gleiche Strahl- 
bCischei bilden. Ks gibt zwei iStrahlen s und folglich auch z\\ei 
Paar solche Strahlbuschel u. s. w. (vergl. Arch. ThI. 8. S. 10.). 
Ueberhaupt geht unmittelbar aus der Erkliirung der Cotlioeatinn 
hervor, dass zwei perspektivische Ebenen jedesmal auch col li- 
near sind. Liegt ihr Projektir>ns|ninkt unendlich eutl'ernt, so sind 
sie aftiu und insbesondere eleicli, wenn zugleich die mit {Ceg) 

itarallelen P^ojetctionselienen nie dt, unter gleichen inneren 
'"lächenw inkeln ecbneiden; äbnlicb dagegen, wenn der Prnjek- 
tionspunkt eine endliche Entfernung und die Ebenen (S, f^i eii|p 
parallele ].<age haben; und endlieh eongruent, wenn letztere 
iiarallel und ersterer ent>veder unendlich entfernt ist oder zwischen 
neiden Elienen ndtteiünne liegt. • • . t . 

Aber Mcb ningclMlnl liMt Mcb beba^^ 

■ • 

L c h r s a t 2 7. , • . \ 

Zwei collineare Ebenen lassen sich allemal auf nn- 
zfiblige Weisen in perepeltUvische Lage bringen. 

Beweis. Denn legt man sie so im l^atune, dass das eine 
Paar ihrer entsprechenden projektivisch - gleichen Geraden und 
deren entsprechende Punkte sieh vereinigen, und sind ß, irgend 
xirei andere eDtsfirechende Punkte, so schneiden sieh je z^vel «Iii- 
sprechende Strahlen dieser Punkte im Durchschnitte der Ebeoeil^ 
sie sind also perspektivisch, d. h. alle diesen Strahlen angehürige 
entsprechenden Punktenpaare liegen mit einerlei Punkte der (Me- 
nden BBi Id gerader Linie. FfrigUcb convergiren ^fün^itHdie 
Terbindinignlinien entsprechender Punktenpaare beidei; ^si^cbit 
schaarenweise in besonderen Punkten von BB^ ; aus demselben 
Grunde aber auch in den Punkten jeder anderen Geraden, welche 
zwei entsurachende Punkte verbindet; also comer^en Jtlle in 
mlnera mia d emeelbc n Pafnl[te D, 

Weit schwieriger wird sich der Beweis för den analogen Fall 
eSomlicher Strahlbüschel zu Stande bringen lassen, und diess hat 
, -seinen Grund darin, das« vier gegeneinaDder feste Strahlen eines 
Punictoe D Im Räume siob nicht allenml eo legen lassen , daito 
nie vier beliebig gegebene Ponkle efaier Ebene K treffeii. 

.1 

• • » 

L • b r s.« t s ^. . 

In.9wet .peTf^>ektiTieobeo rSamlieben Str»bllbA«ebiblft 
ylbt-MmlWoial 'en^inedar nwai <Ptnr^t«prechieiMl«i fx*' 
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jektbisch-glelebre ebene' Btr afalb flsch «Ii imd iive8P*u 
eiit«pr*«h'ende pmjektiviHch -gleiche EbenenbAsebel, 
oder e.^ gibt- von beiden Arten nnr eine«. oder nnt^b» 

lige Paare. 

Bon ois. a) Steht Her ffemeini!rhafHi<!ie Strahl von />, />, 
schiel iiu( dem p.erspektiviscnen Durchsetuiitte ho wird das 
eiue Paar der ersten Art von den beiden PiiraUelelien<en eeldlde^ 
däs' lindere von denjenigen 2wei Ebenen, ivelche niaucrhlilt, wenn 
man senkrecht auf den e;em. Strahl in tier ^VlHe desselben einf» 
Ebene errichtet und nach der (Geraden, worin diese Rhene die 
schneidet^ durch JJ, Di zwei Chcuen legt, was sich aui« der Con- 
gruenz ebener Dreiecke ergibt. Dan eine Paar der anderen Art 
wird von den gemeinschaftlichen Ebenen tt eider Strahlbüschel ge- 
bildet, und die Arhsen des anderen erhalt man, wenn man aus 
/>, /), zwei Seiikreehtc DA, D^A^ auf Ift lallt, den Abstand AA^ 
ihrer Fuiisnunkte im VerhaUnisi» von DAiDiAi in einem Punkte 
Jlf theilt, und die Geraden DM, D^M lAeXit Denn ist BMB^ 
irgend ein in <S liegender Strahl des Punktes .1/, dessen Theile 
MB, MBi auf v<TS( hie(lenen S«*Uen der Linie AAy liei;en , so 
bind iii den rechtn inklisen l)reik;intei» M(DAB) und Ji(/>j.4i/?i) 

DA D A 

dte^ Winkel DMA=DiMiAi, weU ^= jf^^ ; ferner die Schei- 
telwinkel A3IB =■ Ai MBi ; alsr) sind aueli die Flächenwinkel 
'A{MD)B — Ai(MI>^)lh u- 8- f^) Steht der pfem. Strahl senk- 
recht auf so füllen die zweiteu J^aare mit den er^tek zusam- 
men; und c) liegt äustordem die Ebene in der Mitte zwiacbea 
D und oder ist dieselbe unendllcb entfernt^ so gibt en unzäh- 
lige Paare von lieiden Arten.' 

' • L e h r s a t z 9. 

In zwei perspektivischen räumlichen Stra h Ifui schein 
gibt es en tweder nur ein einzie^es Paar entsj^i rechende 

Sormale gleichscltis^c Ureikaiite, d. h. wo drct zueinan- 
6T senk r eckten - Strahlen des einen drei ebensolche 
Strahlen des anderen entsprechen, oder es gibt unzäh- 
lige solche Paare, welche eine Kante ccmein haben, 
oaer es gibt unzählige beliebige, d. h. jedem normalen 

gleichseitigen Dreikant des einen entspricht ein eben- 
olches des anderen StrahibÜschels. 

Beweis, o) Der gem. Strahl DD^ stehe schief auf (& 
man durch .0» /)i «ne Ebene senkrecht auf so liegen 
in dieser Ebene zwei enfsprethende ebene Strahlhüschel; die 
Schenkel der entK|irürhenden rfditen Winkel dieser lot/teren bil- 
den zwei Paar cut^iprechende Kanten r». r| ; t,ti, und diejcnisea 
mm^ ShttUen «, #i , ivMche «ul jener Eben^ senlGrecht stehen» ml- 
deii das dritte Paar Kanten der in Rede < stehenden Dfrikanta 
Denkt man sich tnin . dir Kant^T n. h , r imd On bf, eines 
neuen Paares entsprechender nurnuiler gleichseitiger Dreikante 
schnitten die Ebene (S in den Punkten (l,b, c, so 8eicn y, ß, M 
die Mittejjpunkte der Strecken ab, ac, bc, />A; weil nun Winkel 
aDb~aDib~Ky so wäre die Strecke />y=<WÄb)'= Ay» 
Mf^ oad ans dfimselben. Gründe anch Juß, Ma^ 'Seskrecht auf 
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ÜHl ; folglich mfissten My^ Mß, Ma In einer Ebene, und die 
Pmucte ß, a in einer ueraden liegen, nua nur dann niogticb 
ist, wenn einer der Punkte a. b, c, z. B. unendlich entfernt 
ist. Dann nber w?Ire , die Ebenen IMb, />jab, beide senk- 
recht auf iS, \vür«len aUo, da durch /J/>j nur eine s«^nkrpchte 
Ebene auf ü gefitlit werden kann, mit der vorhin gedachten Ebene, 
vnil die neuen Dreiknnte mit den fridierea suMnmen&llen. b) Steht 
J)Di Kenkrerht aut iE, ho bilden je zwei reditwinkli^ und mit 
Ä parallele Strahlen neb^t DDi ein normale« gleirhspi(i«:<»s Droi- 
kant, welchem ein prlclcbes im anderen Strabibusrh«! entspricht; 
und c) liegt fZ mitteitinne zwiiscben U, />} oder ist uuendl ich ent- 
fernt, 80 gibt tB votählige belleliige solche Dreikante. 

Erklärungen. 

Eine Ebene «nd ein rftamiicbrr Strahl husche! b pis- 
sen collinear oder reciprok, weoo eine zweite Ebene 
mit der ersteren bezüglich collinear oder reciprok und 
mit den letzteren (in Ansehung der betreffenden Elementen- 
paare) perspektivisch ist. 

2^wei räumliche Strahlbüs ch el heis.sen collinear 
oder reciprok, wenn bezüglich entweder beide mit der- 
aelben Ebene collinear oder beide reciprok, oder aber 
der eine mit einer Ebene collinear, der andere mit der- 
selben Ebene reciprok ist. 

Ohne weitere Erläuterung wird man nun die folgenilen Sätze 
für richtig belinden. 

Lebrsats 10. 

In zwei coUioeareji räumlichen Strahlbfischeln ent- 
spricht Jedem ebenen Strahlbfischel des eine» ein dem- 
selben projektiviseber ebener Strahlbüschel des ande- 
ren, UTiA jedem F ben enb {i s ( h e 1 des ersten ein demsel- 
ben projektiviseber Eb en^ub üs chel des letzten; und 
umgekehrt. 

Zusatz. Zwei räumliche Strablbüsc hei, deren Strahlen paar- 
weise gleiche Wnkel einschliessen , sind collinear, nnd Jenaesdem 
dieselben congraent oder symmetrisch sind, sollen Aie gle leb« 
liegend oder ungleicbliegend gleich beissen« 

Lebrsats 11. 

In zwei reciproken rftumlich en Sträblbüschel n ent- 
spricht einem jeden ebenen Struhlbüschel den einen 
ein demselben projektiviseber Ebenenbuschel des an- 
deren, und einem jeden Ebenenbtisdiel des ersten eis 
demselben projektiviseber ebener Strablbflschel des 
letsten; «na umgekehrt. 

Znsata. KVnnen zwei räumliche StrahlbQschel so gelegt wer- 
den, dass einem j<»den Strahle des einen eine gegen ihn senkrechte 
Ebene des anderen entspricht, so gilt dasselbe auch gegenseitig, 
und jedem ebenen Strahlbüschet des einen entspricht ein demsel- 
ben projekttviseb-gleielierEbenenbflschel des anderen; dieselben sind 

Theil IX. IS 
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dalier in jctier beliebigen La?p rc^dnrok, und zivar aoUen si« 
gleiche reciproke räumliche /Strahluüt$chel heisi^eD. 

Lehrsatz 12. 

Ist hei irgend einer Anzahl n Gebilden — Ebenen und 
räumliche Stranibüschet — in irgend einer bestimmten Ord- 
nung genommen» der Reihe nach jedes Gebilde mit dem 
darauffolgenden eollinear oder reclprok» so ist jede» 
mit jedem und t) a nn^ntl ich auch den erste mit dem leti- , 
ten coUinear oder reciprok* 

i 

LehrsatslS. 

In zwei concentrischen collinearen rSnmliehen Strahl- 

buscheln müssen sich allemal ucnigsten«: ein P.inr oiit- I 
sprechende Strahlen und ein Paar entsprecbeodo £be* , 
nen vereinigen. 

Bewei s nach Seite 25, 1. des 8ten Thls. des Archivs mittel« 
zweier auteiuandergelegten Ebenen, deren e'uie mit dem einen, 
die andere mit dem anderen räumlichen Strahlh<i5cbel perspekti- 
visdb ist. 

Lebrsati 14. 

In swei beliebig liegenden collineAren rSttmüiAen 
Strahlbfiscbeln sina wenigstens ein Paar entsprechende , 
Strehlen nnd ein Paar entsprecliende Ebenen parallel* 

Beweis nach dem vorigen Satze mittels eines dritten StreU* 
büscbcls, tvolclirr mit dem rinoii concentrlscb Ist ttud dessen I 
Strahlen denen des anderen parallel sind. I 

Lehtsata|5. 

In swei coIHnearen riurolichen Strahlbflscheln gibt 
es allemal ein Paar entsprechende normale gleichsei- 
tige Dreikante, d. h. drei zu elnand«>r rerhtu iiikligen 
Strahlen des einen entsprechen drei eben solche Strah- 
len im anderen. | 

Beweis. Es seien />, Di irgend zwei collioeare räumliche ■ 
Strahibiischel, nämlich I 

man denke sieb einen mit Di concentrischen räumlichen Strahl- | 
bflsehcl D^t dessen Ebenen a,« ßi* Yi* &uf den Strahlen i 
Cf, dl,.., des ersteren senkrecht stehen; cecbne jetzt diese . 
Ebenen auch zu />| und denke sich die deaselhen in D entsprechen- 
den Ehenen a,ß, v, ^ .. ; endlich denke mnn sirh einen mit D 
concentris(hen JStrahlbüschel dessen Strahlen a', 0' , c', d'."- 
auf den Eheneu a, ^, y* »senkrecht stehen; so ist, weil nach , 
Lehrsatt 11. Zusatz, die Sirablbfisehel D^ und Dz, D uad ff 
feeiprok sind: 
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(«i. «1 = ^ («. ^ • y , Ä.....) = ^' <a'. c', if.....), 
aho aacb 

l>(a, 6, c, rf....) - /yCa', 6', c', rf'. ..) 

So oll iinn in diesen letzten 8trahlbu(*-chein D, D' z^vci rnt- 
Kurechende »Stmlilen e, c' «icli vereinigen, niuM die zu D gehö- 
rige, nof (ee'^ senkrechte Ebene t in />, einer Ebene entsprechen, 
welche an einem Strahle e^ diene« 8trahlbd«cheU senkrecht stehle 
der seinerHeits wieder jenem ersten Strahle e oder («e') von D ent- 
Npricht. Nun ahcT gibt es nach L(>hrs:itz J3. allemal ein Paar 
solche Strahlen e, e'; also gibt es in den Strahlbüscheln IJ, Dt 
vath nilemal sirei eich eninprecbenile Stuhlen, welche anf zvfA 
Ebei^n senkrecht stehen , die sich ebenfidls entsprechen. Die die- 
sen Ebenen angehorigen entMnrechcnden projektivischen Strahl- 
hfischel aber enthalten allemal zwin entsprechende rechte Win- 
kel; also bilden die Schenkel des einen dieser Winkel mit dem 
auf ihrer Ebene senkrechten Strahle ein normales gleichseitiges 
Dreikant, welchem ein ebensolches Dreikant im anderen Strabl- 
bfisrhel entspricht. 

Die entsprechenden Kanten und Seiten dieser beiden Drei- 
iuinte sollen die entsprechenden drei Paar Nor niaUtrah- 
len und die entspredbenden drei Paar NormaleheDen der 
eeUliieareD riUmllehen Strahlbflschel beiasen. 

Lehrsatz 16. 

Zwei coHineare räumliche Strahlbflschel lassen sich 
allemal und zwar auf unzählige W^eisen in perspektivi- 
sche Lage bringen; doch fallen in jeder dieser Lagen 
immer aar eis beatlmmtee Paar esteprechende Normal- 
ebenen anfelnander« 

Beweis. Es seien D, A (Taf. V. Fig. 3.) irgend zwei eollmeare 
rSumfichc Strablbdsehel , deren Mittelpunkte eine beliebig gewihlte 

feste Lage haben; r, ri ; i, »i ; t, fi seien die entsprechenden 
drei Paar Morroalstrahlen ; und ; c, Oi; r, r, die denselben 
gegenOberliegenden entsprechenden drei Paar Normalebenen. Man 
denke sich Beide Strahlbüschel so gedreht, dass ein Paar dieser 
Ebenen, z. B. ^, , sic!i vereinigen, und sodann wieder den einen 
der in (qQi) liegenflen entMirechendeu ebenen Strablbäschel derge- 
stalt um seinen festen Mittelpunkt D* gedreht, dass irgend 
awei entspteebaide Strahles r, ti* derselben mit der Verbin- 
da^^^Iinie der festen Punkte />, Z)| zusammenfallen. Diess vor- 
ausgesetzt, so müssen diese ebenen Strahlbflschel perspektivisch 
sein, und sfimmtliche entsprechende Ebenenpaare von Z), /)|, 
welche durch die parallelen Strahlen r, geben, werden sich in 
fauiter mit r, ri parallelen Geraden, welcne auf dem perspekti- 
vischen Durchschnitt jener ebenen Strahlbüschel, also in einer 
Ebene S liegen, durchschneiden. Kann man nun zeigen, dass 
ausser r, noch irgend ein z\^eites Paar entsprechende Strah- 
len, welche nicht m der Bbene {oo^) liegen, sin bi einem Pmikte 
sefaneiden, eder dass ansser den Ebenen r'r nnd f^'r^» f nnd ^• 
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noch irgend ein Paar entsprecTien^e sich vcreirij^en, so werden, 
da zwei proj. Ebenenbüscnel durth drei Paar entsprechende Ebe- 
nen bestimmt sind, je zwei eiitspreclieiulc Ebenen, welche durch 
den Strahl DDt gehen» sich vereinigen, und dcninach je zwei 
entsprechende Strahlen von Di eich In der Ebene it echnei* 
den müssen. 

Zu diesem Behnfe Jenlf? man eicb diirr!i <1on Strahl r' eine 
Ebene gelegt, welche die Ebenen ff, t in den 8tralilen /' schnei- 
det» und durch Tx' die der ersteren entsprechende Ebene, welche 
die Ebenen ^ , in den entspreclienden Stnbien «i', Ii' schnei* 

• - * ' - 1 Punkte p 



det. Jetzt bestimme mnn anf der Geraden DDi swei 
und <| deqseetalt, daea 

und errichte in diesen Punkten in der Ebene ani />/>| zwei 

Senkrechte pt Femer bestimme man auf 2>Z>| zwei andere 
Pnnirte m« n so, das« 

Dm _ Ihi^ rot sf 

und hesehteibe in der Ehene (i^^i) fiber der Strecke mn als Durch- 
messer einen Krrts K. Es sind nun Idoss drei Fälle nu'iglicb : 
o) die Punkte m und n schüessen die Punkte p und q ein, und 
die Geraden o schneiden den Kreis A ; ö) die Punkte m, n 
werden von denTunIcten p, <} eingeachlossen« und die Geraden 
Pf g schneiden K nicht; e) die Punktenpaare m> n und p, q schlies- 
sen sich gej^enseitig aus, und die Geraden p, q scfi neiden K 
nicht; denn der Fall, diisa m, n mit p. q zuKainmenlallori, lässt 
sich immer durch eine andere Wahl der kStrabien t', /]' vermeiden. 
BAui bemerke hierbei, dass sowohl iti» fi ale p, q mit den Ponk- 
ton />» />! Iiarmonisch ebd. ^ 

a) Es schneide p den Kreis A' in 8; so denke man sich die 
in (^^i) liegenden ebenen Strahlliüschel (und /nrxleiih die rSum- 
liehen Strablbü*«rhe1 selbst) so lAw^f* um die Puiikfe /) />j !»e- 
dreht, bis die Strahlen jr, X| durch den Punkt 6 gelten; daun ist 

Aber tng6*' .tngsjri' ist das Produkt der T;nit,^enlen der Win* 
kel, welche zwei entsprechende Strahlen der gedachten elienen 
Strahlbuscbel mit zwei ungleichnamigen Schenkeln der entsprechen- 
den rechten Winkel einschlicssen, und dies« ist nach ArcMv Tbl. IV. 
S. 280. 6. constant; also werden durch diese letzte Drehung längs 
der Geraden DDi wiederam zwei entsprecliende Stralilen vereiDigt 

Nach einem bekaniiteu Satze hat jeder Punkt 8 des Kreises 
K die Eigenadiaft» dane 
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also ist 

Die den Ebenen t, gemeinsame Gerade steht im Punkte • auf 

(QQy) senkrecht» und sind nun t', die Punkte, wo diese Gerade 
von den Strahlen if^ ti pesehnitten wird, so ist flt' — A;\nv^%f 
— i^iS.tngj^d' = «t/; entweder also, schneiden sich die Strah- 
len Vy ti*m einem Punkte jener Geraden, oder die Punkte t', t|' 
liegen auf vernchiedenen Seiten von d gleich weit davon entfernt; 
im hetzten Falle aber bilden die Ebenen />t'/>, , Dl^' D, deiche 
Winkel nül (pp^) ; man kann also den räumlichen Stranibüscbei 
Dl dergestalt um seinen Blittelpunkt drehen, dass drei Paar ent- 
sprechende Ebenen, nSmIicb q und ^, rÜo und nDip, MJJi 
und Dil' Dl sich decken. FelgUch eind die liamUclien Stnht 
ilfischel D, Dl in boirkn Fällen perspektivisch. 

if) Werden die Punkte m, n von den Punkten p, <| einge- 
flcUewen, so denke man sich die Strahlbdschel D, Di so gedreht, 
dass jetzt die Ebeaeii t, Zi sneamuieiifiiHen und die StrMilea 
i^' sich länirs DD^ vereinigen, unt! lassr jetzt dip Strnhien s, Si 
dieseibe Kolle wie früher, und die Strahlen r', r/ (llejeniire flrr 
Strahlen f, ii spielen. Dann aber vertauschen die \Vinkei und 
ff, s^Ti und $iti* gegenseitig ihre RoUen» und folglich die nun- 
mehrigen Punkte p, q und m, n bezflglicli mit den früheren Punk^ 
ten tn, rt und p, q ihre Stellen; der neue Kreis K wird also von 
den neuen Geraden p, q geschnitten, und folglich lassen sich die 
StrahUiüschel />, D^ persnektiviscb legen. 

e) Scfalieesen die thrnkten paare m, ti nnd p, q sich gegensei- 
tig aus, so mugs, wenn z. B. die Strecke /Iq kleiner ais/i^q Ist» 
dagegen Du grOaeer als i^jn sein» folglieh 

W. jf'>W. 5ir/ und W. ff <J|V, 

wo immer nur spitze Winkel zu verstehen sied. Ist nun in Taf. V' 
Fig. 4. Tti ein normales gleichseitiges sphärisches Dreieck, dessen 
8<Steo Vea einem gvOeeten Kieiae der Kugel in den Pnnlrteii r', 
f*, f geechoitleB wetdeii, ce iet bekauDtiich # 

togffr'.siniCsstngfr' und togrt'j' .sinH' = tngr«' 

oder 

tngit'r' • coei f tngr«'» 

also 

tngir' = tngrs'.tngfC 

VerUndet man hiermit noch 

tng *iri' =:tagri4i' . tng#, V 

und nimmt , was offenbar erlaubt let. die jMiige BeBeiclfBueg in 
$iiiiie der früheren, so siebt men, dass» wenn 

W, jr'> W. und W. if <W. t^V 



Digili^ca by Google 



174 



ist, dann nothwendig W. fi^yW. ritj' «ein muw, wlihreod auch 

■W. r<'>W. 

ist* «Aach bemerke man, dass dann der stumpfe \V. W grussw 
als dir stumnfe tiSj' , also der spitze W. kleiner ftl« der spitie 
t^Si' und zugleich W. /r' < W. «ir^' ist. 

Können also im Falle c) die Strablbftseliel D, Di nicht perspek- 
tivisch vrerden, so lange man die Ebeneo p, ^ «Hier t, T| sicii 
(!fM keri Inssf . so ninKsen sie OS nothfreodig frerdeo, iresn die 
Ebenen cf, <Si sich decken. 

Und umgekehrt : sind dieselben der genannten Ijuv^q lahic. 
Indem die lÜienea q, qi sich decken, so ist sothwendig der Fall 
a) vorbandet», also 

W. i/^W. «nd sttgleich W. «f^W. «t%'; 

W. fr'^W. W „ „ W. i*'^W. IjV; 
W. ^ VV. r^si' „ „ W. ^ W. r^/i' ; 

es sind also die Strahl hiisehel der perspektiTisdhen Lage nicht 

fhhig, Tvedcr wenn die Rhenen f, noch wenn <J, Oi zur i)eckiini»: 
gebracht werden. Endlich If'nchtet ein, dass diesplhen in der 
perspektivischen Lage verharren, wenn man ihren Mittetpunkten 
immer andere Lagen gibt, aber daRir sorgt, dass ihre Tereintgteo 
Eheoenpaare vereinig[f bleiben. 

E r k 1 r u n g. 

In zwei rocipmken rSamHch<»n Strahlhtischeln soll jeder 
Strahl die Polare der ihm entsprechenden Ebene, und 
jede Ebene die Polare des ihr entsprechenden Strah- 
les; und wenn erstere coocentrisch sind , sollen je zwei Strab- 
fpn einrr Fhonc . von denen der eine in dor Polare des anderen 
|iei:t , z u ::cordne te Polaren dieser Ebene» und je zwei 
Ebenen, von denen die eine die Polare der anderen enthält, zö- 
ge ordnete Polaren des Strahles, in H«lcbem sie sich 
schneiden, genannt werden. Entsnrechen sich je zwei Elementen- 
paare in dop]>ettein Sinne, fjo wira diese diirrli dns Beiwort „har< 
monisch" augedeutet, und die Strablbüscbel beisseo dann iovo- 
lutorisch. 

Die folgenden drei Sfitze wird man ohne »Schwierigkeit ans 
den Sfttien 11, 5 nnd 6 absnleiten wissen. 

Lehrsatz 17. 

1 n z w e i c o n c e n t r i s rh c n r o r t p r o k e n r ä u m 1 1 ch r n N t r u h I- 
U lisch ein hü den die sämnit liehen Paare zugeordneter 
Polaren einer Ebene, in bestimmtem Sinne genommen, 
Bwel projektiTinehe ebene Strnklhischel, nnd die 
sämmtlichen Paare sngeordneier Polaren eines Strahls, 
in bestimmtem Si !! n e genommen, zwei projekti vische 
Ebeueubüscbei, und zwar sind jene eoeneo Strahl- 
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bösehel «owohl uIh diese Ebenenbü^chel in volutorUch, 
trettii die rSttmUcheo Strahlbfladiel invoIntorUcli 
Bind. 

L'ehr^atz 18. 

In zwei CO nee iitris che nrcciprnke ri räumlich en Strahl- 
bflscbeln gibt es entweder keinen oUer nur einen o der 
nnzählige Strahlen, welche auf ihren Polaren liegen, 
und diese Strahlen bilden entweder einen Kegel des 
zweiten Grade« oder zwei Ebenen oder nur eine eia- 
xige Ebene. 

Lehrsatz 19. 

In ztrei invohitorlseben rXumlichen Strahl bfiacheln 

gibt es entwederk<Mnen oder unzähii£je Strahlen, welche 
auf ihren Polaren liefen, und diese Strahlen bilden alle- 
mal einen Kegel des zweiten Grades, deeseu Berflh- 
rttngsebeoen ihre Polaren sind* 

Lehraatstt. 

Liegen zwei reziproke rfinmliche Strahlbflechel be- 
liebig im Räume, so gibt es entweder in keinem vun 
beiden einen Strahl, der mit spiner Polare parallel ist, 
oder es gibt in jedem nur einen solchen Strahl, und 
diese beiden Strahlen sind nnter eich parallel, oder ee 
gibt in jedem onzftbllge solche Strahlen; und zwar bil- 
den diese Strahlen entweder zwei Keimöl des zweiten 
Grades, deren Strahlen paarweise parallel sind, oder 
zwei Paar parallele Ebenen, oder ein einziges Paar 
solche BbeniSn. . 

Beweis. Denn denkt man sich einen dritten räuralichcn 
Sbahlbüaebel Z3^, freJcber mit dem einen der in Rede stehenden, 

z. B. D, coneentrisch ist und dessen Strahlen 02* ^i» ^t« dz-.., 
mit den Strahlen Oj, 61, c^, tfi-... des anderen /J, parallel siml, 
80 sind D und />} reciprok ; so oft nun ein Strahl seiner 
Polare « liegt, wird der Strahl ff| mit seiner Polare er parallel 
sein, und ist a der mit vereinigte Strahl von D, no niuss auch 
die dem nu^i^hnv'v^r Polare c/^ von n durch den Strahl «i gehen, 
also auch a mit seiner PoLire parallel sein. Folglich ergibl sich 
uB«er Satz ganz eiolacb aus Lehrsatz 18. 

Lehrsatz 31. 

In zwei reciurokeu räumlichen Strahlbüscheln s^ibt 
es allemal ein Paar entsprechende normale gleichsei- 
tige Dreikante, d. h. die Kanten des einen sind dIePola* 
r^n der Seitenflächen des anderen« 

Beweis. Denn ist 

Z>(a, 6, c, <i....) = />i((ifx, 
und denkt man sich einen mit Di concentrischim räumlichen Strahl- 



I 



176 

buschel dessen Strahlen o«, 6^, Cj, d«..». auf den "Rheonn «1» 

ßi' }'i > ^i- - .'^t'nkrcclit 8111(1, rechnet jetzt diese Strahlen zu Jji > 
und »Irnkt sif Ij wituler eiueu mit D concentrischen Strahlbüschd 
/>', dciiscn ^Strahlen u' , b' y c', tV .... auf demeDigen Ebenen u, p, 
d...» Ton D senkrecht sind, welche dm iSmluea d^... 
entaprechen, so ist 

D(n,b,c, tL...) = Dl (a, , , /i , öi....)z=D^(a^, b^, c^, c/a— ) 
= A (<>ft> ^» ^s* 4««) = ^(fi* ßfY» ^—0 = ^' (J*''> ^9 d*.,^)t 
also 

D{ti, b, c, it...)= D'ia', b', c', <f ....). 

8o oft nun in <!on collioearen Strahlbüscheln zwei ent- 

sprechende Strahlen e, «' sich vereiniijen , niuss auch der auf recO 
senkrechten Ebene c von /> ein Strahl in entsurecnen, 
welcher auf einer Ebene f| von i>| senkrecht stehC die inrerseiü» 
nieder dem Strahle {ee') von D entspricht. Man aber gibt es 
nach Lehrsatz 13. aDenial zwei solche Strahlen e^; aI»«o gibt 
es in ly alh'nia! einen Strahl und cino dnrauf senkrechte FJioiie, 
deren Polaren in /)| hezüglich eine Ebene und ein darauf senk- 
rechter Strahl sind. Erstere mugen r, letztere Qi» heissen. 
Sämmtliche der Ebene q ansehürige Strahlen von /> bilden einen ; 
ebenen StrahlbOschcl B, und deren Polaren einen mit B projekti- 
visehen Ebenenbüschel ä< » dessen Achse rj ist» dessen Ebenen 
also auf Qi senkrecht stehen , und ^| schneidet pi in einem ebe- 
nen StralilbÜHchel , der also auch mit Ä projektiv isch ii<t. Aber 
JJi haben allemal zwei cnt«iprecbende reclite Winkel; also 
gibt es in B zwei reehtirinklis^e Strahles $, t, denen in 3, zwei 
Ebenen Ci , r, entsprechen, welche ebeefällseiDen rechten FlScfaen- ' 
Winkel einscnÜei^ser) ; und somit :rt?»t es in P drei zu einrinder 
rerhtwinklij^e Strahlen r, l, denen iti /\ drei zu einander recht- 
winklige Ebenen p^* ^if entsprechen, und q, 0, t sind die 
Verbindiin»ebenen von g und r nnd t, r nnd t ; «nd sind rj, 
Ht tt die Dnrchscbmttslinien von Ci nnd tt, nnd T}, ^ und «i, 
so mOssen auch ttf t und tg, ^i, sieb besOgiiefa entsprecben. 

E r Ic 1 ft r u n g. 

Die so erlialtenen drei Strahlen r, t, t und deren Polaren 
01, T| (oder Ti , 5| , nnd (),<r,T) sollen drei polarische Not* 
malstrahlen und Normalebenen, und je zwei Strahlen r, ri; 
'» *i > ^» zugeordnete Normalstrahien, je zwei Ebenen 
Q, Qi; (S, T, T, zugeordnete Nor malehenen der reci- 
proken Strahibuschel J}, Di beisscn. 

Lebrsatz 22. 

Zwei concentrische reciproke räumliche Strahl- 
btlsehel sind invointorlscfa, wenn irf^end swelStrablen, 
welche nicht, oder wenn irgend drei Strahlen, welche 

auf ihren Polaren, doch nicht in einer Ebene, lie^ren. 
denselben in doppeltem Sinne entsprechen: nnd daher 
auch, wenn ihre zugeordneten KormaUtrablen sich 
paarweise vereinigen. 
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Beireis naeb Lebisatz h mittel« zweier anf eioander geleg- 
ter Ebenen» welche duseln mit den lieideo Straiilbilechelo per- 
epektivlscli sind. 

Erklärung;. 

Die vereinigten NorniaUtrahlcn (rri), (mj), (tti) oder r, *, < 
sweier inTolutortschen rSiimHeheii Strablbllscbel sollen die Achsen, 
und die vereinigten Nonnalebenen (^^i)» (oci), (rx») oder q, 6, x 
eoU^n fVu' Achsenebenen dieser ^^trahlbilschel neissen; ferner 
jede Kbene, welche durch eine Achse geht, eine Durchmesser- 
ebene diet^er Achse, jeder 2S(rahl einer Ach^enebene ein 
Achsen strahl dieser Ebene. Die Hauptstrahlen der von den 
sog. barm. Poluee einer Durchmesserebene gebildeten Involution 
oder auch die von d«'r betreffenden Achse glelchweit nlistchenden 
zug. barm. Polaren bilden zwei Winkel; derjen^e von beiden, 
welcher von der Achse gehülftet wird, beisst ein Du rch messe r- 
wiaitel, nnd die zwei zuseordneten Darchmesserebenen zugehö- 
rigen niirchmes^ernifikf 1 luMs;srrr selber zugeordnete. Die bei- 
den einer ArTjscncbene zugehi»ri«;en Durchmetu^eminkr! heis.sen 
Achsenwiu tcei in Bezug au 1 die Achse, von welcher sie 
gehilftet werden, und Ihre Schenkel Scheit elkanten der Invo- 
mterlschen Strahlbftsdiel« Elienso bilden die Hauptehenen der Tcn 
den zug. harm Polaren eines Achsenstrahls grbüficfcn Involution 
von Ebenen oder auch die von der Aehsenebene gleichueit abste- 
henden zug. harm. Polaren zwei Winkel; derjenige von beiden, 
welcher von der Acbsenebene ^hSlflet wird, heilst ein Achsen- 
strahlw inkel, tind die zwei zug. Achsenstrahlcn zugehörigen 
Achsenstrablwinkel heisscn selber zugeordnete. Die beiden 
einer Aclise zu^ehürigcn Acbsenstrahlwinkel sind den beiden Ach- 
senwinkeln gleich, welche der gegenfilierliegenden Acfasenebene 
angefauren; ilire Schenkelebenen kiioneB Scheltelebeaen der 
Stnhlbascbel genannt werden. 

Eriengen diese letzteren etnenKegsl, so sind die Achsen nnd 

Achsenebenen derselben zugleich auch Aclisen und Achsenebenen 
des Kegels. Die ifincrbaüj des letzteren liegende Achse heisst 
die innere und die ihr entsprechende Acbsenebene die äus- 
sere; von den beiden Achsen winkeln, die der inneren Achse zu- 
gehoren, heisst der gr5sii»ere derHaopt-, der kleinere der Neb en- 
aeh^enwi nkel, und der *jpitze, ncb lier in der äusseren Ach- 
»enebene liegt, der äussere Achsenn inkel ; Ilaiipt- oder 
ebenacbsenebene sagt man, jeuachdem dieselbe den ilaupt- 
oder Nebenachsenwiokel enthdt; und auch die entsprechende 
Achse beisst Haupt- oder Nebenachse. Erzeugen aber die 
Strablbfischel keinen Keircl , so sollen die drei spitzen Achsen- 
winkel je nach ihrer Grösse Haupt-, Mittel- und Ncbenacb- 
senwinkcl, die sie enthaltenden Acbsenebenen Haupt-, Mit- 
tel- und IN eben achsenebene, und die darauf senkrechten Ach* 
sen l>ezu'glich Haupt-, Mittel- und ISebcnachse beisscn. 
Kommt nur eine eiriziirp Achse in Detracht, nird derjenige Ach- 
senwiakel, dessen Schenkel wirkliche iScbcitei kanten des hLesels 
sind, und wenn keto Kegel voifaanden ist« der grossere der Ach« 
senwinkel» welche dieser Achse zugdivren, Haupt-, der fcbinere 
NebeDachsenwinkei genannt werden. 
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Lebr«ats 

Der äussere Achseinvi nkel und der M ittelftchtfen- 

winivol «jehoreti allemal der IVebcnach«« an; und der 
.Mittelachse i^i hureu allemal der Uaupl- uod der ^iobeu- 

acb!»e uw i n k«; t an. 

Beweis. Man denke Mch a) wenn ein Ke^el erzeugt wird, 
auf die iiiiK^re Achi>e, ö) wenn keiner erzeugt wird, auf irgend 
eine Achne oioe Ebene «enkrccht gelegt, »o erhült man zwei In- 
voIntorUche Klienen , deren Mittel|)unkt der Fusspunkt jener Achse 
ist lind derffi A<hs<'M mif <lon heiden anderen Achsen der invo- 
iutori«chcu 6truhll>üi>ci)et |iaraiU>l sind. Auii^erdeni ist der von der 
grSeeeren Achse ^er Ebenen i^eliälftete kleinste Winkel, den zirei 
zug. Durchnie($«tcr derselben einscblie^isen» demjenigen Achsenwin* 
kcf 'jleich . \vf'!fher der mit jener Ebene paraileIeD Aehseiiebene 
und der mit der fxrässeren Aeb*<c der Ebenen parallelen Achse 
der Strahlbii^chel angehört, lie/etchnet man nun die Hälfte jenes 
IdehiKten Winkeln mit die halbe grusae Achse der Ebenen mit 
Af die halbe kleinere mit den halben Achsenwinkel, welcher 
jener er."<ten A<'bs«' an'^ehfirt und die Strecke A liestirnmt, mit « 
und den halben anderen, welcher die iStrecke Ji bestimmt, mit ß, 
endlick den Abstand der Mittelpunkte der Ebenen und der Strahl* 
bOscbel Ton eimader mit A ; so ist 

Assk.taga, B^k.tt^ß, 

und nicht nur Im Falle a), wo A und B einer Ellipse aogebvren, 
sondern auch im Falle b), wie aus der am Ende des £. I. ent- 
wickelten Gleichung 00 benrorgeht» wenn Agssy, BiSiQ gesetxt 

wird: 

, B tngj» 

Da nun^<^, 8o ist auch ß^a und ]^<45^. Hiermit i»t 
also bew'iefeft, dnss im Falle «) von den beiden Aehsenwinkeln, 
welche auf der äusseren Acbsenebene liegen, derjenige ein spit- 
ser, d. h. der äut^sere Achsenwinkel ist, welcher der auf der Ebene 
von ß stehenden Achse , d. h. der Nebenachs« angehört. Im 
Falle 6) denke man sich in Taf. V. Fig. 4. die Bogen r*i , rf* ; sf,sr'; 
tr'i (Si als die Maasse der halben Acbsenwinkel, welche bezug- 
lich den Achsen r, s, t angeboren ; so ergibt sich aus dem Von* 
gen, dasH wenn tt' <,tf isl, rs| < 45^ sein muss. btnunsf <4')<*» 
so ist tsi<,ir' an« demselben Gnmde, als r»|<4(l^ Ist, wenn 
st' <^st' \ und foluürh ist rci>«r'; also messen die flf>j>pelten 
liegen sl' , rf| und st' drei spitze Achsenwinke!, von denen der 
erste der grusste und der letzte der Jilein«ite i^i. Int dagegen 
«f >40<^, so Wt ausser rti ancb rC<45^. Es sei nun rj| <r^; 
so ist «•'<4r)n. und da rl'< 45», »o ist /r'</#,, also rr'>ri|; 
die dop]»clten Bogen rf , sr*, rsi me.Myen a!«*« drei spitze Winkel, 
Ton denen der erste der grdsste, der letzte der kleinste ist. Oder 
ist endlich rsi > rif, während tl' > 45« ist, so ist Ir' < 45«, nnd 
weil von vornherein sr'^if ist, so ist fr'>rt'; also messen wie- 
der die doppelten f^i^^en: r*i dm i^rn^jsten, fr' den mittleren nnd 
rf ilen kleinsten spitzen Adisenw iokel. Unser Satz ist also voll- 
ständig erwiesen. 
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Anmerkung. Vetglekht «an i^^»a'i«"**"5/'**^!t^I 

mmmS dM« die »echs Scheitelkaiitcn 7"rirr involntoriacfc« 
riUmilicher Strahlbüschel drei zu drei in vier bbrn, n i.e^e». 

l^n der Fieur, welche Her letzten Betrachtung /ai Grunde lag, 
seien A. Ä irgeod zwei halbe zogeordnete Diirchmes8erlän«eii 

fer invJlut^dS. Ebenen, a. , /J. die f«--l«rui Ä'un^ 
halben Darchme.8orw,nkel der luvolnforisclu-n ^trahlba^che und 

,r Hie Winkel, w^-Iche jene i)Mrchnie8iior bezuglichmU 
einander uml mit .kr -rossen Achse eiiischhes^en, oder, ^^'^ 

einerlei i«t, d.c Winkel. ^^^^^^.^^''t'l^^^^ 
Seaeo bezaglich mit einander und mit der den Wmkal a eathnl 
tendeo Acbaenebeoe eio^cbUeaaen ; mo tat 

^i=Ä.tngc.i, ß,=A.tngft, ^=A.tng«, B^h tngßl 
und Dach Atcbw. Tbl. IV. S. m. und j. 1. iat 

Hieravs folgt 

tag *«i + tDg % = tng ^ + tag«? ; (1) 

tngöi.togft.iiinqpsrtngcf.tagfJ; W 

tng^tti : tng % =«in 2a' : «in 2/3'. (3) 

Steht in dem Falte, da«» die Involutori^rhrn Sfrahlhiisrhel einen 
K?el erzeueen, e'mp Ebene nicht auf der inneren. sundera auf 
!l^?tl?tpt oa"; ISelH nach«e aeokrej:ht, so erhält man atatt der 
Ellipse eine Hyperbel, und da flir die«© 

Ut, 80 iat auch 

tfig4a,^tng*A=tDg%— tngV «• »• 

Andererseits (k nke man aicb jetzt wieder attfdne Acbae r 

irgend zweier invulutorischer StfAilWtacbel «n« B>eii# ft »enk- 

rieht errÄ;^ wt\ a der ia der Ach.enebene oder r l.e- 

Lende " der Achsenebene rt oder . liegende zur Achse 

f^hnri^c halbe Arhsenwinkel ; «, a, seien irgend zwei zug. 

Pol .'ren «der Achsenstrahlen der Ebene t, welche mit r 

KiLSilirh X Winkel «i' dawbllcaaen, und zwar «ei «' grfla- 
bezüglich die >\inKei , i ^ . ^^^^^ p^ ^^^^^ 

AÄtUleTt ^^^^^^^^ AH,. . ebene . bez.Hglich die 

FlächenS ein8cblics8«. LuUlich «eien , bezÖR. 

r- u ^In Stmh^n a if. MKebörlgen halben Ach»en«trahlwin- 

weÄEbLne^^ 
FK^nJn enthält von der Achse r im Punkte ^, von den Achsen- 
SS^en Tu^^^^^^ uT den Geraden (Achsen) A ß, weiche zugleich 
betreffenden halben Achsenlängen vorstellen mögen, von den 
AchLnstmh^^^^^ «, Ol den Ponkteu «, a, und von den Ebenen 
Acb»enstranie» «, 1 ™chnilten, und ca seien q)'. die 

k£il7wÄ?r^r"i^^^^ mit A einachUeaaen. öieaa Tor- 
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ausgesetzt, so sind fy fi z^vei zut». härm. Polaren des Achsen - 
Punktes a in Bezui^ auf nie involutorischeo Ebenen, t\\»o nach der 
an finde des §. 1. und anderwärts entmckeiten Gleicbuog (1) i«t 

aber in dem Drcikant, dcHsen SchcHel a und dessen Kanten «, A, 
f sind, ist der von den Ebenen nud x eingescbiosseiie Flächen- 
wHikel ein rechter, ^' der von / und A\ R—vS d^rvon a mul A 
•ingecdiloHsenc Kantenwinkel nnd <p d«r dem ^ gegenfiberfieg«»!« 
Flüchenwinkei; also ist 

tilg ff) = tng 9 . sin {ft — a!) =. tng (p cos a' 

nnd ebenso 

tng 9^ ' = tng 9| . cos ; 

also 

tng 9' .tng9i' = tng9.tng9i .cos V = JJT^* 

Das Produkt tng9.tn^9i ist für je zwei zug. härm. Pola- 
ren des Strahles a cnnstant und der zweiten Potenz der Tang^eate 
des halben Achscnstrablwinkels gleich, weicher dem Strahle a zu- 
gehurt; B^k. ins^ßt Ma^k.togti^ und ü<ii—h(inga'Ji;:tDga,'), 
irö das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem die Strahlen 
o, 01 auf verscbiedeoeD Seiten oder auf einerlei Seite Toa r lie- 
gen; also ist 



tne'jS 



oder 

j - tng'l? tng^^(l- f tng««') 

— ein«'.coso'(tnga':£togci0"~' tngo'(tuga'itngffi'> ' 

abensa^abor auch 

Wö ^1 -üinoi'.cosa^' (tnga'i:tngaxO~tngai' (tng«' i tng V)*^^ 
Hletana folgt 

tng'jg ^ tPgg/ J:tiq^« -f. tnpg .tng«/(tn?>tt^ jf: tnga/) . 

— togc/iingfli' ^ toga'.tniV ' 

folglich, da tngo'.tngai'=:tang«a ist: 

tng«4 itog«A =-^|^(ing^i:l)=tng«^(l Acot««). (2) 
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tngcf' CO»*«' (tilg«' J: tHgO|'} 



^ tngoi' . COÄ Vi' (tuga' J: tnj» er, ') 

tnga • tngtti (sina co«»«^ icoac'sincfi')* tng^o . tim\a' i «i'}'/ 
folglieli, «reim ^ der tob % eingeseUoMene WbM ist: 

tDg Ai . tog Bi . sin ^ = tng . cot u, ^\ 

tngM, :tng«Ä =-T— T^^ — -j ' ^ ? sainSv/xsinV* <4) 

Ist y (U r halbe Acbsenwinkel, welcher der Achsenebene ^ und 
Bwar der Acbee $ angehört, so lat> wie wir obeo gesebeo» 

tng^stngft.tog/ 

oder auch 

tng^.colcf = tngy; 

daher lassen «ich die zweite iind dritte der obiges Relationen auch 
so wie folgt ausdrücken: 

togMid:tiig2^i s=tDga/3i:tiig^, 
tngil, .tngl^ .mni^:5stng/}.tag7; 

was auch an uod für sich kiur ist, da j? und / den, deuKUg. Ach- 
eenstrableo $, r angehörten halben Achaenatrahlwiafceln gleich 

«od, (ur welche ainf =1 l^t. 

Bedenkt man endlich, dass die Strahlen a, Oi mir dann auf 
einerlei Seite der Achse r iiegen, wenn die Achseneheue r den 
erzeugten Kegel durchschneidet, so tvird man sich volU^mmeu 
TOD folgenden DoppeLsfitien Überzeugt halten: 

Lehrsats '24. 

In zwei inToluloriecben räamlichen Strahl bflecheln 

ist allemal 



die Summe oder der Unter- 
schied der zweiten Poten- 
zen der Tangenten zweier 
ftogeerdneten halben Durch- 
messe r w i n k e l , j e II a ch d e m 
die betrefl'ende Achse in- 
nerhalb eines Kegels liegt 
odernidif, too unverinder- 
lichem Werthe^ «nd swar 
bezüglich der Summe oder 
dem Unterschiede der zwei- 
ten Potenzen der Tangen- 
ten der zu jener Acfaae ge- 
hurigen halben AchaeDwio- 
kel gleich. 



dir Siiinmr od<»r dert^ntpr« 
schied der zweiten Poten- 
zen der Tanj^enten zweier 
zugeordneten halben Ach* 
scnstrahlw in kel, je nachdem 
die betreffende Achsen ebe- 
ne ausserhalb eines Kegels 
liefft oder nicht, Ton nnver- 
ftnaerlichem Werthe, nnd 
zwar bezüglich der Summe 
oder dem Unterschiede der 
zweiten Potenzen der Tan- 
genten der an jene Achsen» 
ebene stos^endcn halben 
Acbsenwiukel gleich. 
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L • b r s 

DasProdokt der Tangen- 
ten je zweier zugeordneter 
halber Dnrchmesscrwinkcl 
In den Slims des von ihr(Mi 
Ebenen eingetichlo^be n en 
Winkels ist von unverän- 
derlichem Werthc, und swar 
dem Prodnktf» der Tangen- 
ten der ha Iben Achsen- 
winkel gleich, welche der 
betreffenden Adise ange- 
boren« 



ata 25. 

Das Produkt der Tan 

genten je zweier zugeord- 
neter Halber A eh spnstrahl- 
u iiikci in den ÜSiitiLS des voQ 
den Acbi$cnt>trah len einge* 
achloaaenen Winkels ist 
von unveränderlichem AVer- 
the, und zwar dem Produkte 
der Tangenten der balbeo 
Achsenwinkel gleich, wel- 
che an diebetreffende Acb- 
eenebene atosaen. 



Lehrsatz 30« 

Die aweiten Potenaen 

der Tangenten je zweier 
zugeordneterhalher Durch - 
messerwinkel verlialten 
sich umgekehrt wie die 



Sinns der doppelten Win- 
kel, welclie itire Ebenen 
mit einer Achaenebene ein - 
schliessen. 



Die swelfen Potens«ii 

der Tangenten je zweier 
zugeordneter halber Ach- 
senstrah Iw in ke 1 verhalten 
sich umgekehrt wie die 
Sinns der doppelten Win* 
kel, welche nie Achsen 
strahlen mit einer Achse 
eins eh Ii essen. 



Durch die Achse i und den der i\chsencl)cne r angehr»ri<j:en 
Achsenstrahl a sei eine Durchniesscrpbene eclcgt, und die Schen- 
kel m, m' des dieser Ebene angehörigen i)urchmesservviukels 2d 
mit dem zugeordneten Achsenstrahle aj , d. h. der harm. Polare 
dieser Ebene, durch zwei Eheneo verbunden; so ist der von den 
letzteren eingeschlossene Winkel der dem Oi angehoriee Ach- 
senstrahl winkel, und man hat für die Winkel ^, tp, aes von 
den Strahlen a, m gebildeten rechtwinkligen Dreikants fol- 
gende Relation : 



Nun aber war 



tugi^ «siu^^lngd. 



also ist 



tng At • togi^ . aln ^ s tng^ . tngy = tng*j3. cot a; 



tn^Ji .tngdnrtog/2.tng]fsstDg^/3*cota. 



Lehrsatz 27. 

Das Produkt der Tangenten eines beliebigen hal- 
ben D urcbiu csserwinkels, welcher einer bpstimnitcn 
Acht<c augeliürt, und des halben Achscnstrah Iwi nkels, 
weicher demjenigen Acbsenstrahle angehört, in wel- 
cbem di# entsprecbend« Achsenebene van der Durch'* 
roesserebene geschnitten wird, ist von uaveränderllch^n 
Werthe, und zwar dem Produkte der Tangenten der an 
die«»e Acbaeaebene stosaeoden halben Achaenwiakei 
gleich. 
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E$ «itetolit Biro die FVig«: «) ob «nd «rie Tieie Ebcneiit uo4 

b) ob und wie viele Strahlen in sivei involutorischen räumliclien 

Strihlbuscheln jjUit, tferon ztispordnote hnrrtKtrusfhr Pi)lnr«»n 
eine iitvolutioti der rechten WiiiUcI bilden? und die»c I rage >vird 
entochiedeii »e'm, wenn aus«ier d«iu 80g. Schenkeln der entH|>r«s4.hen> 
dt« feofatea Winkel nech ein einslge« Paar zug. härm. Puluren 
einer Ebene oder eines Strahles, w^ch« Kcbte Winkel einecUiee* 
«en, nachgewiesen werden köDDen. 

a) (übt es eine solche Ebene, ko mnss sie ejnr Diircbmes- 
serebene sein. Denn wSre si«* dieses nicht, so sei a der Strahl, 
in welcheiu «ie irgend eine Ach{»enel»€ne, z. Ii. ^, schneidet; die 
ham. Polare ron a wfirde durch die Acbee r pteben und jene 
Ebene in einem Strahle O] schneiden, welcher nit e einen rech- 
ten Winkel bildet. Abo wiirde o auf r und «i, , d. h. auf «einer 
Polare senkrecht »ein, folglich cnttveder mit s oder t znaafluneB* 
fallen» oder je zvrei vag, bann. Polaren von o u Orden recbte Win* 
kel einseblleseen, wao iib Allgemeinen nicnC angenommen wer- 
den kann. 

Femer kann eine l>nrchmcs.screbene, deren zuj;. harm. Pola- 
ren eine Involution der rechten Winkel bilden , im Fall ilaa» ein 
Kegel erzeug wird » deneelben nicht durchschneiden, weil tonet 
jene Involution au8 un (gleich liegenden Gebilden bestehen wQrde, 
was uidersprechend ist: sie kann also nicht der inneren Achse 
angehüren, und der Strahl a, in welchem sie die betreflende Acb- 
seiiebene ecbneidet« nrass mit der inneren Aebse einen gi^sseren 
Winltel tt' eintcblietsen , als der zugeordnete Achsenstrahl ri|. 

«den a» die der inneren Äcbte angebdrigen halben Acb* 

tenwinkel, woliei nnentecbieden bleibt, ob a^|9 Ist, und y der 

halbe Intsere Achsenwinkel ; r sei die innere Acbee ; der Win- 
kel rf !;ehnre fler Ebene t, ß der Ebene 0 an; u »ei der Strahl, 
in ueiciieni eine beliebige, durch die Ach^e I gehende Üurchmeti- 
serebene 21 die Achsenebene r schneidet; der dem a angehö- 
rige hallie Acbeenstrablwinkel , ö der der 21 angeburige halbe 
Durchmessenvinkel, und a' der Winkel, welchen n und r ein* 
«cbUetsen; to iat nach dem Obigen: 

tng . tng d tag . cot« 

und 

tnit«A - ^^'^ 

™ tngtt'(Uig«' — tn-» «j') cos^«' 

^ sin — cos %' . tng *a 1 — cosV(l + tng^' 

Wfeie nun 1=45^, so wSre 31 eine Ebene» wie wir ein «leben; 
man setse aleo tngdsl» to Ii* 



cos 



tng = tng4g.cet V= | ^^oe V^Ä tngM ' 

— tngV— tng^g _ |-~ tnt^^ft.cot^ 
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Jedenfalls muss al^^o ßy« sein , und da dann auch 

ist, «o gibt 60 ftllemiil *siv«l Ebenen 3, nber ancb mir sirel; vuA 
zwar gehören dieselben der Nebenach 8e t an und bilden wM 
der hrneren Acbse r einen Winkel a'» welcher dnrch die Gleichmig 

- , 1 — tne*«.cot%J 1 — tng*y cos%( 

beetimrot ist, indem jetzt tng«=tng/3.tng/ Ist. 

Ist kein Kegel vorhanden, lun] n ( rdt n alle vorigen Hestini- 
mimgen mit Ausnahme der besonderen Bedeutung der Achten und 
Achi$euebenen beibehalten, so ist 

tng^i .tng^ s fng*/}.€ot«; 

- , . tngf^ tn^ ''ß 

'**"'tDga'(tngo' + tnga,OcosV ~ sinV + cos V.tng«« 



i-f-cos (tng % — 1) ' 

aino, wenn tngis=l gesotst wird: 

tngV—tnf^y _ <iig-ff.cQt^i3— 1 l-tnggg.cot ^jg 
tng2^(tng2«— !)■" tog--««— 1 " l — tng«a ' 

Es find nun blow drei FÜln denkbar: 

Ist im Falle 1) a>/3, so wird der ganze Austlrucii: negativ, wa» 
unmöglich ist, da cos%c' Immer positiv ist; diess ist aller ntcbt 
der Fall, wenn |3>a, und dann ist auch 1 — tng2«.cot*ß< 
1 — tng^o. Im Falle 2) niuss «> |3 sein, und im Falle 3) führt jede 
Annahme zum Widerspruch. Geht man nun auf Lehrsatz 23. zu- 
rilek nod bedenirt, dass weno in TaT. V. Fig. 4. fr' nnd sf Ideiner als 
45^, und sr' < sf , dann Ir' und ii^ grosser als 45^, und fr' > f^i; 
r#j<45", r<'>45" sind, so schliesst man aus dem Voiis^m. dnss 
die gesuchte Ebene 21 nur auf derjenigen ArhsenclK iu' senkrecht 
stehen kann, welche den kleinsten, d. h. den iNebeuucbscnwinkel« 
entbSlt, nnd also durch die Nebenachse seben muss, und dasa es 
nothwendig zwei, aber auch nur zwei solche Ebenen gibt, derm 
Neigimg gegen die IVlitfelach^e oder, was eineilei Ist» 'gegen 
die Hauptachseoebene durch die Gleichung: 

1 — tng*K I — tng»«~oosV CO« 2« 

bestimmt wiM, Indem ß, y, a clcr f.'pihc nach den halben Unipl*» 
Mittel- und ^cbeoadisemvinkel bedeuten. 



Digitized by Google 



185 

h) Gibt es einen strahl ü, dessen zug. harin. Polaren eine 
luvulution der rechten Winkel bilden, sa rauss derselbe einer 
Adwencbene angehSren; denn «Ke harm. Polare Oi derjeniceo 
Ebene welche a mit einer Achse, z. B. mit r, verVmdet, l&gt 
hl der x\chsciiebene q, welche auf o senkrecht steht: läge nun 
a nicht in 9, so würde auch die Ebene, welche oi mit a verbin- 
det, aal er senkrecht «ein nnd folsliftb aoeb «i auf er; entweder 
würde also a mit einer der Aefaiieiiebenen tf, r zuaemnieofallen, oder 
je z^vpt zug. harm. Polaren f\*'r Fljene p würden ret ^te Winkel 
eioscblie^seii , was im Alii^emeinen nicht anzunehmen ist. 

Ferner muss der Strahl a, wenn ein Kegel erzeugt wird, in- 
nerhalb desselben liegen, weil nur dann seine zug. barm. Polaren 
gleichliegende involutorische Ebenenbüschel bilden, und muss da« 
Ser mit der inneren Achse einen kleineren Winkel a', als sein 
zug. Achsenstrabl Oi, einscbliessen. Daher ist, wenn wir alle un- 
ter ä) gemaditen Bestimmungen beibehalten, jetzt 

. L"£!^^ tng«g 

~tDgaf (tDg«|'— tnga') cosV"~cosV.tng^— sinV 

— cosV(tng«a + i)--l* 

Wäre min der halbe Achsenstrablwinkel Ai=4S^, oder tne^^ssl» 
so wSre a der gesuchte Strahl. Unter dieser Annahme aiber ist 

* ««r__ 1-f tn g»/3 coa*tt 

l + tUg%~C08V 

oder 

Cosa 



C08<C' = 



cos^' 



Es |dbt also allemal zwei Strahlen a, wenn a > d. h. auf 
der Hauptachsenebene, und zwar ist der von ihnen und der inne- 
ren Achse eingeschlosticene W^inkel die eine Kathete eines recht- 
winkligen Dretkants^ dessen andere Kathete dem halben Neben- 
aehsenwinkel, und dessen Hypotenuse dm halben Ha8|itachssii- 
winkel gleich ist. . ^ 
Wird kein Kegel erzeugt, so ist 

. tng^^ tngy 

'^***tnga'(tngo' + tngffiO«»V^«inV-f-cosV.ti^V 

io^'^ß . 

■■l-|-cosV(tng««— 1)* 

aU^ wenft tngili=rf gesetzt wirds 

-.^tnir^f^ — 1 1 — tni?*/? _ eos^a cos 2^ 

' ***^^tng*a^l tng% " cös"^ * cos2«; 

JUt nun a<4S^^ ßK^* so muss a<j3 sein, wenn efai Werth ftr 
tt' existiren soU; ist a>45^ ß>^,-^ Uet ß>at und ist 

Thcil n. » 
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«^48», fi^ilS^, so ist kein Wink«! deiikl»ar. Abö g$bt m 

aiidi Jetzt allemal zwei, uberajocli nur zwei StrsUep «; dieselben 

Ueeen auf der NelHMirtrhsctirbone und schUe8»en mit (Ijt Mittel' 
acose eilten Winkel u' eia, \^eichor durcli den halbeo iiaupfcaeh- 
»enwinkei ß uuU den tuilben Nebenacbsenwinkei a ho, wie gezeigt, 
bestiaiiDt wird« 

No«b Ist Btt bemeri^eik, dass, ireBd tt==:f^ ist, im Fälle 
eestt'r^O ist, also beide Ebenen H liezilglicii mit det äasseren 

oder der Mittelachsenf hene zusämmcnfnl^-T) . wa.*? anrh dnrnu.«» fol!*f, 
da«<»i dartn die Glcichimu; tn<rßr-=tn^c(.Ui»:y iin «l<*n balben äuajse- 
reh oder Mitteiachsenniiikei y den Wcrtb von 45"* liefert! und 
<k»s im i^aile 6) eosa'=sl ist, also die beiden Strahlen ä MatOg- 
lieh mit der inneren oder der Mittelachse sich verelni^n, vrondt 
wiederum die Gleichung tng)r=:l flbereiostlmmt 

E r k 1 S r n u g. 

• In znci idvolutorit^cben riuimliclicii Strahlbiiscbeln aoli jeder 
Strahl und jede Ebene, deren züg. bann. Polaren eine hivonition 
der rechten Winkel bilden, bo/figlich eine Brennlinie und eine 
Brennebene dieser ätrahlbi«okei 



■ L e h 

Zwei invoiu torische rau 
besitzen im Allgemeinen 
allemal zwei, aber auch nur 
zwei Hre II II ebenen, und 
zwar gehen die Reiben in 

i'edemFalle durch die Ne- 
eoachse und haben gegen 
llle ianere oder die Mittel^ 
»ch^e gleiche Neigung« 



r s a t z 2.S. 



III Ii ch e 8 1 r a h i b ü fi ch e 1 
be^^itzcn im Allgemeinen 
allemal zwei, aber auch nur 
zwei Breiinli nicn, und zwar 
liegen dieselben auf der 
Haupt- oder derNebenacb- 
senebene, jenachdem er- 
«tere eitt^n Kegel erzeu- 
gen oder nicht, und sie 
haben gegen die innere 
oder die MiUeiach«egleiche 
Neigung. 



Lehrsatas 29. 

Jofler Kegel doK zweiten Grades wird in Ewe! v*r» 
ßchiedcnon Richtungen, welche auf der Neben achsen- 
ebene senkrecht sind, von einer beliebigen Ebene in 
einer Kreislinie geeehnitten. 

Beweis. Denu aus Archiv. Ihi. Vlll. S. 44. geht hervor, 
dass ein jeder solcher Kegel zwei intelutatisehe ifiiflDicke''8tiald». 
bflschel bestimmt, und da die zug. Durchmesser eines Jeden ebe- 
nen Srhüittos des or^teron dort zi!?. h;mn. Pahren emer Ebene 
der ict/lercn |)araiiei »ein müssen, so bilden die zug. Durcbmea- 
ser derjenigen Schnitte des Kegels, welche einer Brenneliene die- 
ser StrahlbOechel parallel sind,, eine Invehllito der sfe^ten Wm»' 
hnl> s«hi(ren eise ÜMitet Kielssa an. 
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Anmerkung. Die Breiinlinieii und üreuuebmcn /neier invQluto- 
rtscher räumlicher Stmhlbtt^chel sind nicht nur iur die Theorie dei 
Kegels, Modem anch lilr die der yttcben des sfveiten 6i«det 
Oberhaupt von Wichtigkeit. FTat nian nämlich sich tiber/euet^ 
<ln>js die 7,n*5. Durchmessf^r nnil Dufchmmsier^b^^neji einer KläcM 
des zweiten lirade« 2wei involatopisciia rfiuniUcbe Strablbüscbei 
bilden» und dass elneraeiti» die 2Ug. harai. Polaren irgend einer 
Ebene der letzteren zug. Darchmoticter des dieser Ebene iiod der 
Flnrhf» 7"if»itpn Grade» gemeinschaftlich«»!! Schnitte«, und das« 



welche dieee Fliehe aiDballen, nnd deren jächeüel in dieeeni 
Strahle liegen, 8o (Ibersieht man mit einem Blicke, daee 1) alle 
den Brennebenen parallele Ebenen die Flache in Krei- 
sen schneiden müs»«B» und «Ums dieselben auf der ^tebeoach- 
tenebene des'Hrpetiioioids und auf. derjenigen Achsenebene des 
Elltpsoids, ndche die grlfeiste und kleinste Achse enthält, senk* 
recht sin r1: *2) rf;iss OS M ri •/ ri h I i i^e senkreclite Kei^el gibt, 
welche die Fiiiche umhüllen, dass <lic Scheitel derselheo 
zu ei Durchmesjiern der letzteren, nämlich den Brenuiinieu jener 
involatorischer Stmblbüschel, angeboren und daher auf der minC- 



npseidn, welche die grdsste und kieioete Achse enthält, liegen. 



Unmittelbm Erzeugang der Flächen zweiter Ordnnng 
und Klasse durch reciproke rSaniliche Strahlhfischel 

and Ebeneik 

I. Flachen zweiter Ordnung. Sind im Räume eine Ge- 
rade und v.'me Ebene bc^Iiebig ijecreben, bo ist hierdnreh, jenach- 
dem sie sich schneiden oder nicht, ein Punkt von endlicher oder 
nMndllcber Entfernung gegeben ; und Ist ir^nd eitt System ron 
66#aden itod ein demselben ents^)rechendes System von Ebenen 

fcgebeii . ^f) h\}Afu die niirrhMrhmtte je ehier Geraden und einer 
Ibene ein bestimmtes System von Punkten, dessen Gesetz von 
der Bezielmng jener beiden Systeme auf einander abhängig ist 
£s Ist die Frage: ireicher Art dieses Gesetz sei, wenn dil» 
gegebenen »Svi^teme zwei im Räume beliebig liegende 
reciproke Strahlbftsch et D, Di slnd'^ 

Es sei B irgend sine Ebene oder ein ebener ^ Strahlbüschel 
von p mtt 6m Stralilsii tt, 6, e, d,...\ tjtid er Mi'% iKePokm 
Tdii M ttäet der entsprechende Eben^bOseher mit den Ebenbn «i. 





Zweiter Tlieil. 
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ßi* Polaren von a, ö, c, d.. . : rndlich seien 0|, 6| 

c^» dieienigeo Geraden, in welclien die Ebene B von den 
Ebenen «i , Pi > Vi , ^i—. geschnitten wird, ^rdche also einen zwei- 
ten ebenen Stranlbusehel ßi bilden, und d, b, C, D... die Otirch' 
«chnitt^punkte von <i, 6, c, d..„ und cK|, fi»d|.... oder a^, bi, 
Cyt dl,,.. IKes« voransgeeettt» eo ist nach Lehrsate 11> 

Bio, ^ c, rf..*) 2it («^ * A » y » ^i«") ^ ^ («I » ^ . c> dl-..), 

also 

B{a ,h. r, fL...)=^Bi . Äi, Ci» rfi-...) ; 

d. b. samnitlicbe Pufiltf a, b. c, ö...., in ivelchen dif* Strahlen 
der Kh<>ne von den cnUprechendcn Ebenen deä ^^Irahibüscbelt» 

i^escbnitten werden, liegen auf einem Kogeloc-bnitte A', welcher 
auch die Mittelpunkte />, Bi des raiindichen uwl des ebenen 
Strahl büscbels />, B^ enthiilt und im Punkte f) von denijrni'rcii 
Strahle e berührt nird, des.sen Polare die PtiTikte /) . /V, msuJ 
iSN verbindet, hu Punkte Bt berührt den A. dcrjeniue N(rahl uig 
ader diejenige Ebene fii , welehen im StnhibüM'hel B oder /> der 
Strahl uBx oder m entspricht. 

Vertauschf man j<'t/t // mit beliebigen andereit Fhenen /y, 
JS".... des StrahlbÜKeiielä />, so erhält man eben ho vieie neue 
Kegelschnitte A', A"...., deren Tangenten in D lauter solchen Ebe- 
nen von />] , die durch den gemeinschaftJichen Strahl DDy oder 
(f\fj) brider StrablbuKcbel />. />i geben, entsprechen, also .«iininit- 
licb in (Muer Ebene rp lie<;en nuisseii. ^velebe die Polare des Strah- 
les fi ist. Gehen die Kbenen 7;^, /i', B".... alle durch einerlei 
Strahl m oder DBi , bilden sie alao einen Ebenenbfittcbel, so lie- 

ftti ihre Polaren , 2(/, 2f/', alle in einerlei Ebene /it| ; die in 
en erstercf» Moseixlen KegelsJchnitte A', A', K" . . gehen sämmt- 
lich durch die Punkle /> und //j . uerden von der Khene |iA| in 

den neuen Punkten //j', Bi" lie den Strahlen 21i', 2li".... an* 

gehören, ge^ehnitten. und in diesen Punkten von denjenigen Ebe- 
nen ui', lurührt. uctche den Strahlen DB^', /)/{/'.... oder 
m', Tfi .... efit^prerheu. Ans demselben (irund«'. we.shall) die Punkte 
a, b, c, v>.... der Ebene B einen Kegeiseliiiitt A' bilden . niiit»sen 
nun auch andererseits die Püukte i^i, J?/, B^'.... der Ebene 
einen Kegelschnitt A| bilden, dessen Tangente in die Polare 
der Ebene DDxBy ivf, und dessen Tangente in B^ der Fhone B 
ungehurt. Und so erhält man auch in allen übrigen Ebenen von 
Dl Kegelschnitte AV, A'i"...., in deren Punkten die in diesen Ebe- 
nen liegenden Stralilen von ihren Polaren geschnitten werden; 
und die Geraden, welche diese Kegelschnitte im Punkte Dy be- 
rühren . irelniren sämmfÜeli finer Fhofie , der Polare des geraein- 
^chaltiiihen ^>trahles (j der Strahl büschel B, Bt, an. Ist A 
irgend eio Punkt ainee der Kegelschnitte, wetclM in den 'Ebenen 
yon D Kegvn, und aiod a, O] die nacli dieMm Pimkte gebenden 
Strahlen von D, l\f so geht die Polare &i von a durch den 
Punkt a und also auch durch den Strahl , und folgtich geht 
die Polare u von durch den Strahl a\ der Punkt A wird also 
anf doppelte Weise erhalten: einmal als Durchschnitt eines Stiah* 
les von D und dessen Polare in Di , sodann als Durchschnitt eines 
Strahles vpn. Bi und dessen Polare iu D, ^Feiner berähit die 
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Gernde, is welt-lier ctieh die Ebenen a. ai schneiden, sowohl den 
in «, als auch Arm in «j Kagendeo kegeladiaitt im Puakt« 0, 

Geht die Ebene B durch den genieinacbaftlicheil Strahl von 
f). , so fällt der Punkt /f, mit dem Punkte Di zusammen, und 
der KegeUchnitt K wird iu den Punkten />> Di von diMijenigeo 
Geraden berührt, in welchen B von den Polaren gr, de« Strah« 
le« (Äff) geschnitten wird. Nach den Punkten a, b,c» D.... dieses 
Kegefscbnittes K uehen von D und die Strnhienpaare a, Ä, r, 
</....; fli, 61, Ti , </|.,..; es seien n-, , ^, , yj , ; a, |3, y, <J..., 

bezüglich die Polaren dietier Strahlen; »o bilden erstere einen 
EbenenbOscbel 3li , letalere einen Ebenenbüsebel 3, dereo Achsen 
X , 21, die Polaren der Ebene B, im ADgcmelDen sidi nicht 
aeiineiden, nnd da 

ai(a,/?,y,d....) ^ Ä(a, 6,c, rf....) J?, (<i| , 64 , , f/j ...) 
-^2^(aA,A,yi, «,.. .) 

ist, se ist 

3l(«, ß, y, (J—) = 3(j («1 » . , d, ...,) ; 

aber die Ihirehsclmittslinien je zweier Ebenen a. n^: ß . ß^•, ^. y, ; 
Ö, 61.... berühren in den Punkten a, b, C, 0.... ebensoviele Paare 
von Kegelichnitteii, welche auch voiuden' Geraden 2(, berührt 
werden; also sind alle jene Berflhmngslinii'n die Ditrcnschnitte 

der entsprechenden Elienenpanr** zweier projektivischer Ehenen- 
böschei, welche schief im Kaunx* lieL'fni. und bilden ul«« die eine 
Schaar der Geraden eine« eintachen iiy{)eriu)aioid«», zu dessen an- 
derer Schaar 21, ^1 gehören 
^ t 

*) Die Theorie der Fl&idipn de« xwelten Grude« hat die de« einfHchen 
HT]icrt>oloids und des hrtterhoIiKrhen l'arnbötoid« , ebenen wie die des 
Kegel« de« ZMeitcn Graden, zur Vomowsetzuiig ; denn obschon dienelben« 
wie •ogleirh g^ezeigC wenirn wird, auf dieselbe allgemeiiie Weixe, wie 
dir ühriffrn Flrtrlirn dimr» (i'rudcr» frzeiijrt werden können , luskl nIcU 
doch die tieneai« derielhen uiiUcl« einfacherer Gebilde ivewerkiiteUigen^ 
nnd hlerderch dlia Brlrentttoia« ihrer Ei^iehafleB am Vielot erleiehtem. 
Die«« letztere i«t durch Steiner bereit« geschehen, und es wird daher zn 
unserem Zwecke penüpen . nns dem ersten Theüe seines Werke« nur fol-- 
geaden Lehmatr. nebst Definition uuKziiziehen nnd wegen des Beweitea 
moi da« Werk selber so Terweisen. 

Wenn im Raame irgend drei (>eradr 4 ^14^ irgend drei andere 
Gemde b. C sehnetdeu> «a schneiden uile Geraden e...^ welche dea 
drei ereCea begegnen« alle Oeradea , .4«...., weide dea drei lelalea 
begegnen, und e» Imben die ZMe! Srbnaren Geradea^» Agy d^« 4)* d««.«; 
Oy ö, C, ä, solche Bexiehiing za einHoder: 



da«s je zwei Genide , die der nuni- 
lichen Srbanr »ngehoren , unter sich 
projektivisrh sind, und zwar die 
aadere Srhunr f^orader an Prejek« 
lieawtrahlen liiibrn. " 



dass je xwei Gerade au« einer 
Schiiiir die Achsen priyekti vi scher 
Ebencnbnschel «ind , deren cnt«pfe-> 
chendo Ebene« die andere Schaar 

zu DurchschnitUltaien haben.'* 



Zwei solche zn«unin)engehürig« Scliaaren von Geraden, die einan- 
der gegenseitig schneiden, erfillea idae h t aaiaie, wladaefaiefe Flidie 
svcner Ordnung, nämlich da« .eiafache Hyperheleld'* (hjperbolaide 
« ttno nappe). Ma« kaaa daher» ^banipa der r ml a h a n dea «itve aaeh 

sage» : 
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Endlich denke man sich ir<?end eine im Räume heliohlg lie- 

feude Ebene sn mxd dieselbe ^uwohl von den Strahlen und 
Ibenen de« raumlichen Strahlbflscheb/), nh auch von denen desi 
T^umlichen Stral>II>ii<chel8 »eschnitten, und dieselbe vereinigt 
zwei FhcTiei) , , welche lu Ansehunj; der Punkte und (Gera- 
den, Iii wülcbi'tr von je ciiteni Strahle jener StrahlhCischel und 
seiner Pol^c ge^cliniUen erden, ii>rui> sind. Ein jeder Punkt 
il^w Ebenen, welcher «af «einer Polare liegt» ist zugleich anch 
ein Punkt der durch die Strahlbifschcl D, erzeugten Fläche, 
und wenn in <E . <Bi kein solcher Punkt vorhanden ist, hat auch 
die Ebene £ mit dieser Flüche keinen Punkt s^eniein. J)em Lehr- 
satz 5. zuloli^c hat also die beliebige Ebene üt uni dieser Flache 
ent>veder keinen oder nur einen ekler unzählige Punkte gemein, 
und diese Punkte bilden entweder einen Kegelschnitt oder zwei 
Gerade oder eine einzige Gerade. 

E r ir I ft r u n g. 

Diejenige Flfiche, welche mit einer sie schneidenden Khene 
im Allgemeinen einen Kegelscbnitt und Inli^lich mit einer sie 
schneidenden Geraden hrK-bstcns ywv'i Punkte gemein hat, ^\\rt] 
eine Fläche der zweiten U rd n ung uciiannt; jede Ebene, welche 
mit einer solchen Fläche nur einen Punkt oder zwei Gerade oder 
nur eine Gerede gemein hat, lieisst eine Berfik ran geebene 
dieser Flüche, und zwar jener Pnnkt oder der Durchschnittspunkt 
der zwei Geraden ]hr B e rfi hrti niJ*punkt, Jene eine (»erade ihre 
BerQhrungsli ni e, und diesen letzteren iNanien tragt auch jede 
Gcmide, welehc mit der Fläche nur einen Punkt geraein hat 

II. Flächen zweiter Klasse, Eine Ebene im R:nnn(^ ist 
bestimmt, wenn irgend ein Punkt und rirn; Gerade tierseihen, 
welche nicht durch jenen Puitkt gebt, gegttbeu sind. Es seien 
nun IC, irgend zwei ira Räume beliebig Kegende reciproke 
Ebenen; so ist durch die Gesanmitheit ihrer f nf^|irechenden Ele- 
ntentenpaare ein System von Ebenen hestinnnt, dessen Geeets SU 
ermitteln der Zweelc der hk hstcn Itetracbtung ist. 

Es sei B der Mittelpunkt irjjend eines eh^ncn Strahlbdschels 
in IS; die Polare desselben in iCi, und a» 6, c, d,...; a«, b^, 
<f, die entsprechenden Elenientcnpaarc von /i utul Ai; 

ferner sei Bi die durch B und Ai ; und 2lt C, iD. .. die durch 
a und A|, 6 und bi, € und' d und C>|.... gelegten Ebenen, 



Irgend zwei im Ranmc bclieTiig 
srhicfiiegende projfKivischc (Icrndo 
A, Ai ontea|;;ea «in cinfacheR Ii vper- 
boloid, d. h« «ie vmä alle ihr«*Pro-^ 
jekftnTisfitrahl<'n . nelmt der Schaar 
Gerader, welche die letstercn «chnei- 
den, liegaa in eiMä wbAdktm Hy- 
perbeloä'« 



]r;;end zwei im Kniinir belieliig 
schieflitT^cnde projcktiviachc Khc- 
ncnbÜMchel , Ai erzeugen ein «iu- 
fache« Hyperboloid , d. b. die Dvoh- 
«chnIluHnien ihrer cnUprccfa^odea 
£henai, aoImiI der Schaar Gerader, 
welche dieaelben «cbneidaa, liegen 
in einem eiofMshen Hyparboloid.''* 



1<it eine dffr Geraden a, h , e.... unendlich entfenl» «dar, waa 

rrnfHrt \kI, siml ilio Geraden i4 , A^ proj^IitivinK-h-ühnlicli , so h«M««t dio 
durch feie erzengte Flache .,hy perbul inch«» L'araholoid", und Uana 
Ul ancb eina der Geraden /l , Ai , /t, , , ^4.... nnepdll^ eatfemt u« a. w. 
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v'f kkt dim E^enfi A .In d«ii $tr«lileii «i, At« <i? «in«« 
SfraUbÜMlieU Bi scbneideii, Biess von»iig«9etst» isia iM 

6, c, = Ai («1 , , Cj , öx.^) = JS^ (dl , 6i , C| , rfi,^.), 

ab» ^Bcfc 

■ 

B{a,byC, iL..,) = /i^ (a^ , hi , , rfi-...) ; 

d^THTiarh niiIsi«on, zufolge „Abh. der geom. Gost §. 38. II.*' oder 
mucfe ArHiiv. ThI. IV. ^». *25>- 10., *=äiiiniüiche Ebenen 21, C 
oeiükst ^ uud ß, einen und denselben Kegel K des zweit^a 
C w Mitg umhaUeo, und zwar muss dersellie die Ebene iS. in dein- 
jetiiseo Strable e von ß berObren, w^rcher in Bi der Durch- 
- t^)it(sliiu»i Ci von (5 undJ?i, oder in Ä| dem Durch.<ichnitts|)unkte 
«, *j« r r.beiie *5 mjk! der Geraden J, cntspricbt. Und ebenso be- 
näbrt A di»- FJirno ijfj in demjetiii;('ri Strahle ///j , und fol<»lirb die 
ü«rade iu tleinjenigen Punkt«; m|, uelchcr der^i lber» Uurcb- 
scboHtsliaie Ton C und nümlicii dem Strable jitTon ß, entspHcbt 

Aile Ebenen dos iu l\«(Ie stebeuden Systems, welche von 
ooerlei Punkte /i, , B'\... der Ebene iE au^^eben, urahiilleu 
äbtt eioen Kegel K, fC ^ JS^.... des zweiten Grades, und da die 
Probte Ci . e/. . in welcben die Polaren Ai, Ai, Ai",... der 
Punkte Ji ^ Ii' , Ii".... die Ebene fl5 treffen , alle in einer geraden 
linie, oäiiilich in der Dtirehtichnittslinie (fig) der Ebenen %i 
liegen« so jachen siunoitliche Gerade e, e' , e"...., in weiclien die 
Ke^ei K, K! <, K".,., die Ebene bcrflhrcn, durch einerlei Punkt 
fy deo Pol der Geraden fi . Liebten die Punkte B, -Bf, B^*.., 
lAe io einer Geraden jn, so gehen ihre Polaren Ai , 
die d>ircb einerlei PuuU m,; »lir Koj^el A'. A'. K",.*. haben 
«iäninititch diojenicre El»ene ß^ gemein , welche durch m und nii 
seht, uod berüluen die Ebenen , //j', Ä".... in denjenigen 
iSbrahleo jr^, Tn/, m|*...., und felglich die Geraifen il, . /I/, .1/..« 
b denjenigen Punkten m|, m/» rtii"...., weiche in <^ den Durcli« 
M hnitt.-tinicn tp , m\ fii\... der Ebene 16 lind der Ebenen ßi» i^aS 
H^"^m eot«precbea* 

Das a&Dilicbe, was von einem beliebigen Punkte B der Ebene ' 
ß gilt, iTiTiss mm auch von einem jeden Punkte der Ebene l^i 
7*^!ten . d. h. alle von ihm anstrebende Ebenen nnKore^ SyKtem« 
fnuhülleii einen Kegel Ali zweiten («rade^, welcher «luch die Ebene 
^ berührt, und sämmtUebe Beriihrunjj^liuien dieser Ebene und 
4er Terecbiedenen Kegel K\9 Ki\ J^".,,. geben durch eiiierlel 
Peakt a. s. w. 

Ist H irgend eine Berühningsebenc eities der Kegel M.\ 
S^*^0 weii£e einen Punkt der fi^ene IS zum Scheitel haben« 
and bat TL mit die Gerade a, mit (C| die Gerade #■ gemein, »e 
ff er Pol dl von n auf % nnd also auch auf Oi, und demnach 
der Pol a von «i auf der (irr.üh'ii o. Die Ebene 21 gehört also- 
nkcbt nur einteilt Ke^ei, de^eu buheitel aul i& liegt» boodera awA 
cnem Kegel, dessen Seheilel auf fti liegt, an, und man ethMt 
al^ keine awei besonderen Systema von Ebtnen, jeaacbdem iriiaa 
<!ie Punkte von ^ oder die Puiikle von Uti mit deren Polaren in 
iE| , ^ durch ii^benen verbindet Ferner müssen die beiden Kegel, 



> 

/ 
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deren Scheitel die Punkte d, dt sind» die Ebene 31 länge dersel- 
ben Geraden Mi berühren. 

l/ie«?t der Punkt B auf der Durchschnittslinio von iß, 
so fäiit die Ebene Bi mit (Ci zusammen , und der Ke^el berührt 
die Ebenen 1^, iß^ in denjenigen Geraden , welche den Punkt B « 
mit den Polen von /i und a verbinden. Die Berührungsebenen 
21, JS>, C JD.... dieses Kegels niHgcn die . S| in den f>eraden 

a, b, e, lind hi . f j , r^i.... schneiden; es seien A|,b|,Ci, 
ö^.... und a, b, C, 6,... die Pole dieser («craden; so bilden «, h, 
d (f.... und C|, zvrei proj. Strablbi'ischel ß, ßi» und 
die Punkte a, b, C, d.... eine Gerade ^, welche mit J9| ; und 
die Punkte , b, . Cj , eine Gerade Ai, welche mit B pro* 
jektivisch ist; also ist auch 

A (a, bf c, ö»...) s= -^1 (<ii » b| • Ci • 

Aber aa|, bbi, cq, ÖOi.... sind die Geraden, in welchen die Ebe- 
nen 31» j^i t, von je zwei Kegeln, deren Scheitel a, 

b, b|; C, Cii Op... sind, berührt werden: fol^Uch bilden alle 
diese Geraden, dr^ sie die A, Ai projektiviech schneiden, nebst 

At Ax ein einfaches Hyperboloid. 

Endlieh denke man sieh irgend einen beliebig im Haume lie- 
genden Punkt D\ so ist der2^elbe der gemeinschaftliche i\ Ittel- 
pqmkt zweier rectpreker rllumlicher Strablbflechel D, /l| , deren 
entsprechende Elemcnfenpaare nach den ent:>prechenden Elenien- 
tenpaaren der Ebenen fC, gerichtet sind. Jede Ebene vnti />, 
welche ihre Polare von enlbhft. verbindet zwei entsprechende 
Elentcute von Ü^^ und gehört also zu dem in Rede stehenden 
System ven Ebenen; und wenn in D, Di keine sniebe Ebene 
existirt, so geht auch keine Ebene jenes Nystems durch den Punkt 
/>. Gebt man nun auf Hie Satze 5. und 18. zurück und trai^t das 
dort von Punkten und Strahlen Gesagte auf deren Polaren über, 
WOZU nna oCmbar berechtigt ist, so sieht man, daas unser System 
von £benen mit einem bdiebigen Punkte D des Raumes entwe- 
der keine oder nur eine oder nnzalilige Ffimen geniein habe, und 
dass diese letzteren entweder einen Kegel des zweiten G'rades 
umhüileu udcr ^wei Ebenenbüsebel oder itur einen Ehenenbüsebel 
bUden« 

Erklärung. 

Jedes System von Ebenen, welches mit einem beliel)igen 
Punkte im Itaume im Allgemeinen eine, einen Kegel zweiten 
Grades umhfillende Schaar von Ebenen und folglich mit einer be- 
liebigen Geraden im Räume im Allgemeinen höchstens zwei Ehe- 
nen gemein hat , wird eine F I ä ch e d e r z w e i t e n K 1 a « s e genannt ; 
jene Ehepen selbst heissen Beruh ruugs ebenen dieser Fläche; 
^e jede Gerade , durch weleb^i unz&hlige solche Ebenen gehen, 
wird ein Strahl, und jeder Punkt, durch welchen nur eine solche 
Ebene gebt oder in Melchrm z^vei Strahlen der FIftdie sieb 
schneiden, ein Punkt der Fläche genannt. 



s 

■ 
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Lehrsatz 99. 



a) Zwei beliebig imUaume 
Ueeeode reeiproke rftam- 
liebe Strahl bfisch et Di 

erzeugen eine Fläche der 
zweiten Ordnung, welche 
auch durch ihre Mittel- 
pitnkte seht; DAmllch die 
Durchschnittspunkte aller 
Strahlen des einen und 
ihrer Polaren im anderen 
liegi'n in einer solchen 
Fläche; und zwar wird die- 
selbe in den Mittelpunk- 
ten der Strahl )) ü.sch el von 
denjenigen Ebenen berührt, 
deren Polaren Im aemeln- 
schaftlldien Strahle der- 
selben vereinigt sind. 

6) Man erhSlt nur eine 
solche Fläche, man mag 

nitn d i I S trahlen d s einen 
S trahl büseh<p|s oder d'n\ des 
anderen aui ihre Polaren 
bestehen. 

DieFIfiche wird in jedem 
ihrer Punkte von der Durch - 
Schnittslinie derjenigen 
zwei Ebenen der räumli- 
chen S t r ;i h I b n s rh e ! Im • r fi h r t , 
deren o I aren nach diesem 
Punkte gehen. 

li) Alle diese Dnrchschoitts- 
linien, deren BerfihriiTii^s- 

S unkte einer den beiden 
trahlhüseheln gemein- 
sehaftlichen Ehcne an^e- 
horcTK MI den ein einfaches 
Hyperboloid. 



a) Zwei beliebig im Räume 
liegende reeiproke Ebenen 

Cf erseu<;eo eineFläche 

d e r z >v c i t e n Klasse, ^> e I cTi e 
a u ch diese E I» e n e n selbst 
zu Beruhruug^ebeneu hat; 
n&mlieh die Verbindunss* 
ebenen aller Punkte aer 
einen Ebene mit ihren Po- 
laren in der anderen um- 
hüllen eine solche FlSche; 
und zwar berührt dieselbe 
di» Klienen C ffii in den- 
jenigen z^vei Punkten, de- 
ren Polaren sich in der 
Durchschnitts littis beider 
Ebene^ vereioigen. 

b) Mau erhält nur eine 
solche Fläche, man mag 
nun die Punkte der einen 
Ebene oder die der ande- 
ren mit ihren Polaren ver- 
binden. 

c) In jeder BetQhtungs- 

ebene der Fläche geht die 
\ e r b i n d u ng siinie deijeui- 
gen zwei Punkte der Ebe- 
nen (ß, i6i, deren Polaren 
dir D n r ch s rh n i t f > I i n 1 o n d i e> - 
ser Ebenen und jener be- 
rühruogsebene sind, durch 
einen Punkt der Fläche* 

A Ile die.«<e Verbindungs- 
linien, welche den durch 
einen gemeinschaftlichen 
Punkt der Ebenen Ut, äti 

gehenden Ber üb rungs ebe- 
nen an <;eh «Iren , bilden ein 
einlaches Hyperboloid. 



Nun lässt sich aber auch umgekehrt zeigen « dass 



LehrsatsSl. 

AI le Flächen der zw eiten Alle Flächen der zw eiten 
Ordnuiig sich durch reci- Kla^^se sich durchreciproke 
proke Strahlhüschel, und Ebenen, und swar auf un« 
zwar auf unzählige Weisen zählige Weisen erzeugen 
srssugsn lassen. | lassen. 



■ 
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Beu ei» i\ink8). J^on \s{ \faßi\d tma Fläche F der zweiten 
Ordnung gegeben, so Icatm man drei Punkte i>, a deMlben 
beMybiir auswählen und durch zwei dieser Punktf^, z. B. durch 
Dl uncT 8, zwei Ebenen M^, .V/ lof^en, welche F in zwei KeE!;c»1- 
Hchnittefi A', Ä^' schneiden . und M<»t'ort durch den «Iritten l'unl^t 
D luid den Punkt S eine beliebige dritte Ebene {aa'), welche den 
Kegelschnitt K zdm zweiteomale im Punkte B, und den Kegel- 
scbnitt im Punkte achneidet. Vom PiAilde aus daike 
man sieb n.u'h den s.Hmmttichen Pmikten 8, a, b, c, D.... dev 

KegeLscbnittes K die Strahlen *i, Ci, , Tj , rfj und nach den 

ganMiitllfbeu l^unkteo a' (d. h. s). a'. b\ d ^ ö'.... dej* Kegelschnit- 
tes A' die Strahlen s^' (oder jj), «,', hJ, c,', i/j'.,.. gezot;ßn; so 
^ tdldeti' diese Straliien zwei ebene StranUtOsehel , ^/ , deren 
Mittelpnnkfe in Z), liei^on; ferner denke man sich %'om Pnnkte 
nach den l*nnkten /?, die (ieraden %, 21' gezogen, und einmal 
durch 3 und die Punkte ö, a. b. c. Ö.... die Ebenen ff, a, v, 
»eiche die Ebene Mt in den (leraden .v . a, 6, r , f/.... schnei- 
den, sodann durch und die Punkte s' , a't b', c', die Ebe^ 
nen (oder 0), «r', ß'\ /, 9'.... gelej^t, welche die Ebene Mi hä 
den Geraden j', i'. c', tV .... schneiden; so bilden die genann- 
ten Ebenen zwei Elicnenbiisclicl H, H' und die oeueo Geraden 

zwei ebene StrabilM'i^cbeL Ii, und zwar ist: 

• . • » 

' *i (*t. «I» Äi, cj, di.»)^B{s,a,b, c» ii..)a3l(ff, a, ä...) 

und 

also auch 

• A flu 6|»^i»<'i»«0 5=21 «»iS, y» ö.,.) 

und 

fi«trachtet man niio dte Pnnkte D, Di als die Mittelpunkte 
sweter rftumlichen Strahlbffscbcl D, Di, so liat man in dem einen 

zwei E^enenbüschel H, und in dem anderen zwei ebene Strahl- 
bfiscbel B^y Bi' y welche bezfiglich mit den ersteren in AnsehuDS 
der Elcüieiitenpaare, die sich in den I*unkteii s, ft, b, c. ö.... una 
b'j a', b', c', ö'.... der Fläche F schneiden, prujcktivisch sind, 
und z^tar entspricht der gemeinschaftlichen EHfene (0a') von Ü , TL' 
der gemeinschaftliche Strahl (ji-v/) von /y, . Also darf man 

festsetzen: die räumlichen StraldbüsiJiel J), />, sollen reciprok, 
und zwar die l-llenientenpaare 21 und ilf j , 21' und Mi'; ö, er, ß, 
y, ö.... und ij^, flj, öl, Ci, i/j....; a', a', ß', y\ d'.... und a,\ 
bi', Ci, f/^'.... sollen entsprechende Elenientcnpaare von D, D^ 
selber sem. Alier, kraft des vorigen Satzes, enengen diese 
Strahlbiischel eine Eläche zweiter Ordnung F' y welche durch die 
Punkte />, />, uihI durch säuinitliche l*unkte /f, 5, a, b, C, ö...., 
B, a'. b', c', ö'.... der Kegelschnitte A'. A' g<'bt; ist also t: eiii 
beliebiger Punkt der Fläche F' , so kann man sich durch die 
Puulrte /> «ud f aUemel eine Ebene gele^ denken, welche die 
Kefelschnitte K, K' in zwoi Punktenpaaren m» n; m', n' schnei- 
det# und da nun die beiden Kegelscnnitte, weldM diese fifaene 
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mit den Fliehen F, P gemein bat, durch die nftmHdben 

Punkte />, m, n, m', n' gehen, also ziisamnipnfalfon, so m«s8 
auch der dem einen angeh5rige Punkt t aui* dem anderen und «u- 
mit auf der Fläche F liegen ; f<dgllch di'e durch die reciprokcn 
8trahlba8chel O, erzeugte llidie F* mit der umgebenen 
Fläche F identisch sein, vr. z, b. if . • 

Der Beweis der rechten Seite wird auf ähnliche Wei^-e f^eftlvt^ 
und man ist aljs<» nun 1»< rechtigt, die aU^enu'iiu* KiiitheilMn«; iumI 
die Eiijenjirhalten der durch reciproke Gebilde erzeugten Fläche« 
des zweiten Grades als Hie der sämmtlichen Flächen diese« Gr<i^- 
des auszusprecheo. Unter aaderen lenehten mm fitzend« * svKet 
Sfitze ein; 



Lehr^iits 32, 



Eine Fliehe der swelteo 
Ordnung hat mit einer be- 
liebigen Fhene im Räume 
entweder keinen oder nur 
einen oder nnzähliseP unkte 

gemein, und dies^ letzteren 
ilden p^t^vcde^ einen K«*- 
irolsrhuiU oder »wei Gera- 
rade uder nur eine einzige 
Gerade* 



An eine Fläche -d er swei- 

tenKlasse gehenvon einem 
beliebigen Punkte im Räu- 
me entweder kein e oder nur 
eine oder unzählige Beruh- 
ran|(8 ebenen, und ,dieae 

letzt fr (Ml II TU hüllen entwe- 
(1 e r einen k. e g e I des z \\ e i - 
teu Grades oder bilden 
awei Eben:eQbaacbel oder 
nur einen ^inatgnn ftbenen- 
b(ia«bet 



Lehr« 

lat irgend eine Fläche der 

/.weiten Or dnun g g ege h en , 
so d a r f ni a n \ \ er Punkte />, 
Di,B,d derselben beliebig 
auBirShlen und, nachdem 
man zwei dieser Punkte, 
z. B. f). Dl, bezu glich mit 
ß und ö durch zwei Gerade 
H und Ml und mit beiden 
Punkten B, s durch zwei 
l>b e n en (J u n d il/j \ e rb ii ii den 
hat, festsetzen: die Punkte 
D, 2>| sollen die Mittel- 
punkte aweier reciproker 
rinmlicher Strahlbusch el, 
e I rb e die g p tr b e n e F I ä rh e 
erzeugen, und die Ebenen 
a und jlf| sollen die Pola- 
ren der Strahlen $g und 31 
8 ein. 



ata 33. 

Ist irgend eine FiScbe der 

a weiten Klasse gegeben, 
so darf man vier ßerüb- 
rwngsebeueu Üt, , H 
derselben beliebig aus- 
wählen und, wenn A, 9% 
die Durchscbni ttsiinien. s 
und itl| die Durchschnitts-, 
punkte zweier dieser Ebe- 
nen, z. B. (S, und bezfig- 
I i ch der einzelnen Ebenen 
(J'und witMh'r heider 
Ebenen a zugleich be- 
zeichnen, featsetaent die 
Ebenen iC, (E, sollen reci- 
nrok sein und die gegebene 
Fläche erzeugen, und zwar 
sollen die Punktes und mg 
die Pole der Geraden ^. 
und A in diesen Ebenen 
sein. 
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KLassifikatiun der Flächen der zueilen Ordnung und 

ülasse. 

I. Zwei recipruke räumliclie Stralillx'i^ehci Dt mugeii ganz 
beliebig im Räume liegen; e« seiTfi ihr geiueiiwcharaicher Strahl; 

ßi* Yi* ^i—- ■^■'C gemeinschaftlichen Ebenen; a, 6, e, d*-. 
die den letzteren in D entsprerh«ncIoii Strahlen, tirKi a^, , 

ä.... diejenigen strahlen, in welchen die Ebene der a, 6, c, </...., 
er die Polare ron ^, , von den Ebenen «, , ß^, y^, ge- 
schnitten wird: so bilden a, b, c, d.... und 6|« Ci, 
zwei concentri ( < !). ne Strahlbüschel B, Bxi «i» ft» 7i» 
einen Ebeneubüschei IX^, und es i«t 

akio 

Es sind nun* nach Archiv Tbl. IV. 8. 252., drei und swar ni|i* 

drei Fallo denkbar: a) Entweder besitzen die eoDcentriscben 

proj. ( Iiriien Strahlbuschel Ii, zwei, oder b) nur einen oder 
c) keinen Strahl, in welchem »ich entsprechende Strahlen verei- 
nigen, oder mit anderen Worten; Von aen Ebenen «j, ß^, yi,\... 
gehen entweder zwei, oder nur eine oder keine durch ihre Polare 
in!/). Geht ahrr irgend eine jener Ebenen, z. B. «i , durch ihre 
Pfliare n, und man rerhnct dieselbe jetzt zu />, «o mus8 ihre Po- 
lare in Üi gleichfalls aiiC a, , d. h. auf dieärier Ebene lie^^cn. 

d) Es seien in Taf. V.Fic.5. ÖJ//). und DM' D. zwei, den Strahl- 
bfischelo />, Dl gemeinschaftliche Ebenen, welche durch ihre Po- 
liren DM, DiM und DM', D^ .M' gehen. Da allen Ebenen «,* ß, 
y, welche z. ß. durch DM t;eben , lauter Strahlen von D^, 

die in der Ebene DMD^ lieijcn, entsj»recheii iniisscn. so nehorcn 
alle Punkte der Geraden DM, und ebenso auch die der Geraden 
DxMy DM*, Dißf, zu «ler durch l>, />. erzeugten FtSche F. 
E« sei nun D3fb «»dn D irgend eine durch DM sehende Rbeno, 
welche die Ebene DM' D^ in der (ieradeii Dh tMler h schneidet, 
lind CS lielcn n, r . d.... sänuntliclie iilirisjcn in /> liegenden wStrah- 
len von />; D^U^ oder Iii sei die auf DMDy liegende Polare der 
Ebene welche DM in schneidet, und crj, ßt, y^, d,.... die 
Polaren der Strahlen a, 6, r, r/...., welche einen Ebenenbfischel 
?(, bilden uiul die Ebene B in den Geraden a^. , Cj , so 
wie die Strahlen a, 6, c> </.... in den Punkten b, C, 0.*.. schnei- 
den ; so ist 

^ JB(a»6>c»<2....)= (*i t A » yi » ^...)^ A («I » *ii » «1 » ^•") • 
also 

B{i$,hfe^d..„)=z Bi (a| , 6| , C| , r/| *...). 

Aber dem Stralde DM von /? enlnjiricbt in ^| die Ebene DMD^ 
und folglich in B^ ein mit DM vereinigter Strahl; also tiind die 
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^enen Strahlbüscbet B, Bi perspektivisch, d. h. snmnitliche 
Fußkte a, b, c,D.... — Punkte, weiche der Fläche F aiixebttren — 
fielen in einer Geraden und da die Polare des Strahles 6 
ihfcii £I^jBi und durch DiM' gehen rau88, uIho mit der Ebene 
D^M'Bg einerlei ist, so gehurt der Punkt b der Geraden DiM' 
tm» ndcr die («erade A begegnet den Linien fXMrmA /^^iV zugleich. 

IMe Fläche F ^vird also von allen dienen, nelche durch eine 
der vier IJnien DM, />,.»/, D^M\ 2. B. durch DM, gehen, 

in lauter geraden Linien geschnitten, zu denen aurh Dm' und 
D^M j^hOren, und alle die^se Linien trefft;n auch die Linien /^^jV. 

R« seien nun in Taf. V. Fi«;. 0 J)aa^ . Dbh^ , iJcCi , />Dö,.... oder 
e, ß. y, d..-. saiuHitliche durch iAV gehende Ebenen , u eiche einen 
£i»etienbui»(:hel 7i bilden; B, C, D,,., die in den^ielben und 
hl der Fläcbe F liegenden Geraden; «1, ßi^ 71, ^i.... die dureh 
DiM' und dieselben Geraden gehenden Ebenen, welche einen 
Ebenen busrluH biMen ; trn«! (»ine den Strahlhäscheln />. />, 
wemeinÄchaltiiehe Lliene. ^veiche weder njit DMD^ noch mit 
DM' Ol identlt»cb ist, schneide die (*eraden A, B, C, D,,., in 
den Punkten a' , b' , c', D',...; so liegen diese Punkte in einem 
Ke^eUcIniitte (oder in einer Geraden), indem sie der FUche F 
angehorett » nnd verbindet man dieselben mit Dy Di durch die 
Strahlen ct. b, r, «?....; fty , , c, , f/i...., so bilden rHe letzteren 
wvküi projektivi^che ebene 8trahlbüi»chel, von denen der eine mit 
dem tbenenbüschel 7i, der andere mit dem Ehenenbü&chel 2l| 
p^y pciiti viBch ist; also ist 

Ä («»ft y# ^—O = 2I1 («I , A f yi , dj-.,)- 

Da nim die Achsen DMj DiHF dieser Ebenenbiischel sich nicht 
idiaeidany so folgt aus dem letzteren, dass die sämmtlichen CS6- 
ladoi By Ct />.... die eine Schaar der Geraden eines ein- 
iach^n Hv|iprholoids bilden, zu dessen anderer Schaar D3I und 
DjM ^ehriren; d. b. die Fläche F u>t im Falle a) em einlaches 
Hyperboloid. 

ö) Gibt es nur einen Strahl D3f und D^M y welcher aiif sel- 
oer Polare DMD^ lleirf, so zeigt man, wie vorhin, dass jede 
SJbcj^ B, weich^iurcli DM (oder F)^) geht, die Fläche F vn 
einer Geraden ^litchneidet. Ist min JB| die durch den Punkt Bi 
■ad die Gerade A gehende Ebene, so musa, eben weil A eine 
der Fläche F nngehori^r (Gerade ist, \'on allen Strahlen in der 
Ebene Bi einer auf t^einer Polare liegen, also, da />j ;)/ der ein- 
ii,:e flerartigc Strahl ist, mit diesem zusammenlallen. Die Gerade 
A trifft also die beiden Geraden DM und BiM, geht demnach, 
da sie nicht in die Fbene DMD, fiillt, dureh den Punkt M. So- 
■H schneiden alle durch DM und />iilf gelegten Ebenen die F|Sche 
F in geraden Linien, >vpl«be dtirch einerlei Punkt M gehen, und 
weil jede von DMD^ verschie«iene, den Strahlbiischeln />, Di 
^enieinscbaftlicbe Ebene die Fläche F in einem. Kegelschnitte 
Mhw^et,-«o ial diese Fliehe imFaHeft) ein Ke|f^l des s wei- 
tes Grades. 

c) Enthielte in diesem dritten Falle die Fläche F eme gerade 
linie» 9q wÖrde die nach dteeer ietzteiea gehende Bbeee.dea 
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SMiMwlMiB D oder einen SCi«lil eiitiMleii m&$mtn, weieber 

auf seiner Polare liegt , w n» gegen die Voniusgetzuof^ streitet. 

Auf die 8o ehvn betrachteten «Irei Fälle und die deiiKelben 
entsprechenden drei Hauptij^ttuu^en von F'lachen der zweiten 
Ordnung kommt man zurücic, wenn man von der Art de:» 8chait> 
tos teer belleiigen Ebene Ü mit der Fiäcbe F ausgebt BcsteM 
nlmlicb 1) dieser Schnitt aus zwei Geraden (AAj^) und(JMi'), 
so sind in den mit (E vereinigten zwei reciproker» Khenen (6, Ä 
die Pole dieser Geraden ein einziges Paar Punkte {BiB) und 
(fiiB'), welcbe mit dem Durchschnitte jener Geraden in einer 
geraden Linie «S liei^en: und jedem Punkte der ersteren, z. B. 
von >'l, entspricht ein durch ihn selbst «gehender Strahl von 
sowie demselben Punkte, insofern er zu Ai ijezablt wird, ein 
durch ihn selbst gehender strahl von ß. l^^^gt 'uaa nun durch die 
Gemde Z>/>^ und den Punkt {BBi) eine Ebene, welche {AAi) In 
m, {A'Ai) ih nti schneidet, so ist die Polare dieser Ebene, in- 
sofern sie zu D gehört, der nach m| gehende Strahl von A>| , und 
die Pulare derselben Ebene, insofern sie zu aehurt. der nach 
m gebende StrabI von D. Die Pebren dieser Ebene liesen also 
auf ihr selbst und d:is nämliche t<;ilt von der dur( h Du^ und 
(B'BJ) gelegten Ebene. Jenaclidein also dlo (ierade .S mit der 
Geraden />/^i in einerlei £bene liegt oder nicht, ist der FaU b) 
oder a) vorhanden. 

Ist 2^ der Schnitt ron Fundlft unreine eiMim Gerade (Jili), 
00 hat dieselbe in den mit vereinigten rcciprMNitt Ebenen nur 
einen Pol {B^B). un«! ein jeder Strahl des letzteren nur einen auf 
ihm selbst und auf {.AA^) liegenden Pol. Die Polaren derjenigen 
Ebene also, welche dnrcb MBt und (BBj) gelegt wird, gehen 
nach dem Durchschnitte dieser Ebene und der Geraden (AAi) und 
liegen also auf ihr selber. Gnbe es nun eine zweite durch JJO^ 

Senende Ebene, deren Polaren auf ihr selber liegen, so wflrde in 
en Ebenen ft, &i die Durchschnittslinie der letzteren und Jener 
Eben« die Pohre etaies auf Hir liegenden Pmktes sein, irieo diiveb 
den Punkt (BBi) gehen; diese imeite Ebene nürde also in der 
That von «ler ersteren nicht verscIiiedHu sein. Der In liede 
stehende Fall ist also mit dem früheren //) identisch. 

3) Hat die Ebene ^£ nur einen Punkt IJ mit F gemein . »o 
hat dieser Punkt in den mit vereinigten ^ciproken Ebenen 
ngr eine einzige Polare ji. Exlstirte tonn eine Bbene J>3iDi^ 
nr^he ihre Polaren DM, Di 31 enthielte, so wfirden diese letate- 
ren beide durch defi Punkt Ii. und die Ebene selbst durch die 
Gerade A gehen müssen, und es könnte wenii;stens keine zweite 
selche Ebene existiren. Es ist also dieser Fall mit ö) oder c) 
identisch, jenacHdefU die Gtcnden lU^ und A In eineilel Ebene 
liegen .ndet nieb^. 

4) \t/t d^ Schnitt der Ebene iE und der Fläche P. ein IC^- 
kibnitt, so kann jeder der Fülle a)» ä), e) stattfinden. • 

II. '.Sind andererseits iE, &i irKnad..iwei reeiproke E be n e n 

im Räume ; A^^ der Durchschnitt beider; Oi , bi , Ci , Df... die 
Punkte von Ai; a, ö, c, d.... die in S liegenden Polaren dieser 
Punkte, welche einen StrahlhQschel B bilden, und *it,bt, ih.„ 
die Strahlen eines mit j9€Mieentriscben1StnbibdMeb 1^ , H-6lche 
tMWJfa Jeaen Punkten gdben; so Ist ' 
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also 

{a, b, €9 f^....) A ^ (<fji , 6| , Ci > c/^....)* 

C«lvred«r diu be«l|xen die Strablbu^cliel B, A «) ftw«l, oder 

4) omr «Inen, oder c) ketoen Strahl» iu welchem Ittch eiiUpM- 

dien«!»^ vereinigen, d. h. von den Punkten , b|,Ci,ö|.... liepen 
entneiier znvlm , oder nur einer, oder keiner auf sriner Polare. 
Liegt aber irgend ein Punkt von jL auf seiner Polare in il^, tun 
Bc^ er auch auf seiner Polare In ici« 

n) Es seien ttl, m*^ zwei Punkte der Geraden , welche auf 
ibrf n Polaren rn, m' in i£, und /ii. , ///, ' in iEi liegen. Da allen 
l'tookteu der Linie in «solche Gerade iu enti4(>reüben, welche 
Inch d«n Psnkt m j^lien, so sind alle Ebenen, wolche düreh 
■ geheliy Wut deagleichen alle, welche durch in^, m'g'mi' gehen, 
ierthnaigsebeDeii der Flaclia F, dia dureb fit, fti ^zengt witd. 

Es «lei nun B irgend eb Punkt von tA^ ivelcb^r mit dem 
Pmkte m' die Linie 6 gemein hat; a, c, (f.... bolu'hij^e andere 
Strahlen von H; die (von» Durrlisrlinitte der i£, V^i jetzt zu 
uiit»?r4ieheitlende) Polare des Punktts in 15i , und di , bi , Cj. 
«üe Pole von u, b, c, (L.,., welche mit dem Punkte Ji die Gera- 
da Mg, öl 9 Ci , di..„ und mit den Geiadeii 6» ifi*^ die JKb^ 
■fli ^« 3^« o*.«> gemein haben; so iat 

f . ' 



B(a, b, c, rf....) = ^ («1 , 61 , <*i , .... ). ' 

Aber ^oTc\ Strahle m xan B entspricht in IKi der Punkt m, und 
KAmi* in //, ein mit Ttf vereinigter Strahl; also lieffen die concen- 
uruichen ebenen Strahlbüschel B, Bt perspektivisch, d. h. sämmt- 
Ue Ebenen a, ß, y, d.... oder die. fierClbrung^ ebenen iim JP, 
»flebe durcb den Punkt B ^ehen, sdineiden sich in einer Gera- 
den H, welche auch der Geraden m heeegnet; und da dem Strahle 
ff ein auf m^' liegender Punkt entspricht, also die Ebene ß dohdi 
geht» s^o hesejjnet die Ü auch der wii'. 

Sind nun '^i , £), (L , Ib. ..- die verschiedenen, durcb sSmmtliche 
Punkte \oa m erhaltenen Geraden, und legt man durch dieKcl- 
ben und einen beliebigen Punkt, z. ß. durch einen, den Ebenen 
SE^ cerneinecbaftlielien Punkt (BB^), die Ebenen a, ß, v, 6...., 
irelehe in,o, b, c, d..,.; (5i in Aj, Aj, Cj, di.... Schneiden, so 
mhfilten eifetse, als T?rrf!hnTnn:^nhfnfTi der Flache F, einctt Ki^gel 
ureiten Uradca« welcher aucb i^* $1 berührt; al«o ikt ' 

. B(a, 6, e, d..,.) "^1^(01, 61 , <*i , di'.^.h ' ' • - 

Tind folglieh sind auch die Oeraden m, trt|' hinsic htlich der Punkte, 
in denen *<ie von 31, Tb, (Lj |D.... getrOÄett werden, i>rojekilvl.<;ch ; 
«l h. die Crertfden 7i, Tb, (L» S>*.»> woza auch und ^ll^ gehören, 
dmdi fr«Mi« «MmmUkhe BMhinmftsebMieii von F gehen, büdcft 
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die eise Schaar, und m, rfij/ gebürcu zur anderen Schaar Gerader 
eines einfachen Hyperboloids. 

b) Fallen, um das Rffsonnement abaukfirzen, die Punlrte tn, 

m' zusammen, so .scliiiridt'ii ^^Icb die CSeraden m, niji'; und folg- 
lich urahölleri 21. d. 2> ... nebst m, rn/ einen K ej^elschnitt, 
ohne dass jedoch die Ebenen «, y, Ö..., einen Kefjol zweiten 
Grade« umhüllen, indem dieselben nicht durch einerlei Punkt 
geben* 

<l) Gibt es keinen Punkt ift, so können aucb keine dreiBerflb- 

rungsebenen \oti F durch eine Gerade gehen; denn sonst würde 

der Durchsrhnitts]»nMkt füpser letzteren mit <Iit Ebene fnder 
einen Strahl in iE euthaltcn, de^isen Pol aul ihm selber läge. 

Auf ühnlithe Wei.se, wie oben, ifissf sich ferner dnrthun, dass 
wenn die von einem beliebigen Punkte im liaume au die Fläche F 

fehende« Berubmngsebenen twei Ebenenbüsebel bilden, die 
'ülle o) oder b); wenn sie nur einen Ebenenbüschel bilden, 
bloss der Fall />) ; wenn nur eine einzit^e Ben'ihningÄiebeno an F 
geht, die Fälle ö) oder c), und wenn unzähliue Ebenen, die einen 
K^cl zweiten Grade» undiüUen, alle drei Fälle a), b), c) etatl- 
ünaen können. 

Durch 4ie beideiL feisten Betraehtungen hat eldi uns also intm 
folgende ganz allgeneine .Eintbeiliing der FUicben der sweiten 
Oranung und Khisse ergeben: 



L e b r s 

E i n e j e d e F 1 ä eli e d e r z w c i - 
t e n Ordnung ist entweder 
ein Keeel des zweiten Gra- 
den» oder im Allgemeinen 
ein einfaches Hy|)erboloid, 
oder eine durchaus krumm- 
linige FUche, welche mit 
einer /beiiebicen ' Ebene 
entwcjff^reinen&egeUchnitt 
pi^er nur einen Punkt oder 
kj^inen Pufikt j^em^in hat 



atz 34. 

E i n e i e d e F 1 ü t h e d e r z w e i- 
ten Klasse ist entweder 
ein Kegelschnitt, durch des- 
sen Tangenten, oder im 
Allgemeinen ein einfaches 
11 y j) e r f) o i o i d , durcli dessen 
Geraden die Berührungs- 
ebenen der ersteren gehen, 
oder eine Fläche, an welche 
von einem beliehi 'j:oii \*u n kte 
des Kaum es eü( weder un- 
zählige, einen Kegel des 
zweiten Grades umksllende 
Berührungsebenen, oder 
nur eine einzige oder gar 
! keine lieben. 

Ein dem so eben s^ebranchteu unterg<M)rdneter Eintheiiuogs- 
^ruiid der |*lä^hen der zweiten Ordnung und Klasse ist derjen^e, 
welcher veii den unendlich entfernten Punkten und Berfihrungsehe- 
nen hergenommen wird; doch ist derselbe für die ersteren bei 
Weitem ergiebiger, als für die letzteren, indem hier nur der eine 
Fall, dass die Sf ittelpunkte der recijproken Ebenen 0^, (&i uneod- 
lieb entfernt sind , ' und aleo eine einzige unendlich entfiirete Be» 
fAhrungnebene vorhanden ist, in Betradit koipmen kann, Wendet 
mnn den Echrsatz 20. auf die Strahlbiischef D, />i an. ^reiche 
eine Flädie der zweiten Ordnung erzeugen» so sieht man sogleich» 
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WflÜ jeder Strahl, welcher mit seiner Polare parallel Ist, einen un- 
enflfifh entfV rntt'ii Punkt der ri'irfn» F hpstiniiut, dati8 eine snlrl)*» 
Flaclir ri)t\\i?(l< r 1) krineri, oder "2) nur «Miien oder unzitiiiii^e 
u neu dl ich entferute Puulite henitzt, und die nach die- 

9&n -Punkten gehendeo Strahlen eines beliebigen Punktes entweder 
3) einen Kegel des zivciteo Grades oder 4) zwei Ebenen, 
oder 5) eine einzige Ebene bilden. Im orston Falle, welcher 
offenbar bei keiner geradlinigen Flüche stattlinden kaun> beisst 
die erzeugte FIScke Ellipsoid, im dritten Feile, wenn dieselbe 
ebenfalls keine geraden Linien enthSlt» elliptisches Hyperbo« 
loifl, und im zweiten nntrr (!rrs»'!lTen Bedingung elliptisches 
Paraboloid. Der dritte FaJI triU ausserdem beim Kegel ein, 
wenn sein Scheitel in endlicher LnU'ernung liegt, und bei dem 
einfachen Hyperboloid: und der sweite, vierte und fänfle 
beim Kegel, wenn sein Scheitel unendlich entfernt, und seine 
Grundfläcne bezugUch eine Ellipse, Hyuerbcl oder Paralte! ist 
(elliptischer, hyperbolischer, parabolischer Cyliud<er). 
Endlich silt der vierte Fall auch noch vom hvperbolisehep 
Paraboloid, nach dessen unendlich entfernten Geraden die bei- 
den Fhenen i^erirhtet slTid , und dasselhr beisst gleicheeitl^« 
wenn diese Ebenen auf einander seniurecht emd. 

Lebrsatx 35. 

Alle Fl Sehen der zweiten Ord'nung zerlallen in fol- 
gende drei Hauptgattungen und deren Arten: 1) der 
Kegel nebet dem elliptischen» hyperbolischen und pa- 
ralfollscben Cylinder; 2) geradlinige windschiefe 
Flächen, nämlich das einfache Hvperhnloid nebst dem 
fa V perbolischen Paraboloid; 3) durchaus krummiiniKe 
FlJIcheD* dae Ellipsoid, das elliptiecfae Hyperboloid 
und das eUiptieche Paraboloid. 

Eine Aufgabe, welche tiber die Grenzen dieser Abhandlung 
hinausgeht, ist, zu zeigen, dass jede Fläche der zweiten Klasse 
zugleich eine Tlächo «er zweiten Ordnung ist ; und dann ergibt 
sich 9 dass nur da*« elliptische Paraboloid eine unendlich entfernte 
Beriramngeebene mit emeai einzigen BerShiungspunkte, mid n«r 
der parabolische Cylinder eine solche Ebene mit einer Bertihrangs- 
linie besitst 

A ü f g a b e. 

Mittels reciproker räumlicher Strahlbäscheleine 
Kugel zu ersengen. 

Auflösung. Man lege zwei reciproke gleiche räumliche 
Strahlbflsehel dergestalt, dass jeder Strahl des einen auf seiner 
Polare senkrecht steht; so erzeugen dlesdheiij was nnmittelbar 
einleuchtet, eine KngeJi» deren Darchmesser der gemeiDschaftliche 
Strahl ist 

Aufgabe. 

Mittels zweier beliebig? c^ef^ebener reciproker rSnm- 
licher iStrablbüschel ein einfaches Hyperboloid zu er- 
sengen. 

ThMl IX. i4 

* 

r 
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Au fl r» sTiTi «T. a) IMan M alilo einen lieliebi»«!! Strahl <7 in JJ 
und eine durch denselben gebende Ebene <p, suche in />, die 
Polare /i von w und die durch leUtere gehende Polare von «y, 
und lege nun die iStrahllKischel D, /i| so, das« die SmAw'ff 
Qod picht aber die Ebenen <p und ^| zus^mmenfaUcn; ae er- 
zeuge?» <ii>^ rin einfaches HjTierboloid. //) (>(ffr man irebe den 
StrahlbÜHcheln eine beliebige Lage ; erzeugen dieselben nun nicht 
die verlangte Fliehe, so drehe man den einen so herum, dass die 
vereinigt gewesenen Strahlen in entgegengesetzter Richtung wie- 
d(T zusamroenfallen; so entsteht ootbtrendig ein eiolachea Hyper- 
boloid. 

|?0\veis a) ähnlich wie oben im Falle «) : h) denn durch 
die Uutdrebiing erhiiit man dann notb wendig zwei uui^leichliegende 
ebene Strahlbflschcl H, Bg, von welchen zu Anfang dieses PaKigra- 
phen die Rede ivar, nnd es muss also der dortige Fall o) eintreten. 

Aufgabe. 

M i 1 1 ei s 7 ^^ r 1 e r b e I i b i <je Tmmi er recipro Iv- e r rä uiTl- 
ücher »Strahlbüschei einen Kegel des zweiten ii.rades 
zu erzeugen. 

Auflösung. ÄLin verfahre ebenso, wie in der voriijen Auf- 
gabe; doch lasse man Jetzt auch die Ebenen ^ und zusam- 
menfallen. 

Beweib. Denn dann hat die Ebene (<PXi) ^^'^^ Fläche 
nur den einen Strahl (/^ 7) gemein» eine £igenachafl» welche der 
Kegel ansschliessUch besitzt« 

Aufgabe. 

Mittels zweier beliebig gegebener reciproker räum- 
licher Strahlbüschel ein hyperboHscbes Paraboloid zu 
etzeugen. 

Auflösung. Man brin|;edicgegehcne?i Sfr ibihüschel in involuto- 
rjsche Lnsre, suche eine f>re?iii( iicno derselbe!) und drehe nun den ' 
einen »Strablbfischel der^üesUilf uni seinen Mittelpunkt, dass die in 
dieser üreuncbcnc vereinigten Ebenen v< rcinijit bleiben, und jeder 
Slrabl derselben einen Winkel von IK)^ beschreibt; so wird jetzt 
ein jeder solche Strahl auf seiner Polare liegen. Wird nun der 
eine Sfr (bibüsrbel parallel mit sich selber in irgend eine Stelle 
des Raumes versetzt, so werden alle jene Strahlen mit ihren Po- 
larea iiarallel sein und folglich uncXhlige, in gerader tdnie liegende, 
uneodlich entfernte Punkte bestimmen, im Allgemeinen alao dte 
(^eugte Fl&cbe ein hyperbolisches Paraboloid sein. 

Aufgabe» 

Mittels zweier heliebig gegebener reeiproker tftum- 
lieber Strahlbiischel ein Ellipsoid zu erzeugen. 

Auflüsun*! Man brioL'e dto <j»'^cbenet) Sfrahlbüschel in die- 
jenige^ concentriscbe, z. ß. iuvulutoiische Jjaf.'^^ in weJcher dieselben 
Keinen Kegel erzeugen, und versetze dann den enieti Strahlbusehel 
panllel mit sich selber in irgend eine Stelle des Kaunies; se wird 
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kein Strahl des einen, nncli drs aaderen, mit »einer Polarepartl- 
lei si'in, die erzeugfe Fliithe also auch keine^i unendlich entfern- 
leo Punkt eutfaalteu küoueo. Dieselbe musH aUo ein EUij^oid sein. 

Au f a b e. 

Mitte!-- zweier beliebii; j;ej;c bencr recinroker rHnni- 
licbcr StraUibüscbei ein eili[itit»che8 Uy peiliolo id x.u er- 

AuiiuäuDg. Man bringe die gegebenen Strub Iljüäcbel in die- 
jenige coDc^entriacheLage, in welcher dieselben ^nen Kegel erzeugen, 
und versetze jetzt, was immer maglicb ist, den einen parallel mit 
«ch selber niif!, ohne dass ein Straf»! drs Ktigcl.-s auf seiner Po- 
lare verharrt, in irgend eine ü^telle de.s Raumes; s(» werden erst- 
lich alle Strahlen des Kegels jetzt mit iJiren Polaren parallel sein 
«nd folglieh unzählige uuendlicb entfernte Punkte bestimn^en, deren 
RjchtoB^en mit den Strahlen eines Kegels parallel sind ; zweitens 
whd weder ein Strahl jene« Kegela, nuch auch irgend ein «aderar 
Sfrah! auf Heiner Polare licsfn , w(;il ein solcher fotzterer TOf dft 
Xrenritiiii; *ier vStrablbüscbel seine Polare durchschnitt, und folg- 
lich auch nacl) derselben durcbsi bnciden muss. Die erzeugte 
flache kann also aus dem letzteren, Grnnde keine geraillioij^e, und 
Mun folglich aus dem emteren ein elliptiaches Hyperboloid nein. 

Aufgabe« 

Mittels zweier beliebig segebener reeiproker rSan- 
llcber Strablbfiechel ein elliptisches Paraboloid za et- 
sengen. 

Aafiwsang. iVlao bringe die geliehenen Strahibüschei In dii^>, 

j^i^e invoIutoriscbeLaue, in weirber «lieselben einen Kcfi;elerze!?i;efi.' 
litt Allgemeinen wircj nun elfte, auf einem Strahle dieses Kemels 
«enkreclite Ebene denselben in uiuer Ellipse schneiden^ und dreht 
man onn den eaacn Strahlbtisebel nm diesen Strahl, und nwar im 
enen Winkel von zwei Rechten hemm, so werden die in jener 
Ebene vereinigten re< iproken Ebenen, kraft fichrsatz 2., nur einen 
euizifi;en Punkt besitzen, welcher an( seiner Polare liegt: und da- 
her auch in den beiden Strahlbüscbelu iiloss jener eine Strahl auf 
»einer Polare liegen. Versetzt man also jetzt den einen Strahl- 
hüschel paxallel mit sich selber in irgend eine andere Stelle des 
Raumes, so wird aucK nur ein einziger Strahl mit seiner Polare 
parallel sein; die erzeugte FL-ielie a!sM , w eil sie nur ein<Mi unond- 
bcb entfernten Punkt besitzt^ im Ali|$euieiuen ein elliptisches. Pa« 
lubolold sein müssen, 

Aufgabe. 

Zirel beliebig gegebene reciprokc räumliche Strahl* 
büschel so zu legen, dass die durch dieselben erzeugte 
Fläche der zweiten Ordnung in der Uichtung einet gege^ 
beoen EbeiK! in lauter Kreisen geschnitten werde. 

AMfiösuni:. Man lege die gegebenen Stralilbüsehel />, Di 
iui o!uf«<riscb und suche eine Brennebene derselben. Jetzt gebe man 
denselben, ohne ihre Lage zu einander n todem, eine isUiM 

14* 
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Lage iiii Räume, das« dieie Brennebene mit der gegebenen Rich- 
tuu&8cbene parallel laufe, und tereetse den einen Strahlbüschel, 
s. jS. Dl y parallel mit sich selber und so , dass die Polaren der 

Brennelienc auf elr»a!i<ler lio'jrn IjInlicTj, in ir<j< rul rliie Stelle des 
Raumes; so haben beide ätrahlbüsrhel die gctorüerte Lage. 

Beweis. Bei rier involiiforisehen Läse von /i, />i seien 
Bi die von den zus. barm. Polaren der Brennebene gebilUeten 
Strahlbüschel, in welchen also die zng. Sfrahlenpaare a, a|; 6,61; 
ty c, ; di dl..,, lauter rechte Winkel einMi-blieMea ; und hi, TL 
seien die vereimirten harni. Polaren jener Ebene; fernnr seien <r, 
y, d.... die durch 21 unH a, b, c, d.... gehenden Ebenen, d. h. 
die harm. Polaren von Oi, 61, Cj, </,....; und «j, ^, , y^, d^.... die 
durch Hl und > 6|, ri, di..., gehenden Ebenen ^oder die barm. 
Polaren von 0, o, c, d....; ferner 6', c', dfejenigen Strah- 
len von B, welche mit 0^, 61, Ci, r/i-..; und wieder «j', Aj', Ci', 
dl*..., diejenigen Strahlen von B*, welche mit a, ff, r, d.... ver- 
einigt sind; endlich ß' , y', o'.... die mit cif, , , -/ ■ , ver- 
einigten Polaren von «1', Ci', //i'....; und »i', |3, v/, fTj ... 
die mit «, 1'?. ;•. rl. . vrreinttrteTi Polaren von n'. h' , c' d .... Wird 
nun der Strahlbüschel ruif die anuejiehene Wei.«;*'! von /) ge- 
trennt, so bleiben je zwei Lbeueu a und a^' ; ß und ßi'....a' und ; 
/S' und /^i.... Tereimgt, und die Ebenen der Strablbfiaeliel B, Bi 
ond deren Strahlenpanre «, «i'; 6, n', Oj.- A', 6,.... werden 
mit einander und der geg. Rirhtnnf;scbene parallel. Ist mm <E irgend 
eine Ebene, weiche die erzeugte Fläche F in der geg. Richtung 
schneidet, so sind in derselben xwei Ebenen AK, S| vereinigt, 
welche in Ansehung der Punkte und Geraden, in denen sie voa 
den entsprechenden Elemenfenpaaren der D. Di ^esrhnif((»n wer- 
den, reciprok sind. Aber «1er unendlich entfernten Geraden von 
ft, i^i entspricht in doppeltem ^inuu ein und derselbe Punkt, 
derjenige nXmllch, welcher dem gem. Strahle (^1) der tinmlichen 
Strahlbüschel angehört, und je zwei zug. Durchmesser von dt, Uti 
sind mit je zwei Strahlen a, «, ; h, oder a, h\ ä,'.... 

oder auch a« a ; 6, 6'.... parallel, bilden also eine Involution der 
fechten Winkel. Folglich sind die Ebenen 1^, Üti involutoriscb, 
und die f/inie, in wmcher sie die Fläche F schneiden, ist ein 
Krei.'s', Aiu h .sieht mrin. dnss din F.ljeneri clor Sfrahlhflscbel J^» 
Bi zwei parallele lierührungsebenen dieser Hache sind. 

Zusatz. Haben die ceg. Strahlbüschel D, /), , invointorisrb 
gelegt, nur eine einzige Brennebene, d. h. tkilt die letztere mit 
einer Achsenebene zusammen, so stehen sSmmtliche Kreise, in 
welchen die Flä(die F geschnitten wird, auf der Verbindungslinie 
ihrer Miftelininkti' senkrecht; die Fläche F kann also durch Rota- 
tion eine8 KegeUeluiittes tun srine Achso erzeugt werden» und 
heisst in diesem Falle ein kouuid. 

Konstruktion der Fliu heu des «weiten Grades mittels 
neun gegebener Funkte oder Berührungsebenen. 

Sind D, Dl, «0? ^o» ^b» ^0» fo- Ay, bo zehn im Räume 
bdUsbig gegebene Punkte, und' man verhindet irgend swei dersel* 
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ben , s. B. Ai, D^, mit den acht fibrigen durch die Strahlen a, b, e, 
(h fy fy fjy h und 0|, ti, et, c/| , f\y fif Ol* ^1 ♦ wcIcHc zwei lie- • 
liehisje, lest im Räume liegende Ebenen«, bezüglich in den 
Punkten a, b, f. ö, e, f. 'g, b und , bj, q , Ö, , q , f i , g, . bi 
schneiden, 8o kann man durch eine analytische Betrachtung ver* 
sncM wen]«D, festsosetseD : die Ebenen Ü^i «ollen reaprok, 
und zwar die Polaren der Punkte (I, b, c, 0, f, f, 0, b eoUen 
durch die Pnnlito «i , b[ . f, , , f, , f , , bi gehen. 

Denn sind für ein helici)ii;eii Coorninatensystem Xy y die Coor- 
dinaten eines beliebigen Punktes von 9t, und fUr ein anderes l>e- 
lieht^es Coordinatensystem Xi , die Coerdlnaieo eines beliebigeii 
Pnnktes ?on eo int 

die (Tleiclmni^ einer Geraden in , ^velche dem beliebigen Punkte 
{jey} von £ entspricht, und zugleich ia der Form 

die Gleichunu: einer Geraden in weiche dem beliebigen Punkte 
C^i^i) '^'^^ ^1 ciiUpricht, und es ist leicht zu zeigen, dass alle, 
aen verecldedenen Punkten jener ersteren Geraden entsprechenden 
Geraden von durch einerfei Punkt, und uuinekehrt , tjehen, und 
dass jerle solche Gerade und ihr entsprechender Ütrahlljüschcl hin- 
sichtlich ihrer entspr. Elementeupaare projektivisch sein müssen. 
IKtee Gleichung, deren Constanten sich auf aebt rednciren lassen» 
drficlct also dieselbe Beziehung der Ebenen 9ti auf eimmder 
ans, welche u ir mit dem Nnmen der Reciprocität bezeichnet haben. 

Setzt man in derselben nun an die Stelle von x, yuud Xi, yi 
nach einander die ('oordinaten der .gegebenen acht Punktenpaare 
a und Ai , b und bi , € und Ci , d und , e und f und fi, ^ und 
, b und bi , so erhält man acht Gleicnun[;cn mit den niunlicben 
acht Tonsfrinien, von denen eiTie jede, z. l\. <li'' erste, -insdruckt, 
dass die i^ulare des Punktes a durch den Punkt % gehe; und 
durch jene Gleichungen sind diese Constanten bestimmt 

Hat diess nun aber seine Richtigkeit, und man denkt sich 
/>! als die Mittelpunkte zweier rntmiürber» Strahlbüseliel, deren 
Strahlen und Ebenen bezüglich nach den entspr. Elemeutenpaaren 
von i!^, gerichtet sind, so sind auch diese Strablbilscbcl red- 
prok, undTzvrar werden die Strahlen a, b, e, d, e, fy f/y h Ton 
ihren Polaren in den Punkten 4^, bo» Cb> ^o» ^o» fo- ge- 
schnitten, und folglich wird die durch F), />, erzeuj^te Firiche der 
zweiten Ordnung durch die gegebenen zehn bcliebi<(cn Punkte Z>, 
J^Li gehen mClssen — ein Resultat, welches jenem anderen 
analytischen Satze schnurstracks widerspricht, dass eine Fläche 
des zweiten Grades durcfi neun Punkte» sowie ihre Gleichung durch 
neun Constanten , bestimmt ist. 

Dieses analytisch -geometrische Paradoxon ist für die rein-geo- 
metrische BetrachtuDS bereits durch Lehrsatz iU. hinweggeräumt. 
Die analytiscbe Auflciarung desselben wird durch eine veri^d eichende 
Untersncbune der Constanten der Gleichung einer Fläche des 
zweiten Grades und derjenigen Gleichung, welche die Reciproci- 
tfit zweier räumlichen Stirahlhfiscbel darsteUt» sich ergeben müssen. 
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Im Allgeveinen «lebt so viel fiest» dasR die Aufgabe, 

durch neun gegebene Punkte eine Fläche des zweiton 
Grades zu legen, aiif dir amlere zurückkommt, um ein 
gegebenes n-Eqk (wo n eine durch die Nutur der Auli^he 
seiM erst zu beetiaiiiieiide )2(aU bedeuM) ein anderes tt-£ck 
zu besch reiben} w olches mit einem zweiten gegebenen 
7^•£ck recipfok aei. Dioso Aufgabe aber lüsst «ich wieder 
auf folijcnde rechjcircn, wcirht' nichts •»ndcros als die Verallffeniei- 
nerung einer Kiai$t»e vou Aulj^alieii i^l. die iscit langer Z.eit die 
Aufinerlisankelt der GeonMtec bejKehfift^t haben, nfinilich : m 
oder in ein gegebenes n-Eck ein anderes zu heschroi«. 
ben, welches einem zweiten gegebenen w-Eck c'»lli« 
ncur — und insbesondere affin, ähnlich, gleich, con- 
gruent — sei. Indä'm :ich hiermit fear Auflösung dieser^ 
meinen Aufgabe einlade, bemerke Seh nur noch, dass dieselbe 
mittels des nlossf^n Lineals -^ich muss aiisfVihrj'n lassen, während 
die der angedeuteten spcciclloron Aufgaben den (Gebrauch eines 
festen Kreises erfordert; und dass die imsechstcnTheile des Archivs 
S. 178. behandelte Auftiabc ein besonderer Fall derjenigen ist: 
In ein gegebenes Viereck ein anderes zu beschreiben, das eioeni 
zweiten gegebenen Viereck äbnlicfi sei. 

F/me mehr direkte, wenn «luch nicht durchaus symmetrische 
Auflösung des in der Ueberschrift dieses Para^jraphen genannten l*ro- 
bl^ms wird durch di<^ folgendeudeu ^\vei Aufgaben vermittelt werden. 

Aufgabe. 

In einer Ebene 1£ sind zwei Gerade A, A' ; auf der 
erstereu ein Punkt a, und ausserdem sind drei Punkte 

«, ß, Y beliebig ucii eben; und in einer zweiten Ebene 
i£i sind zwei Punkte Ä, Jii ; eine durch det? ersteren 
gehende Gerade und ausserdem drei Punkte «^^ ßi, 
7i beliebig gegeben; man stellt sich Tor, die Ehernen 
iE, lEi seien reciurok, nnd zfrar A, A' die Polaren too 
Bi, öl'; a der Pol von und die Polaren «j . , y, 
gehen durch die Punkte a. ß, y, iMan soll die.se drei 
Polaren mit liülie des blossen Lineales zeichnen. 

A n a I y 6 i 8. 

Es seien in Taf. V. Fig. 7. a, 6, c die gesachten drei Geraden ; sie 
schneiden die A in den Punkten a, b, C; die A' in den Punkten 
ä', b'. c: 0 sei drr Hiirrhschnitt ^nu i, A'. iMan ^erbitMle in 
der anderen Ebene den i'unkt Iii mit den Punkten . , y, , 
durch die Geraden a^, . c, , f/, ; und den i^unkt Iii mit 
ßi) Yi <lurch die Geraden \ c^. Da die Geraden A, /I', 
a, 6, e die Polaren von li^y B( ^ o^, ß^^ yi , und der Punkt 6 
der Pol vf^M 5] >verden soll, so müssen lolgende awei Bediognn- 
gen eriüiUt werden: 

f>» ^, «):=:i% (%, «1, J^) 

und 

A (a', b', C.d)=/^i (fli', C|', «4). 
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Le^en wir /.u diesrni Zwecke durch don PnnLt 3 eine Uelie- 
bige Gcrad« A'' und dt'iikt'ti uns uul' dcrt^cUieii die i'uulvte Ci",b", 
d'j, oder X>t <L, S> »o gewählt« dass div^elbe mit dem 
Strahlbiischet and foli^lich auch uh der Geimdeii A in Ansehung 
der Elemente tt, b", c". D", 3: a. , 61 , C| , </, , t, : a. b, C. D. 5 
proiekttvisch ist; so werden die Projektionsstrahlen aa", bb", cc", 
oCr sieh In einerlei Piomlte 1 schneideo. Femer lege man durch 
det) Punkt d ir^end eine (lerade A'" und wÄhl« auf dersoliien drei 
Punkte a*, b'", d" oder ?!' . . (T' sn . tlass dieselbe mit dem 
8fr:ihlhüsche! Bi und Jolslich auch mit der Oeraden Ä in An- 
sehung der Elemente d'" , b'\ d", Ö; «/, 6/, c/, r/»' ; b', c', 0 
projelniTiecli ist; no werden anch die drei ProjektioDestrahlen 
ft'or; b'b'*^ durch einerlei Pnokt l gehen rafissen* 

Denken wir un^ nun die Gerade Oö", die Punkte '2!,J5»C»1&» 
«, ß, y\ Ä', dö', <E' als fest und den Punkt i \'(\\vi> (K r i,':Hr/en 
Geniden Öö" fortliewegt, so werden die Punkte ö, b. c;iiil A und 
a, b', c' auf ^1 ihre Lage änderen^ und es wird zuai in jedem 
Itfeniente der Bewegung die erste der obigen Bedingungen, nicht 
aber die zweite emült sein, indem die verlinderücheh Geraden, 
a'^'". b'b'", c'r^' nicht immer dttrcb einerlei Punkt If iteben. Indes- 
sen hei «tieser Bewegung; er/.eugen die veränderlichen Geraden 
a«*, bb", cc" drei perspektivische »Strahlbfischel ?l. (E; je zwei 
Puokte a, a'; b, b'; c, € zwei perspektivisdu' (ierade Ay A\ 
uod folglich auch je zwei Strahlen ft'a'", b'b'": a'a'", (ff-, bV, 
c'c* zw ei i'rojektivische iStrablbnschel 21', Ä'; .A , d'; Ä', (T. 
Ruckt der Punkt t in die Steüe des l'unktes 0, so rücken auch 
sSramtiiehe Punkte d, b, c nnd ft% b', nach und demnach 
sind in dem gemeinschaftlichen Strahle von 71' und oder 31' und 
<E', Ä' iitk! C, d. h. lär)!is der (ieraden A'" . ent«^]Me( hende Strah- 
len vereiniiit. Hieraus folgt, dass wahrend jener lli ^vegung der 
Durchschnittj^punkt der Geraden a'a*" und b'b'" eine urrude Linie 
üf, un«l ebenso die der Geraden a'Ä* nnd e'C*, b'b"' und cV" ge- 
rade Linien iV, P beschreiben; hat man also zwei dieser Gera- 
den gefandep, so ist ihr Durchschnittspunkt, welcher natürlich 
auch der dritten angehüreo muss, der Punkt ff, durch welchen 
alles Uebrige sofort gegeben ist 

Konstruktion. 

BIui lege doreh den gegebenen PnnItt s irgend eine Gerade 
A!' nnd bestmime aof derselben die Punkte b , c*, ^ so» dass 

b" , C", Ö", 8) = i?, K f^l^^l . '^ > *i) 

ist; lege femer durch den Punkt Ö, den Durchschnitt von A, A\ 
iraend eine Gerade A** und bestimme auf derselben die Punkte 
b'", ("' so, dass 

ist; ein Geschäft, dessen man in der Hauptanfgabe, um die es 
sich handelt, sich dadurch ganz fiberheben kam, daiss man sidi 
bereits vorhandener Punkte bedient. Sodann verbinde man deu 
Piml^ B mit den Punkten 'er, ßf y durch drei Gerade» welche die 



Gerade A' m den Punkten ß/, b,', schne'Klen, nnd die^e letz- 
teren Punkte mit den Punkten a'", b"', Cf" (iurch drei Gerade, 
weksbe sich paarweise, nXmlich Oi'i/' wid b|'b^, a^'o^ und Citf, 
in deo Pnnkten und <^ schneidcai. 

Jetzt Teiiiiiide man den Punkt d mit ^* durch eine Gerade 
und r'\\)vn beliebigeo, aber weder mit 0 noch mit 0" identischen 
Punkt ia dieser letzteren mit den Punkten a" , b", durch drei 
Gerade, welche die Gerade A in den l^unkteii b^, treffen, 
sofort dit^e Punkte wieder mit den Punkten a, ß, y durch drei 
Gerade, welclie die A in den Punkten (U', bj', Cj' treffen: und 
wiederum diese drei Punkte inlf den Punkten a"', b"', c'" dureh 
drei Gerade, welche sich naar^veise, nämlich die erste und die 
zweite, die erste und die dritte, in den Punkten b" und 
schneiden. 

Jetzt verbinde man die Punkte bo und b^ durch eine Gerade 
My uMd die Punkte fy und & dun h eine Gerade iV: sofort 
den Durchschnitt f dieser Geraden M und N mit den Punkten 

b*, durch drei Gerade, welche die Ä in den Punkten ft', 
b', treffen, und zuletzt diese drei Punkte mit «t, /3, y durdi diei 
CSerade a* 6» c; bo sind diese die drei veriangten Linien. ' 

Beweis. 

Denn geht man anf die Analysis zurüek, so sind vJ/, b/. r,' 
diejeni&en Punkte von Ä y welche man erhält, wenn der Punkt t 
in die Stelle de*» l^unktes Ö" rückt, und folglich b^,, b^zwei Punkte 
der dortigen Geraden ilf, Co und zwei l'unkte der dortigen Ge> 
raden iW Da nun sowohl die Geraden aa'", b'b'". C<!" sich in 
einem Punkte I?, als auch die Geraden AA'', bb", CC", 00" sich in 
einem Punkte i scboeiden müssen, so ist 

und 

^(«', b', c-, 0) = .4''' (a-'yb-', c*, 0) (a/. 6/, c , , rfj). 

' Also darf man festsetzen : die I'Lhenen iß, (ßj sollen reciprok, 
und zwar die Geraden Ä die Polaren der Punkte H^, Bi\ 
und die Punkte b, c, 0, a, a', b', c' die Pole der Geraden 
"i* ^1« < 'i* ''i'» ^1* s^io* Dann aber sind nothwendig 

nneh iHe Geraden a, b, e die Polaren der Punkte «j, ßt, fi* 

W. ii. w. 

Determination. 

(ffibt^ es noch drei ntnlpre («(•rnflc a, c, ^^ piche der Auf- 
Ejahe nenü^ten, so würden die Geraden, welche die neuen Punkte 
ft, b, c mit den frühereu Punkten a", b", c" verbfinden, ebenfalls 
anf der Geratlen dD^, in einem Punkte t conversiren mtissen : es 
würden also die Geraden, welche die früheren Punkte a"', b'". c"' 
mit den neuen Punkten ft', b', verbänden, paarweise entsprechende 
Strahlen der Strahlbüschel H', i>', C sein, also auf den Geraden 
M, N sich schneiden; der neue Punkt t würde demnach mit dem 
frflheren I und die neuen Geraden a, b, e mit den früheren za- 
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«anuneofall«!!. Folglich ist die TornteheDde Anfgalie ii«r 
•ioer •insigea AuflOsang f&hig* 

. Httlfftsats. 

Uabeu eine Reibe von Kegelschnitten 21, <L, 2>>... 
drei Punkte If, B", geraein, und sind irgend zwei 
Gerade A, A , welche durch einen dieHer Punlcte, z, B. 
durch B, gehen, in Ansehung der {ihrigen Punkte a, b, 

c, D, a.... und a% b', c', ö', s'...., in denen sie von den Ke- 
gelschnitten und der VerbindungHÜnie der beiden ande«. 
ren Punkte , TV' geschnitten werden, nrojektlTisch, so 
haben s äm nitliche Kegelschnittf nnrh rinon vierten 
Punkt «jemeiii, und eine jede durch // gcheTuie Gerade 
ist mit A in Ani^ehung der betreffenden Punkte )>ro- 
jektiviseh. 

Beweis. Man denke sich die Ebene der Kegelschnitte mit 
tkitsr anderen in höherem Grade geometrisch verwandt, so dasn 
Punkt und Punkt sich entsprechen, und zT^ar /?, />"' die 
Uauptfiunkte der ersten, und Iii', B^" als deren zugeordnete 
in der zweiten £bene: so entsprechen den Kegelschnitten ^, 
C» ebensoviele Gerade Ci, sämmtlichen (le- 

raden ^f, A" welche durcn ^ gehen, wiederum Gerade 

^1, Ai y Ai"...,, welche durch Bi geben; und den Punkten a, b, 
C, Ö....: a', b', c', ö'....; a", b\ C", ?>^... von ^, A , A"..., und 
71, C, iD ... entsprechen die Durchschnitte Ai, bj , Ci , 0|....; 
«i', b,', c,', Oi'....5 b^", Ci", Öl".... von /l, , /Ii', mit 
2(i , Zj, , iCj , 3Di.... ; endlich allen Punkten s, s , ö'^... der II;ut|it- 

lioie BB" lauter Punkte 8,, Sy , a," ^velche mit dem ll;iiii>t- 

punkte B^ sich vereinigen. Da nun nach Archiv. Theil Mi. 6. IIb. 
einem jeaen Strahlbflschel IT ein proj. StrablbOschel Bi , und 
folglich auch einem Jeden Strahle A des Hauptpunktes B ein pro- 
jektivischer iStrahl des sngeordneten ^ entspricht» also 

A{A, b,c, £>. 8....)=i4i(ai, bi, c„Öi,Si....); 
^' (« , b , c, ö', b'....) = (tti',b|', Ci', D^', 8i '....) ; 
A (a ,b ,c ,a ....;=.4j (a| ,bi »c^ ,0^ ,04 

ist« und da angenommen ward, dass 

yl(«,b, c,0,ö....) = .<4'(a', b , c', ö', ö'....) 
aei» und die Punkte Bj , 0|' sieb vereinigen, so ist zunSehst 

-^1 ^Hf ^1» ^i* öi-O^C-^iC^ii^Ji'* Ci',0/,«i'....); 

d. h. die sSmmtlichen Projektionsstrablen 2fi, J&i, (Ti, i^).... von 
A\t Ai gehen durch einerlei Punkt; und diesem Punkte muss 
demnach ein vierter gemeinschaftlicher Punkt der Kegelschnitte 
31, i^, <C, 2).... entsprechen. Zugleich aber folgt, dass auch 
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im4 bimiu» wieder» dum 

A (a,b,c,e>,ö....)=^" (ft",b",c",ö",ö"....). 

I - W« X. b. J9, 

A a f g a b 

Es «find in einer Ebene Hü eine Gerade A und ein 
P^nkt 0 der letzteren, ausserdem fünf Pu iik te a, ß, f, 

(p: in eiiM^r zweiton El>onr <5i ein Punkt und ein 
Strahl Si de« s«' 1 1» e ri , au ss rr<l ein fünf Punkte »j^, /5| , yi, 
d|, beliebig gegeben. Man stellt sich vor, die Ebe- 
nen it, dt seien reciprolc» und zwar die Gerade A die 
Polare deA Punktes J^i, der Punkt 8 der Pol der Gera* 
denf| , uiui d ie Polaren der Punkte aj, /3| , yi , ^, , <p, £?chen [ 
durcli die I*unkte or, ß, y, (p. Man soll diese t'üuf Po- I 
lareo mit üülie des blossen Lincales zeichnen. ' 

K o n 8 t r u k t i o 0. 

Man verJüfide den Punkt /?i mit den Punkten «| , ß^, yi , ^j, 
q)i durch die Geraden aj,6i,C|, und irgend einen der let*- 

teren ',' k. B. 9i , mit den übrigen a^, ß^, yj , tp^ doreh die Gera- 
den Ci', /!'. Sodann lege man durch den Punkt fl in ^ 
irurnd eine Gerado A" und u 'ihle auf derselben die Punkte a"« b^f , 
0% i" oder X>, €» iD» ^ dergestalt» dass 

■• i<''(a^b^c^ö^f^ ö)=j5i(fli,6i,<H,di,/i,«i) 

sei, Punkte, welche man in der n'ichstfolgenden Hauj^taufgabe bei 
eesehiektcr Wahl der Ebenen Üt, ^ sich sehr leicht Verschaf« 
len kuun. 

Jetzt lege man (inrcb den Punkt Nirgend zwei Gorade tli, iL- ' 
welche die ^ In O^, schneiden, bezeichne zngteieli- c4ne Jede 
¥on diesen zvrei Geraden tiaeh einander mit A', denke sich heide- 
male die Elemente A, A' y s, ct. ß, y und /?, , ß/ (d. h. d^), *i, 
OTj, /5| , yi im Sinne der gleichnamigen Elemente rfer vorhergehen- 
den Aulgabe gegeben, und suche der dorti^n Vorschrift gemäss 
die drei Geraden «, fj, c, welche jetit, in Bezug auf di und f/^, 
Og, bi, Ci\ a^, If^y heisscn mögen. Es seien a^, b] , Ci und 
Äj', bi', Ci' bezüglich die Durchschnitte von «j , , r:, mit A und 
mit «1 ; und ebenso a^, h.. und O^', b/, die Dun hschnittc 
von ff.^, r.2 niit ^4 und mit c/^. Ourr li A n^rühnins: der bezeich- 
neten Konstruktionen sind bereits die Punkte iii , b| , q , 0^ mit 
den Punkten a*, b", c*, durch vier Gerade a,«, c,", f/i^ 
welche sich in einem Punkte i, schneiden; und die Punkte 0^, b«. 
Cj, mit a", b", c'^ durrh vier Gerade fig'^, 6./, c^", //j", 
welche sich in einem i^unkte i.^ schneiden, verbunden. Aian ziehe 
nun durch <lie Punkte i, und i.2 eine Gerade C. 

Hiernadi vert iii>r)ie man eiaen der Punkte ß, y, z. B. y, 
mit dem noch nicht berücksichtigten i^ unkte 9, und yi mit q>i, 
lege wieder durch d irgend zwei Gerade, z. B. die vorigen «^^^i* 
betrachte wieder die Elemente A, A', s» a, ß, 9 und ^1 > 
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%• Ol, ßi, ^ im Sinne iler vorigen Aufgalie ^ei^ehen, konsfrair« 
m'it HuJie der Punkte j&, ^, 2) oder a", b". f". zwm neue 
Pk&kte t| und inul vcrbiode die letzteren durch eine Gerade F, 

;:ei t der Durchschnittspunkt der Geraden C und F; man 
nertiliide i mit den Punkten a" . b", f", f", 0" durch die Geraden 
6**, /^*, f/", welche /I iit den Punkten Ä, b, C, f, 0 Kc}int'i- 
d£fi, ond fiofort die^e Punkte bczö^lich mit den Punkten a, ß, y, 
^9 i dofdi die Geraden bf e, f, d^ BO ^uil letztere die filnf 
geisucfctep Polaren von «t * A > /i » 9i » ^i« 

B e w e i p. 

Es Keien noch a\ b\ € die DurclischDitte von b, c mit il; 
man denke «ich von jedem Punkte u.... der GtTaden C. misser 
di^n ^rhon vorhandenen i, i| , t^, nat ii den Punkten , Ä.d, 25 . 
«Üe Geradfn rr^**, ^^3**, r^^, r/;, gezoifen • welche die A in Oj, 

bj. i>j,.... (»chueiden; <lie«ie Punkte wieder bezüglich mit 

y, ö durch dieCteraden 03 » 63 , , tU^ .... verhiinden, von dene« 
Andrei er?«teren die letzte in den Punkten bj", schnei' 
d^n. iifi«! bezeichne die um «, j5, y, d gebildeten (»tra^dbäedml 

IX' 9 Ib'm Dies« vorauäge«etzt» so iiat man: 

V{d, di,d^, i^,...0=Ä)(rf«, V^^Ai^^/a^- •)^2l(fl<>,fll^<,«3®"") 
also 

uid ebenso 

•2)'(<<> f^r» d^, 1^..«)=^' (6» ^> V***}» * 

f olirlich Uesen sänunHifhe Punkte ö, « , a', öi', d^', Äs'-— i" einem 
Kegeb^chnitle Üq; .^aninitliche Punkte ^»ß* b * b^', » b./.... 
Ib einem Kegelnchnitte Jb,,; «fimrotlicbe Punkte c% c^', c«'» 
in einem KegeliJchnittc C^; und da denijeni«;en Strahle von 
Jb. welcher iiaeh dem Durclisclmitte der (M-niden .1" und r\i:elit, 
in den StrahllM'i^rlieln 2L' , Jb' , C !.uiter Nfrahlen enfspnschen, 
die na« h eleni i^unkte ö «jehen, und licaiJcMiii^eii iStruble von 2), 
wel' li' t nach dem Durch.«chnitte t der Geraden A und C geht, 
iii ilenji»ellien vier Strahibtlscheln lauter Strahlen entsurechen, 
w« !< Ii- n 11 h demselben Punkte t gehen, so haben die K<'i;e!s(hiiittc 
X- -2*o- ^ .iir-;ser dem i*unkt<' <^ noch zuei Punkte ö niul t i^e- 
me'iri . weli iie tler Geraden A angehören. jNun aber ist der Kqu- 
^niktiori geuiÄJtö ' « 

T 

aiso ist tuaft des vorb^rgescbicktün ilüliissatzes auch 

^' (Ai , , Ci Di) = (Ä, b', C', Ö) = (aa', ba', Ö3). . . . 
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Auf diesaUie Weise wird ndttels der Geraden F gezeigt, dass 

folglich, da zwei proj. Gebilde durch drei Paar entsprechende 
Elemente a'» b' , 0 und Ol', öi'j dg ?olUcommen bestimmt sind» so 

bt auch 

und da nach der Konstruktion auch 
A(a, b, c, f, b, B)^A'' («^ b^c*, 5) « (ai, Ai,cj, /i, 

i^t,^ so diivi man festsetzen, die Ebenen CEi sollen reciprok 
lind zwar die Elemente d, &, a, b, c, b/f, a', b', c\ f and 
■^1» ^1» 'i» «1. ^ ^^1» , /i, rij', r,', /*,' eiitsprochendc 
sein (Archiv. Tbl. VIII. S. 2.). Dann aber sind auch die Geraden 
a, ff, r, f, npirhü füo Piinktenpanro ft, ft'; b, b'; C, c'; f , f 
verbinden, und die Durchschnittsimnkte «j , ß^, y, , <j?| der Strah- 
lenpaare a|, Ol'; Äj, bi\ 6*1, C| ; fit fi entsprechende £lcnien- 
ten|»aare. 

W. z. b. w« 

Determination. 

Gäbe es noch fünf andere Gerade a, h, c, d, /*, welche der 
Aufgabe i^etiniiten, so wären, nenn wieder d mit bezeichnet 
wird, für die neuen Punkte a', b', c' , f und a, b, C, f, 0 wie- 
derum die Beziehungen 

^(a,^^^f,0,»)=I:Ä^(lll,6,,e|,/i,l4,#^)=il•(Ä^b»,c«',f^ö•,») 

und 

vorhanden; denkt man eich nun den neuen Punkt 0 mit dem 

früheren durch eine Gerade verbunden, welche die Gerade C 
der Konstruktion in einem Punkto i-^ schneidet, und sofort diesen 
Punkt nocli mit a", b*, c" verbunden, wodurch man, uic im Be- 
weise angegeben, die Punkte A3, bs, C3 und die Geraden #13, 63, 
C9 erhalten wflrde, so mflasten diese letzteren mit a, 6, c zu- 
sammenfallen , >vo.il nach der Determination der vorisen Aufgabe In 
den reciproken Ebenen ISi» £ nicht an gleicher Zeit die Elemente 
Jfit 8t f T, . ('i . ßi f Yi den Elementen -i . d, 8, n, b, c und aurh 
den Elementen A. d, 8, «3, Ä3, entsprechen können, neon 
sowohl a, b, c alj» aueh «3, 63, C3 durch die Punkte «, /i, y 

Shen. Denkt man nieb also die neuen Punkte a, b, c, 0 mit den 
liieren Punkten a", b", c" , durch Gerade verbunden, so 
müssen diese auf der Geraden C der Kon?struktion ronvergiren; 
und denkt mau sieb die Tjeiien f^uukte a, b, f, Ö mit a'^ b", f , 
durch Gerade verbunden, s<" imisseu diese auf F, HÖmmtliche fünf 
Gerade also im Durchnitte i C und /-^ convergiren. Folglich 
müssen aneh die gedaciiten neuen Gmden a, b, c, d, f mit den 
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ilttrck die Konstraktioii trlialteneik zuMmraenfallen. AUo Iftsst 
auch dUse Aufgalio nur eine elmige AuflSevng in. 

Aufgabe. 

Wenn von einer Fläche der zweiten Ordnung nenn 

I*unktc boliebip gegeben sin(K mittels des uouohn li- 
ehen und eincM I^h enen-Lino a i CM allein beliebig viele 
andere Punkte dieser Fläche zu linden. 

KonetruktioD.' 

Es seien /),/>,, ff, tt, a, b, C, ö, f die neun gegebenen 
Punkte. Älan verbinde irgend zu ei derselben, z. Ii. I), />, , mit 
den hieben übrigen bezüglich durch die Geraden s , p , a, f} ^ c. f/, 
f und *tfPj.> "if ^i» ^1* /\ gebe zwei gesonderten oder 
ancb vereinigten Ebenen Ut, itt irgend eine feste Xage im Räume 

Sun Vortbeilhanesten ist es, eine der Ebenen zu wählen, welche 
rei der sieben Punkte verbindet). Es seirn 5, p, «, ß, y, ö, m 
die Punkte, in welchen die Ebene Üt von den Geraden j, p, a, ö, 
c, rf, f — und » , «1 , A , yi j , qPi die Punkte, in welchen 
^ Ebene CCi von den Geraden $^ , , , Aj , Tj , rfj , /J getrof- 
fen wird. Man verbinde zwei jener Punkte, z. Ü. 8 und p, durch 
eine Gerade und denizufolüe die Punkte und ti^ durch eine 
Gerade in setze fest, die Ebenen üt, i£i sollen reciprok, und 
swar die Gerade A die Pobre des Punktes Bit der Punkt 'S der 
Pel der Geraden sein, und die Polaren der Punkte ßi, fi* 
igp| sollen dur<'h die Punkte et, ß, y, 6, cp cfehen; und surne 
diese lunf Polaren nach der in der vorigen Aufgabe gegebenen 
Vorschrift. Hierdurch ist man. in den Stand gesetzt, zu jedem 
Punkte der Ebene (Si (oder flE) seine Polare in der Ebene $t (oder 
fli.) zu finden. Ist nun irgend ein Strahl des Punktes Z>| 
(oder />), dessen zweiten Durchschnitt m mit der Fläche der zweiten 
Ordnungniao finden will, so suche man zu dem Punkte u^, in welchem 
m, die £liens fl^t trilll« seine Polare in und lege durch diese 
Polare und den Punkt /) \eine Ebene ; so schneidet die Utstete 
den Stiahl a^ in dem gesuchten Punkte iti. 

• Beweis. 

Man denke sich den Punkt />, mit sämmtlicben Punkten und 
(■eruden der Ebene (S^, und den Punkt D mit den Polaren und 
Polen derselben in durch Gerade nnd EbeneiL verbunden, so 
erhält man zwei reciproke räumliche StrahlbGschel Z>, Di, deren 
entsprechende Elementcnpaare sich in den Punkten einer Fläche 
F der zweiten Ordnun«? schneiden müssen. Da nun drr Konstruk- 
tion gemäss der Geraden Ä der Punkt , also der Ebene Vctc 
der Strahl pi , welcher diesellie ün Punkte n schneidet^ entspricht; 
da der Punkt 8 der Pol Yon #1 , ahio der Strahl t die Poure der 
Ebene DiJta ist, wolrhe von jenem im Punkte (S getroffen wird; 
und da die Polaren der Punkt© a», ßi, yi, , opi durch die 
Punkte o, ß, y, ö, 9, also auch die Polaren der Strahlen ot, 6}, 

d^t fi durch die Strahlen a, b, c, d, f gehen und mit diesen 
zugleich von den erstcren in den Punkten a, b, C, ö, f getroffen 
werden, so geboren ausser den Punkten J}, auch die sieben 
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Punkte tf, n, a, b, c, ö, f der Flüche F an; ausserdem abci 
auch der Punkt m auf Fliegen, (iahe e« nun eiii«^ zweite, von 
/^verschiedene Fläche F' der zweiten Ordnung, welche die gegeheneu 
Dean Punkte enthielte, so jcODOte man nach Lehraats 33. cße Pnnfctä 
D, Dl bezüglich mit oncl n durch zwei Gerade s und pi und 
mit den beiden Punkten a, n durch zwei Ebenen ps oder und 
PiSi oder <y.** verbinden und sodann festsetzen, die Punkte />, 
Dl sollen nie Mittelpunkte zweier reeiproker räumlicher Strahl- 
büschel, welche die FIfiche F erzengen, und die Ebenen ffi, Ct^ 
sollen ^e Polaren der Strahlen px , t sein. Dann aber würden die| 
festen Ebenen 9 Si auch in Ansehung der Elementenpaare« inj 
denen sie von den entsprechenden Elementenpaaren dieser neuen 
Strahlbüscbel 1), Di Lreschnitten werden, reciprok sein ; und da 
die Ebenen tc^, c^^ die l^x ''^ Geraden 5^ ; die iStrah- 
len s, pi dieselben in den Punicten 5, Bj schneiden; da feroerl 
die Punkte a, b, c, D, f auch der neuen Flficbu JF' angeboren, 
also die Strahlen />,a, At>, /^|C, Dyö, /\f des neuen Strahl- 
büschets Dt von ihren Polaren in diesen Punkten getroffen wer- 
den, folglich die Polaren der Punkte «i, ßi, yx , <J j , «jpj auch jetzt 
durch die Puid^te et, ß, y. 9) geben n¥issen,. so würden auch 
In den peuea reciproken Ebenen Sg, sowie in den ¥origen, 

die Elemeotenpaare A und ßt 9 ^ und sich entsprechen , "und 
die Polaren der Punkte «j , /?, , y, , , cpj durch die Punkte c, ß, 
y, <5, 9 gehen. Dann aber müssen, der I)etern»ination der vor- 
oergehenden Aufgabe zufolge, auch diese letzteren fünf Polaren 
mit den früheren susamBieor&llen» und also auch die neuen Bbe-^ 
nen CS, (lEi, die neuen .StrahlbOschel D, Di und somit die neue 
Fläche F' mit <len früheren identisch sein. Demnach liegt auch 
der Punkt m auf derjenigen Fläche der zweiten Ordnung, von 
wcdch^r die Punkte J), Di, ^, b> c, D, f entnonnnen waren. 

W. z. b. w. 

Mit dieser leisten Aufgabe ist nnn» brafl des Cksetzes der 
HoalitSt, sngleich auch die andere; ,yAn neun l>«liebig gege- 
lf«ne Ebenen eine Fläche der zweiten Klasse zu legen** 

gtflust; drtui es fehlt hierzu nichts als das mechanische Geschäl), 
[onstruktiou und Beweis derselben aus dem für die erstere gc£e- 
beoen Wortlaute herauszulesen; und so dürfen wir denn als Re- 
aultat dieser ganaen rein-geometriacben Betrachtung aussprecbea: 

Lebrsata 36. 



Eine Fläche der zweiten 
t^rdnuiig ist durch neun 
tlnfer Punkt« TDllkommen 
bestimmt 



Eine Fläche der zweiten 
Klasse istdnreb oennfbrer 
ßerflhrungsebenen voll* 
kommen bestimmt. 



• .: I. ••• 

'>i{i i> 



••I • • 
i • 
■I >•• 
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lieber die näheruni^welse Bereeh- 
nuiis eines lieiitinimleB Intesrales. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. SciLlömiicli 



In dem netten Aufsätze ttber gefii«Be magnetische Wirloingen 
No. XX. Tbeil VII. ist UefrDr. DTppe aof das bestimmte Integral 

* ' . 

■in^cosy+T'»]^ 

gefflhrt worden , dessen DiinieriHchc BerechnuDg mit einigen 8<'hwie- 
rigkeitcn, oclerriebHg^r, WeltlJtnfigkeiten verknüpft schelnt'»>I)ie8fi 
gab Veranlassung zu den nacfiniluendtMi T?ptrar!ifiiTi<^n, im fahe 
sich mit der Vervrerthuug de« allgemeinen Integraies 

/>« (l^pcesi.)fti 

bescbSftigeD, das filr f^^^*» auf das obige surdck- 

mbrt. 

Zunächst ist an bomerken, dass man weg4n der PcriodisitSt 

von cos« (If'n Worffi (l(\s Integrales nur von u=::0 bis höchstens 
u=-n zu kennen braucht» um sogleich im Besitze der soiiMtigen 
Wertiie des Integrales zu sein. Diese Eigenschuft kommt über» 
haupt al(en unter der f erm i 



yF(C08U)du 
b , 1 . : 



. . ' ' ' • t 
i t ► , », II 



' stehenden Integralen zu. Ist nämlich u=A'»-|-tr, wo ii eiue'^ai^ 
Zahl , V eine zwischen 0 und s fallende CirOese bedeutet, so bat 
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t/ o %/ o xJ ^ ' d %n 

<f / F(c«ftSfll)dll + / i\O0««)dM. 

Uflst man Dim die folgenden SolistitafloDen eintreien: 

im Isten, iten^ 3ten, 4ton ...Integrale 
u=iu', 2»—«', 2«-f tt', 4» — tt', u. 8. w., 

so werden die ersten k Integrale einander gleich «nd 

Im letzten Integrale setzt man t«=X:3c-|-tf' oder ^-(Ai-l-lW — n', 
Jenacbdem k gerade oder ungerade ist, und hierdurch geht dasselbe 
entweder m 

oder in 

F{^9if)du' = /^V(cos«') du! -J^^ Fiewu!)df^ 

über , woraus zusammen hervorgeht, dass es bloe darauf ankommt, 
den Werth von 

für alle u' von «'=0 bis u'ssas zu bestimmen, was auf die Irfihere 

lieh&iiptnn? 7ttrtl€kkomnit. 

könnte man nun den Ausdruck 

1— gco s» 
(1— S^eosM+i^ 

In eine Reihe von der Form 

verwandeln , wobei wir uns ganz auf das Intervall 0 bis » (3r n 
hesdirSnken können, so wOrde das Integral (1) sehr leieht su fin* 
den sein, indem man 

I7=5iloti+f-^i9iD«+g^iBhi2»-|-^4Bein3ii'f..o (S) 

erhielte. Ferner erhellt auch leicht, dass es aar aOtMg wlie, den 
Bruch 

1 

(T^SJcösiTHV* 
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umzusetzen; denn es erL'fibe sich dann durch Multiplikation mit 
1 — f cQStt und ZeitegoDg jedes Coaiausyrodntte« in ekie Cosmus- 

fiiumnie 

1 — ^COftt 



(1— 2«co«ii + «>r 

1 1 
— 2«t^co8 ti — Ci (1 + co»2tt) • • 

— Cj (coö tf + cos 3m) 



uud ruigiicb durch Vergleicbung mit dem Vorigen 

uod sonst im AUgemeineu iiir ein ganzes positives n>0 

An^ C^-ldiC^ + C^i). (4> . . 

Die oben angedeutete Aufgabe läsut sich nun mittelst dea tob 
Lagrange zuent aufgesteUtelDi Satzes lösen, wonacli Jsds Fuok* 
tion F(tr) tos v in eins Reihe von der Foim 



l 

j Co + Ci eos »4- C«co82tt -fr Cg cos3ii+»<* 

verwandelt werden kann, wenn man sich auf das IntSfVaU «=0 
his H=x beschränkt; es ist uämiich dann 

Cm=^ ' I /XttjcosnudiC. 

»i/ 0 

In der Anwendung auf unseren Fall giebt diess 

^ 2 /^^ cos nu hu ^ 

SO dass jetzt unsere ganze Aufgabe sich auf die EptwickeliiDg dis^. 
ses Integrales reduzirt. Dieselbe llsst sich in folgender eiiifaehen 
Weiss MirerkstelUgen. 

Theü IX. ' . 15 
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Nach einem von C. G. J. Jacobl gnliiiMlmii Mciut IMtli- 
^ würdigen Theoreme ist fiberbaupt 

j ^ /(cos ») cos itudtf = 1 ^ (2te— 1X 7 0 » (Ö) 

wobei / eine gons ü iUkäbrÜcbe Funktion beseicboet SeUen wir nun 

alio 

so ergiebt eich aof der Stelle aiis No. (6) 



CO8IIH0II 
O (1— 2^C08«+^^ 



2 

oder nach Moltipliiaition mit nach' No. (S) 
worin zur Abkürzujeg i 

gesetzt norden ist Das rorliegende Integral iässt sich auf meh- 
rere TersefaiedeDe Welten in eioe Reihe verwandefai» von denen 
Ich nur eioe hefToiheben wUL Man »eise il^2v und b^erke^ 



« «itt2i»s2sfaiticoe«, oM9v=acoe%— 1 

bt; mao erhält dann 

IT o»»j.i C' ^ «in^ co8*»t;&v 

liezelchoen wir ferner die ( oerü/ienten 

1 ' 1.2" ' i.a.3 

ztkr AbkdREung mit itf^, Jl^, ilf«, etc., so Ist 



*) AtchiT. Thea IV. & 10». 
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1 1 



Sabstituirt man dies« In die Gleichung (9) und inCegrirt jedM ein- 
aelne Glied mittelst der Fonnel 

so 66 8ehr leicht« iur F eine Reihe zu erhaiteu, die ii&ch Po- 
icBMii von 

fortscbrettet, und ebendesswegen ziemlich gut cooTergirt. Um danli 
za Ca zurückziigelaogen, bedarf es bloe gewahnlicher SobetitutioneQ 
ged Hebimgeo. 



Heber einige Heilten^ deren C^lieder 

die auf einantler folg^endea Ilinomial« 
c^oefllcienten als Faetoren in »ich 

scliliessen« 

Von Herrn Oskar Werner, 
- ScUUm dM pfllytechBischMi liwtUatet m Dredlfln. 



1. 

Die Sdnune Inend einer Reihe wollen wir in dieeer Abband- 
Imf dadiffch bezerabnea, daas ^'ir ihrem allgemeinen Gfiede daa 
Syaibol £ Tofsetaen» Femer wollen wir den Qnotlentoi 

n(n 4- Ii) jn 2k). . [w -f (p — 

16' 
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der Karze wegen durch tip , den ptttk BIftomi«lcoefficieBt«ii ab«r, 

welcher hiernach eigentlich , durch tip bezeichnet werden sollte, 
ausnahmswei»«« durch Up darstellen. 

Indem wir nim voraussetzen, dass a, <p vnafrm r tüMOhtui* 
gige Grdwea ited und die Function fir) der Gieichang 

1. fiT)-^f{r-^il>) = nf{r-^(p) 

Genflixe leistet, uollen uir uns zunächst die Siunmation der für 
das Folgeade wichtigen Keihen 

.... + ii*-VTr + ^ + (» - i>9l» 

l)«-i/tr + 9 + in - 1)^] = + 9>) —f(r + V + ^) + 

.... (- l)»-i/lr + 9 i- (« - 1)^] 



Aurcrabo machen, und setzen deswegen, was nach 1. offenbar 

.g^BSlattet ist* in der ereicn dieser beiden Reihen 

of(r-i-(p)-f(r) für /"(r + i^;), 

o/(r + 29)— /(r + ijP) für /■(r + t/;+y), 

«/[r + «9>]- («-1)9] f«r flr-^Hn-l)(p] 
und in der zweiten Reihe 

wir erhalten dann, sobald wir nach gleichen Potenzen von a an- 
ordnen und audiebeii, was sit Ii aufheben lässt, 

£i^yf[r + ^ + (» — 1)9] = «" + «9) — A»-) . 

und haben also 

.... 1)^» Ar + 9 + (« - W 
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Büdmi wir wm den beiden »gUedrigeo Rethen 

/(r + i-afir-^ilf-i-tp) +aY(r+i/;+29>) 

.... + a»-i/[r + 1/; + («— l)^], 
— a/Cr + 9) -f ff/Cr + 9 + ^) - «/(r + 9? + i + .... 

„..(-l)»fl/[r + 9 + (n - 1>^] 

durch Sahtraetien je zweier Nachbarglieder die mecessken Dife- 
feuenrcilirn , so treten al< ATifuigsglieder der auf der er^D 
HeSie erhaltenen Differenzeiireihen die Gru8sen 

Ar + 2t^), + /'(r + 4t/;),..../-(r + «V;); 

nnd als Anfani^^sglieder der aus. der zwelteo Reihe erhaltenen Dii^ 
fereozeoreiheo die Grössen 

>f(r + 29)t +39), ««Ar +49), ..^(-D-oPAr+ny) 

auf; WH- orhalten daher nach der Lehre von den höheren Diffe» 

reuzeii und iiach dem Obigen 

nod 

,...(— I)'»w«rt"/(r+n9)). 

Die in Gleichung 1. nwsgesprochene Bedingung, welcher die Func- 
tion f(jr) unterworfen ist, wtrd von mehreren bekannten Functionen 
«ffliUt Einige deneUieD welieii wir jelxt nfilier itt'a Auge faflwn« 

II. 

W^U helcannttieb 

sin r + fiiin (r + 2<p) = 2 cos <p sin (r + 9O » 
cos r -f cos (r -f '2tp) = 2 cos 9 cos (r + 9) ; 

SV genügen die Functionen «inr und cosr in der That der Glei* 
chang 1. Fifr beide ist also ct=2co89 und tlf^'i<p 7m setzen; 
daher gehen tiir /(r)=«inr und /][r)= cosr die Gleichungen ±, 3., 
4»» 5. aber fn die Glelchnnsfen ; 

(2 cos <jp)''öiii(r+»9)— üiur— siij(rf 2<p) f (2cos9)8iu(r-f-39)-f-.... 

H I .... + (2cos9)"-i8in[r + («-^ 1)91], 

(2cos 9)"cos(r+ii9)— cosr=cos(r f 29)+(2co89)co8(r-f 

....+(2oo«9)«»-» cos[r*f (iiH-l)9]; 

i (-l)»-'ain(H.!fai»)+ainr_ . . ^ ^ , • / . 

' =sin(r+9)-.sin(r4-3«jp)+»in(r+bg))-... 

7. l 1^1 w .•..(-l)»~*«n(r + (2«-l)9l 

T— ll''«~*CO.s\^r f 2/iro)4-cosr , . ^ , ^ 

— .... (— cofl [r + - 1)9). 
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(2 CO« 9)» 619 ir-^'Uq>)si»m r + «i 8iii(r+29) +7^2 ^*"» (»•+ ^9) + ••• * 
^ 1 .... +;i«fiin(r -|-2«y), 

(2 C08 9>"co8 (r-|-)>9) ^ eoar-f- cm ()r-|-29)-|-sraCO0(r-f 49) •f.M* 

4- ii«e«ui (r -I- 2ii^) ; 

I(-*l)"«iii(r<f-2K9)s8iiii*'*iii (2cos 9) Mn(r 
•f «^(Seofl 9)*siD (r+29)) — .... (—1)« ftn (2c(ft8 9)^«pn(r-|-fi^), 
(<— 1)*CO0 (r -f 2»9} SS CO0 r — fii (2 cos 9) cos (r -f- 9) 
-|- fi2 (2 cos 9)« CO« (rf2(p) — .... (— l)^n„ (2 cos 99)» cos (r+ny). 

■ 

La88«ii wir in den CSteichiingen 6., 7., 8. nodO. ip in 9>+,y über- 
gehen, aod berücksichtigen wir» dass für gerade Werthe von m 

7t "* n m ' 

sin(wt2+9p)=(— l)^sin9, co«(i}t^4-9))=(— 1)^ C0S9; 
und für ungerade Werthe Ton m 



8in(fn^ + 9))=(— 1) cosy, co8(/«^+9) = (— 1) «2 siny; 
80 erbaittii fvir filr ein gerade« n 

* 

(—1)« (28ln9>)»«hi(r+n9)) + sinr =5 
«in (r+29.) — (iäiny) co»(r + 3()p) - (2 ein 9)»8in(r + 49»; 

jQ. ^ ....(- l>5(2slo9)«-*feos[r+(n+l)9], 

(—1)' * (2 sin 9)" cos (r47f9)-|.cosr= 
cos (r +2y) + (28in y)»in(r + ^9)) — (2«in9p)acos (r + 4y> — 

(- l)5"*(2siii9)"-«8in[r+(fi-|-l)9)] ; 
und filr ein ungerades n • 

n — 1 

( — 1) -1 (2sinqp)"cos (r-f W9) 4-«inr= 
8in(r+2y)— (2mng)) cos(r+a()p) -(2siDqp)28iD(r+49))-i-,„. 

jQj^ ^ . . ^ ••••(—!) -i- (2sinqp)*-isin[r+(w+l)9]. 

(— l) (2 sin qp)" sin (r + ftrp) + cos r = 
C08(r-f 29))-f (2810 9) sin(r+39) — (2isin9)2co8(r-i-49) + 

.... (— l)'^(2«in9)»^»co«[r+(n+l)9] ; 
wobei das Zeichen von Paar za Paar wechselt 
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^(r-i-^)^^^ =:co8(r-hy)^co6(r4-3y)-hco8(r-h5y) -f 
, .... + cos[r + (2«-l)yJ, 

... . + sin [r -f (2«— 1) 9] ; 
nd Bach 8. 

■ 

(r + 49)— ....(— 'l)«n« sin (r-^^n^ 

-|-}isCos(r+49)— ....(— l}»iti»cos(r4-2it9); ' 

nd endlich nach 9. (tir ehi geradta n 

/ fim(H-2fi9)==SiDH-Mi(26iii9)co«(r+9)— «t(2«D9)*«w 

I ....(.l)<(28io9)"ii.8iii(r + fi9), 

* 1 co8(rf ^9)=cosr^i (2slo90siii(r+9)-ii2(2rfii9)^8(r+29)+., 

.... (---l)S(28iD9)»sisC(w(r+ii9); 
fii ein ungerades n dagegen 

sb(r •|-9R9}s:8iDr -f (28!n 9)e08(r -f ^9) 

nf 1 

^%08iii9)*8ln(r-|'29)->....(^l) • ii«(38lii9)"c(Mi^4^9), 
008 (r -f- 2n9)=c08r — iij^ (2 sin 9) sin (r + 9) 

-*%C2sfai9)^«Mi(r+29)-ff-....(^l) » ii^(28lii9)»8bi(t4ii#; 

ein Zeichenwechsel von Paar zu Paar eintritt. 
In der zweiten der durch 8. bezeichneten Gleichungen wollen 
vir jetzt r-i-n(p=iQ, also r:=*-it9 setzen; wir erhalten datup, 

(2eo8^)*=:eo8M9H' ^co8(»— 2)9 -f «»cos (n —4)9 -|-«.*. 

... . + j cos (n — 2)9 4- cos «9 , 

nd hieraus, wenn wir die Cosinos der Gleichvielfachen des Bo«xen» 
9 vereinigen imd die Relation Uwes^iiM» beachten» fiir ein gemr 
des n 

Uß, 2^*ee89fc=co8H94'«i'eoe(ji— 2)9-H«aces(ii— 4)9+.... -^{n^ 
sowie & ein ungerades h 
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Wenn.vfi^ ferner in der zweiteo der durch 12. bezeichneten Glei- 
chin^geo, r,-f »(9 + ^) =0, alfo r?5 — ji (9+ ^) soteeli,' sd ^al- 

ten wir dqrcl^ ein ft^Hches Verfiditeii, wie vorher, fibr eio Igeia- 
disii ^Jf* 



lÖ«. (—1)^ sin 9"9C08ii9-^co8(i»-»2)9 +iigca«(n— 4)9— ~. 
fiir .ein- uogerad^ n pegentbeila 

n — I 

15*. (^1). * 2»-;isin9»=»inii9 — iiißMi.(w — 2)9-|-»«a«'"»(»*'— — 

' • • w...(— 1) ^ 7t|(ift~|}^iD9. 

llf 



Eine dritte FunctioB, Welche daC Gleiiihttilg 1. e^ttoiieht, ist 

/•(r)=6^ WeUnun 

' '» . • ' 

80 ist hier as6VMP4-6rrr zu setzen f und wir erhalten nach 4. 

oder, wenn wir 9— r=;0 urul ^ = ~ *»etaen , und die hieraus 

entstehende Gleichung mit multipliciren» 

16. *(«+/5)»=a" + nja»-»i3 + Waa»-a/5a + ..,. + nn|3", 

%H'0(1nrrh der binomische Lehrsatz ftir positive ganze Cxponentoo 
auf e^acJis Weise bewaluheitet word^o i&t* ' 

' ' IV • ' ■ . 

Sogleich übersehcD wir die Richtigkeit der Gleichung" 

und erlangen au8 ihr, wenu wir iür rt nach uod nach l, 2, 3, .•••ü 
aelieD.|i|iardie.f<»'«iitstondeipen GleichAngeo addhien» 

^eoa +■ (»—1)9'] cos "P*"* 



Digitized by Google 



nid lil«niis: 

•o dass vi^r haben 

I 

— siDy =cii«(r+9)+co«fr+a»)co«9+^.. 

+ cos (r + nq») cos 
=«in(r+9))+»io(r+29p)cos9+.... 

COS I ^ ' - 

Die Anfangsglicder der aus der Reihe T^s]r> f»'+w9]co« 
«icb ergebenden: Differenaeoreihen sind der Ordouog nach 



17. 



daher haben wir nadi der Lehre .Von den höheren Differeoaen die 
Glelehnng 

oder mit Kü( ksic^t auf die ^Slefchang, wc^^che- den durch 17. be- 
zeichneten Toraogehti 



4- n» afai [r 4- »j[9 + 1) ] ain 9»"> 

Setzen wir non in 17. und 18. y-f^ '® «rhalten wir filr 

efai gcfadea n 

(— 1)^ • ain(r-i-wy )suiy"4-sinr , . . 
' eöä^T •-=«hi(H-9>)-^coa(rHe9)«o9 

1 " 
J — .... (—1)* C08(r + n(p)siüq^^, 

(—1) ru s(ri»y)sin 9:^icu.sr • / .0 
—- 5 =cos(rf9)+«in(r+29))smy 

i —....{—1) sm(r-f »9>siny*"*; 
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dagegen lär mn ongenMlMi' n 



"—1 

(-1) cos(r-f ?^y)slny«-f slnr , / . o , . 
608^ =«iii(r+y)- (»i9(r^29>)8ip9 

«1-1 

«fi —..-(—1) * «tQ(r4-it9))8iaf^« 

(- 1) sip (r->-ny) sin f cos r . • / . o x • 
eÖE^ cos(r +9)+»in(r+29>iogi 

, — «»(— l) * co5(r + «y)siüy"— ^; 

und endlich 

♦•..'* * 

(-rJÜ" ^'»» [r + » (9 + sin g>»=: «inr — «i sin (r + 9) cos 9: i .... 
20. j (— l)«nn sin (r -f wy) cos y", 

l>*«i€oe(r-f 119) ci»9^. 

V. . - 

VermitfrlK einfnrher Uechnung fibfr2Mgt,jll|UI sich l<ä<At fon 
der Richtigkeit der Gleichung ' . * ' 

«Iii ' Hi-i Cto 

aus welcher sich, wenn wir fiirn nach und nach l,2,3«*...it sab* 
ctKu&fn und Ute «» erhatteneii CrleicbiDgeii addSraa, 

oder 
iolglieh 

«r * fc * fr 

. . , «k «fi «si fl^ cü. 

ergiebt 

.1 Indem' wir #iie dieser Reihe nach und nach die hüfaeren Diffe- 
lenseereihen entwickeln» so erhalten wir als erste Glieder dereeÜMB 
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dir Tbeoffi« der halwreD 0iimiiiaD t|Dd nach Sl. 



wir in dieser Gleichung a-f-^ — A- Uir ß, so erhalten wb 
dnfiiebe UmwAodluDg die bemerkenswerthe Relation 



voraus für A:=0 




erkalten wird, so dang das Binomialtheorem für positive ganz6 
Exponenten als ein speeielier Fall aus der aUgcmdneren Gleicbnng 
her?orgegangen i^t. 

» «•♦.'». 

. . ' < • : 1 ' 

Es Iii olenbar 

^ __J 1 

bfafidi, wann wir filr n nach und nach 1» 2, 3,.... n .f^naf^tiiaii. 
nd £a auf diese Weiae aich heraitsatelleiideti Gielcbuiigen addiren» 

1 T 1 _1 J 

^ [«-4-(«-i)WL« + «W'" «+(»—1)/» «+;t^"«. «fn/i' 

ader 

y L , ?L_ ' 

so dass wir jetzt folgende Gletchong haben: 

n 1 1_ 1 

Dieser Rcilir künnen wir 11 — 1 DiflFerenzenreihen abgewinnen 
nod wir erhalten ait» AulangsgUeder derselben 
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*" «(« + /3) (« + 2/3)' +a(ö+i3) (o+2/3)(a+3/J)' 

fe]gUcli nach der Lehre von 9en hSheren Differenzen 

n ifi l.^l.n^ß , 1.2.3.;t3j3^ 



oder, weno wir mit multipliciren mid dann U'^fi (ur <t •eisen : 

ir+(«-l)j3- « •^a(a+ft+a(«+g)(a+2^ — 

"O" — 0:5 — 

d. I. 

»i «% v% 

Setzen wir hierin tt=2, /?=1 iindaddiren wtr, nachdem die Vor- 
xeirhen aller iiiieder in die entg<\c^nge8etzten verwandelt worden 
sind, auf beiden «Seiten die Einheit,, so ergiebt sich die bereits 
bekannte Gleichung 



26. 



I - 1 1 1 / IN ^ 



Die ersten Glieder der eue der Reihe gebildeten Differenzen* 
leihen eiod - 



daher .nach der Lehe von den höheren Diflereezen 



nß nß rtß (« + wfii , nß (a^iiß). 



....(— J)"n.-- 3 

oder 
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ß ■ 

.•..(— 1)"«« ^ 



VebuBSsaufgaben für Schüler. 

^ I 

Von dem . .. . • 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer der Mathematik und Phy»>ik im iler hühereo Bürgenchule sa 
* * Sinsheim bei lleidvitierg. : 



Schneidet man aof dm Seiten AB nnd BC (die Fi« wird 
aieli ehi Jeder leicht selbst seichnen kSmien) des Dreiecke ABC 

1 1 

Ton A und C aus die Stöcke AD=z-AB und CE—-BC ab, be- 

« 

zeichnet zur Abkürzung den Flächeninhalt det» Urciecks ^i^C durch 
nnd zieht durchr die Spitze B desseHMäi mid denDuröhechnitti»- 
punkt O der Linien AE und CD die, die Seite ulc? In F schnei- 
deode Linie BOF; eo, ist: 
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Ferner bat uuali 

OCiODssatß^t, und filr a= — 1; 

/lO: OJL'=:/?:«f— ^, » „ „ :=:a:a — 1; 
AF:FC^ß--l:a-}, ^ ^. „ :=:t:l; 
0^:OF=«+tf— « « :=2(«— 1):1. 

Setzt man in letzterm, besondern Falle ct=2, so findet man: 

AF^FC, OC^20D,AO=z20E, 0B^OF% 
wie bekannt 



II. 

Zieht man vom Mittelpunkte des Hyperboloids mit einem Facbe^ 
deääeu Gleichung 

sei, an den Punkt x', v*, z* desselben einen Radius vec tor r'; legt 
durch den Punkt , y^ i* eine Tangentialebene an das H^fperlio- 
loid und durch den Mittelpunkt eine Ebene parallel mit dieser; 
errichtet sodann auf df^r neuen Fhene im Miftdpunkte eine Senk- 
rechte» so machen die 8cnkrt'(}ite und der l^adiusvector mit 
einander einen stumpfen Wiukel, dessen Cosinun 

• ♦ 
— 1 



iat ist das Hypetbeloid dagegen eines mit swel FSobmi 

80 Ist der emllbnte Winicel spita nnd sein Cosiotts 

^ +1 



Setzt man endlich den Asymptotenkegdt 

so ist der erwähnte Winkel ein rechter. 

(Man sehe: Memoire sur i'equiiibre iat^rienr des Corps soli- 
des homoG^^nes par Lame et Ciapeyron in Crelie's Joarnat 
Bd^ ?• §. 31.) 
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XXI.. 
H 1 • c e 1 1 e 

• • • 

Von dem 

IFcrrn T)o( lor J. Dienger, 

Lehrer an der hüherea Utirgerschule tu Sinsheim bei llefdelbM)^. 



Ueber einen ' 
Satz aas der analytischen Geometrie. 



Herr Professor Lobatto stellt Im Jonfnd Von Xlotttllli». 
Juin im. fdgenden Satz auf: , 

Seien «, ^, y die Winkel, welche eine gegebene Ge- 
rade mit ihren drei Projektionen euf dea Ebenen der 

ary, xz, yi macht; seien fnrncr 6, , ^2 ^'^^ Kntfernunfren 
des Anfangspunktes der Knordinaten vnn dieser Pro- 
jektion» J die Entfernung dieses Punktes vob der Ge« 
raden seilist; ftte fst: 

4^s>3d3cos%+VcosV + VwV« ' 

welchen Satz mm Herr Lobatto direkt heu eist. 

Dieser Salz ist aber eine unmittelbare Folge des belsannten 
Satzes f dass, wenn man einen Fh'ir-henraura P auf drei senkrecht 
auf einander stehende Ebenen ^rujuirt» und Pi» JP^ diese Pro;« 
jektionen smd, man hat: 

. = + Pi* + M 

(^nen einfachen Beweis dieses Satses findet tuan n* Jl Üü 
Boucharlat pottuläre Meehaaik, dentseh von Klssltng. 

4ter Theil. S. m. fl ) 

Mao ziehe nämiich <liirch dr^n Anfangspunkt der Koordinaten 
mit der gegebenen Geraden eine i'arallele und bilde zwitfcheu die- 
sen beide» Linien dn ParaUelopamm, dessen eine S^itie Im An^ 
&ngspunkte der Koordinaten sei, so viird der FlächeDiobalt des- 
selben S^J Hein, wenn Ä die Länge der Seite drs Parallelogramms 
ist, die auf der gegebenen Linie selbst genommen ist Projizirt 
man diese« Parsüelograiam auf die drei Koordinatenebenen, so sind 
die ProjektioDcn ebenfalls I^arallslsgramme, deren Flächeoinhalhl 
offenhac Acos«.d« Jieo»ß,dg, JUhI»/-^ ^M» ub4 also Isl... 
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oder 

welches der erwähnte Satz i^t. 

Denkt man sich durch die gegebene Gerade und den Auiang8- 
punkt der Koordinaten ein^ Ebeiie gelest, so ist der Kosinus des 
WiDkeis, den diese Ebene (die Eb'eoe des vorhin ervrfifanten Pa- 
rallelogramme) mit ftcr Ebene der acy Tn,ii*ht, also gleich 

S cos ff ' 
7= — ^ — ; desgleichen sind die Ko^iiiuKs der AVInkel dieser Ebene 

mit den Ebenen der.oKi» jfz gleich , -^^^211. dennach ist 

die Glekhung der fraglichen Ebene 

wie Herr Lobatto ebenfalls findet. 

Heisspn t' , ?/', z' die Koorrlinaton des einen Eckpunktes des 
mehrerwahnteu i'aruileiugranuus in der gegebenen Linie selbst, 
und shid o', fi*, / die Winkel« welche die gegebene Gerade mit 
den Axen der jr , i mach^ 80 findet man für den FUcheninhnlt 
der Projektion dee Pas|ülelogramnin «if der Ebene der oy: 

i Ä (y' cos«' — ic' coert » 

demnach ist 

cos « = J[: Ä (y' cos ß—a;' coa^, Ö cos a = i j^'cm a' — x' cos f), 
€ran« eben Bö; 

öl cos /S = J: (a;' cos/-^»' cos «') , (i^ cos y — J_ cos ß' — y cos 

Von diesen Sätzen ausgehend beweist Herr Professor Lobatto 
ni]n dif> allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts eines Systems 
von Kralten. 

Ist nimlich P die intensitit einer wirkenden Kraft, imd sind 
a, b, c die Winkel» welche ihre Richtung mit den Axcn der x, y, x 
macht, so kann man diese Kraft parallel mit s'uh selbst in den 
Anfangspunkt versetzen und ein Paar von der Intensität /^d bei- 
fügen, ohne duss da>» Gleichgewicht geändert wird. Die erste 
Krall zerlegt sich in Pcosa, Pcosb, Peoac, wShrend das Paar 
sich zerlegt in Pcosa.ö, Pcosß.ii, PeoBf,d^ und man erhält als 
Gleichungen de,s Gleichgewichts: 

2:Pcosa=0, ZPco8b=0, 2Pco»e^0; 

, ZPcoBM,9ssO, ^/»eos^.d^sO, JSPcosf.^sie.' 

Die letzten drei . Gleichiing^^ sind auch nach 4em Obigen c . • 

2if*(ycoi«--arcos 6) =0, XPCareosc— ««Cosa) =0,^^ 

) • * £P(2Cosb — ycosc)=0; . . ' • 

da« die. DQpuelzeichen nicht za beachten sind, wenn man die Kräf- 
tmüre;/ nie dach entgegengesetzten Seilm in «drehen «achen, 
meh jals tentgcgei^seam hetMchiat • X' . 
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Tbeorematte in T. TU. pas- 26«. *)9r^ 
pMiti denioiistratt«!. 

Auetore Dr. E. G. Björling, 

wä AcaJ^ VpML Docew MsthM. 



Celeb. Prui. ^ch 10 milch Commentatione hud „Veber diehökt" 
ren DMrenziaiauoiienteH^ de$ Autdrucks (or^-f a2:-|-6)H^i)<% io 
T. Vni. praecedü pag. 357. exposita, admonitum me feclt quodam- 
modo promisso detnum satisfacere, in fiotula ^ul» pai^. t?66. T. VII. 
reiato, oblaturuni me fore aliquando Theorematis ioco cit. pro- 
positi demonstrationem in boc »»Arcbivo" jcoodendam. Quod 
nempe Theorema (at apparet) formulam exkibet geoeralero , juxta 

rifll breviter — [et quidem numero tenninorura, ex ordine, 1, 2, 
4 (//i-f-l)] — exprimi liceat valorem exprefisionuDi cujusque 

haruiii [M-deiiüt. numerimi uitegrumj: 

Ho - (fi-t)i + (it-2>t-(ii-3)» +&C 

(usquc ad j>rimum term. evanescentem), . 

1. («+2)4-3(ji+l)»+6«»-10(ii-l).+&c., 
1. (ii+3)^-t4(«+2)4+10(ii+1)»-20h,+&c 



UeMt luieoc«: 

In pag. 266, lin. 10, ioco •f4.(^— 2)^ legas — 4.(;i— 2)^ 



fr «67, „ 16, 


^ --i<K«+i>»+ * 






„ 2(« 2), „ 


»(«+2), 


n ff Uf 







IM HL M 
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m m 



deootantibiis [m ouniero ihtegro aa( 0] 

^o. Ft> F^f &c- 

breviter „Dumero» um ordinis flguratos'* 

tf) »»o, («+^.» (wt+3),, &c- 

ronatnro me jam id qvLod proinUi ezsohrere, pauca haec fcre 

pmemisifise juvabft. 

Queraadniodiim fijg;urati iUi nuineri {fi) Coeflii ientes ipsas con- 
ficiant dignitatum ipsius x earum, (juae in evoiuU fiinctiune 

occurrunt, sie quaiititaä iiia {u) ( oenicientem ipsius j:'* in evolutA 

(y) (1— <«a-*)]-<"^*>««ia— 

Quac quidem s ui |>ri(niiin fuit p<>rspectay habiiäque insuper 
ratlone identitatis cxprcssioiuiiu tllurum 

1— aCque (l-f «ejr)(l4jfj;)» 

t« et ^ breviter auibas illa.s radices cubicas ex + 1 itDaginarlajx, 
coa-^iiV— IMn^i danotantibiwj; aa fera ia aprico posita cet 



*) SdliMl M »0 qiioilf dnm ff nvmerice <I «sl, 

(1— y)-("H-i):=:l + (m-f + (M+2),jr* + («I+3),y" + etc. 
•io ^noqn«, Aat df{l>^4r) iinii«riM «fli» Ibabalur 

(l— ar(i-ar))-(«»f i) = l + (//i+l),*(l— ar)-f (M | 2), ^«(i— + 

nee ullä hoc tempore r>|>u^ est rnrA ])r(i1i.4ni1i licere (crrtC dVM f mun«' 
ric« t$xy posteriori» bnju« memhri Xoco »ukatilui i*Um: 

1 -I- A^X-^A^^-k^k^^ -f «te. 

flciliMt 

utcjtic a(! primtim frrm cvanr^rrntcm . rtiins de redaclluiic In foraUB {jv)» •! 
plMet, Tt^tti licet in sola I. »iii} üiwin hujutco Gonunentaliiuua. 
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via*), (juam recte io.Heqtiendo Theoremu, de quo quarritur, deninii- 
stratuiii sistere Uceftt. Etuuioi uträqtte «eiirdim evolutA functioDum 

81 deioceps eximatur codfBciens ip8iasj;"in ..producto" sericrimi 
hoc modo eomparatantm wwedL continget ut co#lBd«oleoi 
hancce in in-|-l termioos redigi Itceat. Quae si tandem formula ex tn-l-l 
tennmiH mnfeeta ipsi (or) aequattir, H(Mnonstr;itii]ii erit theoroma. 
Um jam praemUsis rem ipsain adgrediniur. 



1. Uti unpia est moDitam, id soluin apitur ut evincator duplex 
illud membrum posterius aeauationis (I) in Theoreinate, d<> quo 
quaeritur, Co4>fBcieiiteiii conncere Ipsins^» in prodiictf»** srrierum 
ex evolutis seorsiin ambabus (6) comparataruni. Id quod in tali 
re solito boc more perfid lieebii 

£x hiace 

t (1 +«ar)-> - 1 CT + r«— .... + (— 1)» «"ar" + &c. 
(l+i?*)-*==l - .... 4- (— l>"^a« + &c. 

€0111 emiitiur 

«3 — ^3 

+(— !)•. — z— T— + &c. 
IT— 

ideoque eaae coedicienfeni ipsius x** io „producto*' aerierum ex 
erolnfia (l<fiKr)~* et (l-f-/Kir)^^ eomparatamm iathanc 

(I) . . . . (— 1)». =Ci Oifeviter). 



2«) 

Ex hisce 

IsiO 

et 



Conf. taain m« quae, in noiu I. sub finem opasculi Jiajos relalAf d« 
kaC re admonrndt ^nnam nobis cMil CoaUBtalSliO ^ 90^9» tOlfim aMttllOMB 
fedJDiUj Ceieb. öchlü milch. 

•*) Nm firfA lue phrasi „pr0dtt«to ••rtarBm*« fanvlUotnni -volaanw, 
U ndU umm ke« ttapor« av«i lubtl «sfilMlloatf. -Nm oanlnft iMw 
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quitar *) esse co«fficieiitem ipsius cc» in „producto" serkruiu 
olutis (1 + ar)~« et (1 + ßstf^ .eomparatamm iithMC 



— » trsii— l —1 

C» 2S ^ f^n—i ( i » 

I 

iflcoque, secundum (1), 

(!)....(- l)»(a— i?)*. a^'^if" (a"+i-'- /?" J »-0 (ai+i^ßt^^). 
Jam, quoniam o^=rl est, nftMalinmi boc {MMrteriiw abit in 

• ■ 

At habetur 

ideoquc quaiititas ilia iutra uueos [ J iu (2), vi relationum lllarain 

. a 1 _ 

conficit 



atqiie aequatio Ulft (1) abit in 



«•I dtthitaadi, quin serici illi, qoac hoc ipsuiu conficit „proilnelniil'S »unaa 
Sit Uiluiec (l+«a:)-<«H-l)(l+/J*>-H«»+i) »ea (1— «4-**>-<»f D, aum x 

numcrice ^1 csl, — qvtpp« quoniam tnnc scrlerum utraque varum, i|aM 
cvolutac »coraim ambM illae (0;, eonvergcnic» rcmauereul, etiamsi In iU 
terminormn loco gtt1i»tiliier«nlor ipsi nodoli. 

•) In hoc ipso, ul patel , cartlo i| »0 .irlllirii vorliliir : csso (imiuam) 
cofifficicalem ipsiui SC** in produclo aerierum, cx cvolutU »eor»im ambabua 

comparataramt eodcm uaqae valore ac cocflic. ipsiu» X* ia |.>roiluc(o »erierum 
•K «TOlulia MortJn amliBbtf» iUU 

. I 

coMparAtanun , — quippe quoniam ainbobus Iii», „•erbcmn pHodaalU" •sauBa 
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4 ! ■ 



3«) 

Tom cx hisce 



(l + a^)-2(l+/?x)-*= Ä Cio^ 

et 



< et 



Gousequitur esse coefticienteni insiiis in ,,producto" «erierum ex 
cvohttiB (1-1- ax)'* et (l-^ßx)-^ comparatannii bthaoc 



— 3 i=u — l — » 



ideoque, seeundnn (II), 



— s 



(4) (-l)«(a-^)».C; 



■eu brevitflr 



(40 =«.-rrz: 



seiltest posito (liMvitati« ergo), p deuotante numerum uitegrum 
ast 0, 

At, v! nattirae ipsarmn u et ^, habetur relatio lata (dum p 
oumenis est integer): 

(A)... ==(»^ii+l)rH(*^H-HM)l^*.^*'+V- ^ 
e^j1tB ope foniraia (4') redndtiir In 



' *) Vid. ^touiu ii. sub üuem hajtuce CouimentaUom». 
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adUUttqM deonnt, qdae «i aOttts in SP) eoDseqnitiir, tttmM 
pttet aeqsatiooen (4) aUre in 

ail)-.(- !)"(«-/?)>. G.5=:(ii+2),(öM-8^^»+8)_3(,»|.l)j - ^2^ - 
Porro ex hisce 

(l+(u:)-»a+i?^)-'='Ä* Cvi^ 

et 

consequitur esse coäfficlentem ipHiiis in „producto'^ scriemm , 
ex evofaitis (l-|-flUB)~^ et compara^unm istbaiie 

I 

ideoqoe» secnnduiD (III), 

-3(»+l)| +6. -^^^T- J 

At Mcondum aequatlonem Ulam (A) bab« otur I 



eanimqae ope, adhibüft Ininper Mqnat ittft (A')* patet abira aeqoat- 
(5) m 
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m 

(l+iu:)-*(l+i3a?)-* =s Ä Gar* 

•• i ftssOD — 1 

(1 + iu;>-Hl+/?«)-* = S Cr«' 

^«i«*t n usque rütiooe ac in praecedeutilms coocludi licebit, ita esse 

«omparatam cuedicientein Cn ipsius j;" in „producto** serierum ex 
ervlMtis (l-f-ceir)-^ et (1-f ^)^'^ coortarum, ut slt 

2. Janiuue uer iniluctiunem coiiiici licet cs«e (dum m denotat 

■amenmi intet^niin aiit 0) ita « oniparatara coefGcieiitem Cn ipeiu» 
!• in „ jtrfMhicto " «erieaim ex evolutU (l-|-aa:)-('»+» et 
c&tirtaruiii, ut sit 

- /i (»+'»— 1)„,_1 " . 

+ ^a(»+w«— ^)«-» 

+('l)"-^*--l«=s=^' 

(vr> 

Valere haoc leseni pro m^O, l, % ^ 4, jam supra erat exper* 
liip. Cooeemo, vwer€ eam nsquc ad m quemdam (inctiulYe)» pro*' 
Mitor janf \rvn esse pro scquenti m-f-l* 

Revera habetur, ut »olitiim . 
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Ctjuc porro: adeo ut primi m termmi (h. 0. omnes ultimo excepto) 



(- iK^i+i+*)K«+w+i-*W (gl/?/ 

.Iota fMütitas (&) m 

qmm tennfam« aoTisflimiis secuDdnniaequat (A^« ope rdafboU 

■ 

(2m+l)».2=(2iii+2)»n, 

%iiit in 



amni absqne dubio patet fedad (6') in ipsiun membntm 
p>rtoilnB aeqqat (VI') nmiato ibi m in (m+l)« 

Q. E. D. 

3w Quae cum ita siiit, habetur ex ae<|uat« (VV) 

m ' 

(-1)». Cn = 

dum m par est airt 0: 
S^(-l)»(m+A)»(«+»-*)»^2 ^^^Jl4i . 

« 

dum vero impar; 



•ea, qiioil icleiu vulei, 

dum III par est aut 6: 

(VI*) (-1)^. cw 
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dum vero impar: 

-(m+l) 

(Vir). . (-ly. d 



t 



quae quideni atqucttiooes, debit& rattone liaUtI relattonuin 

perfectisqne nonntiHb r«c!ucüonibus **) tandemque loco ipsius 

— {jfi I I ~ 

Cn sul»stitiitii expressioTie illa («) [iii prooemio] , in aequationem 
ip9am (I) theorematis nostn ahetmt: cui praeterea novam hanc iin- 
nuitatam aliquantulom nja^^mque conciunam reddere juvat formani: 

■ I 

Denotantibus F„(=l), F^, f^, f,, etc. Numeros ni»^ 
urdinis Fi^nratos, nempe 

fWo, (m + l)i, (m-|-2)s, (m<f 3)», ete. 

atque II Dumerum integrum quemlihet, habetur 

dum m p»r e^t, aut 0: 

"(1)**... I .(« +t»;m— ii .(fi+m— + ^ 2 + 2)«+^ 

*) ScUicet (vt patet} aequatiouihus prascedenlibiw nilrefert, caimni poti»> 

**) Quibu in |»«rlici«iidi» probe «rit teacndnm, ß »t r numecM iaiegrM 
aal 0 UcnolanlibiMt haberi 

o 

TT ■ilftP'* 
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(usque ad primum terminum evanescenteiu) 



=riS(-i) .F^ ?(n-fm^2<W«i 



«»3 



- (-i) («+tii-2i-l), 



9 

dum vero m impar: 



= S (-J) * Uni^'ü)^ 

ztL^i „ sin(n-fm-2i)J 

El. gr. PosHo saecesa, m^O, Ii, 2, 3 habeDtor 

6in(itH-l)|^ 

(a) ..... 1— (n— l)j +(>!— 2)a— («— +etc.=: — ; 

ih) 1 .(«+1)^—2«^ + - 4(«— 2)4 + etc. 

co8(a+2)^ Blii(ii+l;^_ 

(c)-..,. «^|--3(n+l), fö«^- 10(11-1)4 1 . 

aliig- cosj- ain^ 

l-<tt+3).r-4(«+*2)4f lO(i/+l),-^2Pii^4-0^^ V"'*";;! 

, cofi(n+2)J sin + 

- 'i' . («+l)i + . ~h 

CO» 5« 81 n— 

4 Quo d tiic^rvniat« mtft cons^qaitiir hoooe 



op« reUrionim ncnw, Ii«io «sp«Mim»r TliQpvtnMii* forflM 

UrfilrtH negotio prodihit. 

Coaf. loc. »upra dt. T. Vll. pag. 266 et 267. 
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C o r • M • r »« ' 

Denotaatep nnmeram iDtegrutn kalietm 
dttm m par eat aut 0: 

(ii84|ue ad primum term. eyaoesc.) 

9 

, m—% w 1-2 ^ 

- (-1) .FtHi (|,-2i-l)„.-.Hi, 

cos- 

iliim vero m Impar: 

cos- 

Nee id aolam; vera est haecce aeqaatio, etiamsipna- 

merus est integer —m. Qnod nt probetar, fuBcit ut ostenda- 

tur constare sibi Theorema ipsiim, etiamsi n=0 hU, rerte nisi 
8imul in=0 fuerit: id quud paucis bis expediri Hccbit« — Prius 
aequationU membrum in hoc casu (= 1) co^fBciens est ipsius 
Id erobiti ninctiooe 

poiterins aiitemt . nt ex ipsa demoostratioDe snpia cspositA patef ^» 
coMciens est ipaliw in «.producto" sericrum es evoloaa 

•) Srilirrl in CO res vertitur, nf ncqaaüo ill« (VI) aut (^'l') valere 
probetar, ctiamsi n = 0 fuerit. Valere eam (in boc quoque casn) pro 01=1 
•I % «o p«t«( quod i^otito J|=0 ••qualione« ilU« (II) et (III) idcmticae 
CTadout. Conccsso iqitur valere eam nscfue ad m quemdam (incluüve). reli- 
qutim ot ut probctur ver« cs«e pro «cquctiti OT-f-l, Eodpm nsqae modo ac 
tn art. 2 praecedeoU oquatio illa (6') vera est»« probalur , elianui n=0 fae- 
vll, cxMmA qnidem ad hmic qa<^pi« cnram (k~0) deiiidtioB« lUi 

9p4. 1 ^ («— ^ («H-i ly-*** ^+ 0* 

Tum nullo ocgotio patet, acquationes iila» (A) ei (A') ia ho« (|tlo^it« CM» 
valere. Caetera verbutonus ut iu art. 2. sequualur» 
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(1 +«r>-«*HJ «t (l+^«>-i«H->» 



P I 

I 



Gomparaiarum. 

Quae rnm ifa Htnt, pm ronstat verum Csse, (piod ,loco rit, 
(T. Ml. p. 20b.) expoKituni est Corullarium, cujus praeterea aecjua- 
tioni Gl) immutatam aliquantoliim matiiaque coociDDatn beic dedi- 




jep baue reddere juvat formam: 



1^ dum ttt nttmer. est integer par (aut 0): 

^If m «l0(jll-2i+l)J 

l=Ä(-i)' i 



■ « 



(in) 



2**) dum impar est: .. .. 

in 1 1 ■ * Ä ' ' Ii' 



- Ä (- i) 1. 

^0 . . fr 

s 



N o t a I. 
(Vid. pag. 234.) 

Specie forsan haec via ea ipsa esse videatur, quA postquam 
coefTictens ipsius a:" in „evolutione" functionls (1 — .r-|-jr*)"^»+*), 
forma iU4 (1 + 03;)— ('"+^>(1 ■4-^)-l'"+^) iudutae^ exbibita fuerit ope 
co^nKae' Nnue 'legis, quam in commentatione auft muiiero (1) Ins ig- 
nivit Toi Schtüm ilcn, deinceps ponatur coSßiciens haecce exprea- 
sioni illi (a) aqnalis. — • Quod si ita forot; revera res ^esta 
foret talis, cui jure miodam enitheton illud cedat „Wissenschaft- 
lieh buchst unbedeutend" (vid. Comment. Cel. SchlömiicH, 
mA iaem), quippe quÄ non nisi duae^ quä iormam divetsae'aliqua- 

/\i.)(0), 

ten^s, expressiones ipsius T--5 — -[F(j:) breviter Ucn .Uuito ipsam 

(1 — .r («i^)] in medium prolatae fuissent: et quidem tali in 

Td muito melMiSj Analvsi fuisset cojisultum, si — ut praeterea rem 
g eärtt Cel SehlSmifeh — generalis nne ictn petita lulMet «sj^ee- 



Digitized by Google 



2iß 



sio ipsius i. e. Coetlic, Diferent. riti ordiuis fuDctionui 

(1 — o.* -J- ("»+1) vel potius ftinetionis hujus univeri^ae 

Nanique — [ut heic caetera omittam cognitae demum functio- 
nls F^*)(x) eniolamenta] — uti priimm forte Contimit dttM qiiA fer* 
mam diversas hujusce expre^sionc» invonirl; aeqiiafis i^Hn 

invicem hisce, j^encralis j:im (•«»ncrltata erit relatio falJs, cujna in 
speciebus innumeris non ntt»i unam conüciat, quam «upra comme- 
motavinias, identitas iHa atnbamai Ipsivs F^»){0) expreMnomun. 

At tero oSpecies nonnumquam fallif : recta noo baoc 
erat via. Hanc quisquis fuerit insocntus, ultrrins in tali re provehi 
non poterit, quam donec relutioneui demum (alem, qnalem m Com- 
mentatione suk numero {ÜJ iui>igiüvit Cei. SchlöniLlch^ u^äequi 
beoo cootigerit Qaae quidem relatio quaiDvis praeterea oetata ait 
▼ere Gondigna, cdari non poteat temere aliqoatanua ktam easn 

aententiam Cel. Auctoris (pag. 364.) istan : Für gy^zjergiebt 

sich aus der Gleichung (9) eine Relation, au« u eicher 
sieh aftmmtliehe Ton HerrD Dr. BJurling im VII. Theile 
266. mitgetheilte Formeln ableiten lassen, wenn man 

sich auf die Unterscheidung von geraden und ungeraden 
n*' CO »cinlässt un d einige Trauäf^orniati ou en vornimmt." 
Verum quidem est, si ponatur (i=zm (uum. iut. ant 0), abire 
posterius hujusce aeqnationls merobrum lo 

Ho (»» 4- n)u (2 cos y)« — (w — l)i (m + w — l)«-, (2 cos qp)«-* 

+ («— 2)a(«+jf — 2)«_,(2cos9)»-*— 
ete. (nsque ad primum term. evaneac.) 

= «o(« + «O» (2 cos gp)" — (nr^l)i (n + m — 1 )» (2 cos y)»-* 

+ («—2), (ii -\ 711— 2)m (-2 cos 9)»-»— 
etc. 

4 

=1 .(n-f Jii)>i(2co8 9»)»— (m + l)i (n-f m — (Scos^)^ 

+ (m + 2)a(ii+m— .2)m+2(2co«9))«-*— 

etc. 

7t 

qnae quidem reverä, dum (p—^ ponitur, prius ipsum aequationis 

nöstrar "(I)" memlinini ronfirtt. Vorumtamen forc uf prins aoi|ua- 
tiouis hujus (9) membrum in lurmulam reduci liceret ii&iem». quae^ 

dum pQnltnr, in membnim aeqimlioais oostrae 9aai ttüt dnh 

(ideoque i* fermolam es iif^-l termbiis eonfectam), prout n par 

est aut impar« abeat, — td quonani jure contendi liceat, aescio. 
Etenim quis est qui ne videat ab 7i mtnime ppndero hanc redurtio- 
nem« utpote quam e contrario periici non omtiino liceat, lusi forte 
II nnmerus- integer aut 0 (et quidem =m) fuerit? quo in casn sin> 

71 

gulari reapse« pro P^g» prodibit vel altera forma, prout m 
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pnr ffit (Ü inclusive) aut impar. Quu tanieii de ro ul insiiper est 
admonenduiu, üefi doo p^sse — [certe quodnos quidcw sciamus] — 
ot prius ilM meinbruni aMfnat. in m-|-l tennIiios'hidu<;endi 
Mgotima CO modo, quemvulgo ,,einige Transformationen"*) 
vo<ant, porfici liceat; sed ejusdcm omniho generis impcdimentls 
obnoxia est (nti nobis videtur) ista reductio, ar si posteriu» 
ipsom li«quatioDi0 memiinuii in formaoi, cuju» beic aieutio est» 
rodncendi coii«Uiiim iiiiveras. 

Qoae cum ita ttlmk,^ Jüs fere (ut whw "ridetor) loco dtato potii- 
simuin uti verbis decuisset Cel. Aoctorem : Dum fi =m (nani» 

iot aut 0) est, valorem utriusque ni f n f)rn r u nr ncqua- 
tionis (9) forniuld qu4dam eXM-ft teriuiuis coolectA ez- 

primi lieebit tali» qirae casu illo «ingiiUci in '2«)» 

aut 3an membrum aequationis (I) in pag. 267. T. VI. ezpo- 
sitae abeat. Quue st qnando iTiventa fiiorit mf 1 tcnninonim for* 
mula vehemeutcr optnuda, novuni ea dennim constitutum erit Theo- 
rema no«tro tanto latius patens , quanto <p ipsa uni\ ersa singularem 

illam ^ geBeialitate aapeiet. IpMm wtem hlynsce fonnulae inda* 

gationeai — fiatne ista imtione ilU aoalogA» quam noa quidem in casit 

^ singulafi seeofi fuhniis, ne« ne — v«llt propMise Celcb. Prof. 

Scbiü milch occasione datä su^cipere iormulamque demum inveo- 
tam proBiulgare, est qiiod v«h«nM«kter 0|rtan|w atqae speramna. 
NoaCra interea profecto baad parri interluii boc tpaam Tbeorema 

pro 9==^ CO» quem supra eTposiiimus, modo prnbare : praeser- 

tim quum nobis videatur expositio ista haud mudici futura e^sc 
emolumenti conaturo, quicumqae erit» generalem quam diximus 
fbimnlaiB eAtte inventam* . 



N 0 t a U. 

In demonatrationem aequationis (A)» ^ 
[p nuaiefuii iaiegr. denotat]. 
Er definitiona habetur 



seu, qaonitin ußt^l est. 



• - r 



Ä(i^'^*+"+(-i>H-«^J»+2) V ^^^^ 



♦) 8i0 vttba litel G!Ü4 ScblSmilak paf . M 1, dt. 
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i« e. 

tpmmm vi natarae Nnmeninim Fignratoram habetnr fomsla 



i=n 



Fraeterea, qued , . 

y (t+p)patt=(i»+p),a«»+Jf(i+|i),a« 

= («+/i^a^ + ; ^^t^ *^ 

* irr- O 

1 1=11—1 



*) Vid. M gr. Cavchy, Anal. Alg. Note VI. Tk^or. ler. — Fni«lerM 

rem imncis, »i placct, sie licet expeUiri. Sigcu ^<fi deaotHnt« luu«Ut>ucm 

ipsius / fam, cnja« differeati* [dom Ji=^l} «ityi, deminul«!* taIom «iio pro 

^=0, liabcittr 

vi €0)11», ratiune iiii>u|>cr habilA forinaUrum 
i 

recIA provcDit formula (3). 

••) Scilicet cx eo, quod o2'=^**-'o|o g^,^ couftc^uilur, po*itor=2loga 
alqac / looo ipdiis X in foi'aialtt illk cogäila 

lagilimam cmc 4uaia ^upca detcripaiious aequalioactn. \%i cni fori« uffeadc- 
rit mnrpaaae noa'hj«! loco afgnum illud „loga'S qaamvia • Ilde ifoaatttai 
sit parle reali ncgalivA ioslructa; aolam id admonuisi« snfficiel, OM lieie 
quidepii «ieno ..lo^a" e loj?arlllimi»rem <faaiilitalis a queiulibct < um- 
Que >uiui«»u luteileetaiD. Yidelivet £zpouealo 2/ muneriua iAttgraia cua- 
fideole, ni faetli palet negoiio, ail «deet pericnli quin |iitie eUtiMtor aefMlie 

«*<=tf*'*^^'f qoivis tuttU »leg«« logwritluBorwii Ipeioa •]* 
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pio pHi i a qoantlfiii kilm omm [] in <2)« vi rdattomini Ukram 

a 1 ß 

rednd polest In 



T 



a 



«3 

1 



T 



l 

2 

+ 

T 



! 

r 



Tbcii IX. 



IT 



nis (2), mutato Ibi p in 1, jam patet aequationem hancce 09 
in i|>saiiii (A) aWre. J.; t_ 

\ ^; " ,;_^^" |— v>. 

' \t}t^ »Iii»'*» 



»as seradlini^e »reieck in Bede- 
buns auf die auadrate der Perpen- 
dikel, welelte man i^on einem Punkte 
seiner Eliene auf seine Seiten fäUen 

kann, betraehtet. 

Von dem 

Herrn DoctoF^E}. W. Grebe, 

GynmasialliBbrer sa CatMl. 



Von einem Punkte in (ler'feb«ie eines geradlinigen Dreieclca 
seien Perpendikel auf die Seiten dsü^elben tieralnEeiasson , man 
verlangt, (la»is die Summe d«r Quadrate dieser Perpendikel ein 
Minimum werde. 

Die Auflösung der Aufgabif 
unter der Bedingung "~ 

bietet keine ^ctiwierigkeit dar, uod führt zu Ueu Keciiltuteij 
weiche man auch ausdrücken kaiui: 
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1 



|_| •% ' i // tili l (K Sil« |^^2^ri^_l_ . ♦ i 

f sin ( Sin oyniy 

Da hiwnach die Peqientlikcl von dem Punkte innerhalb des 
Dreiecks, welchen wir für (U-ii Aiisrpnblick <1''ti ^liiumunijmnfvt nen- 
nen wollen, den Dreie€ki»se4ten, aiii' welcheu nie stehen; }iru|M»r- 
tional sind, so er^ht sich hieraus folgende Construction deh 3lini< 
miimputiktps. IMiiii verzeichne über den drei Seiten des Dreiecks 
ABC (TaL vi. FIlt. 1.) Quadrath. verIHnijcro di»' den Dreiecks- 
sritcn |»aralU>len St^fi n der \»'t7ft^rvti bis zur Erzeut^iing des dem 
ii»prün»iichen iihuUchca ürciocks A' B'O und ziehe dann A'At 
S^lS, OC9 so werden dch diese Linien in M als dem Minimmn* 
pmkte sowohl mr ABC^U Itir A^B'C schneiden. E« ist übri- 
gens nicht nütbig, dass man die Qnadi itr in Taf:VI. Fig. l. 
nach Aussen zpichnot : man kann dicselhon auch wie in Taf. Vf. 
Fig. 2. nach inneu conjitruire». Zu einer andeni Constniction des 
Minimunipunktes gelangt man, wenn man in Taf. VI. Fit;. 3., wo 
S d<'n Schwerpunkt des Dreiecks ABC snd K den Mittelpunkt 
des in «lasselbe beschriebenen k'rrises vorstellt» berOcksioitigt» 
dass z. B, CS den W. ACB su theÜt, da^ 

BmACSismBCS:=atb, 

Soli nun C>W bewirken, ilass 

BmBCMiainACM=iaib, 

so muss W. ACM= \V. BCS, und also W. JÜCK^z W. SCK, 
auf dieselbe Weise auch W. MBK:=: W. SBK, W. JUAKzs 
W. i&IJi: sein. ^ 



CT 



Als kleinste SnmiM. der Pespendikel^adiate ergibt sich 

4^ 



o^sin^si« y'^ sin sin y* 



sin«* sin ^ + »»ny* ** 
und» weil allgemeio a*-|-6*-|-c*=4^(cottt-f-cot/3-f coty): 



PI 



cot« + cot/J-f cot/ 



Die Perpendikel vom Minimumpunkte aus tbcilen jede Drei- 
ecksseite in y.\yv\ Abschnittn. Vüi diese Abschnitte (Taf. VI, 
Fig. 4.) erhält mau die Werthe > 

17» 
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a(cg ^ ac cos /?) _ g g^— + je*) 

g«+6=^+c2 ^ g-^i^^ fc^ ' 
' g2 + 6Hc* " g« + 62 + c* ' 

Die Abstünde des Miniroumpunktes von den Eckpunkten des 
Dreiecks (Taf. VI. Fig. 3.) lassen sicli so ansdnteken: 



MA 



— <i«4 6« + t« 



L7J { MB = o2+6z + c3 ^ 

«H + ' 

und bezeichnet man die, die ^Seiten a» b, c i:albirendeii Transver- 
salen he/ai{^iich mit la, th, ia <»o ii»t: 

[8] < Äfi = :s 



ilfC = 



Für die Verbindongslin^eu FZ, AZ, A F (TatVLFig. 4.) findet 



„ _ 2//V(— g ^ 4 g 6^+2c^ 
«'^ + 6-^ + c'« 
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jfy ^^^^ 



[ti] rjz= ^ , Äz= ^ 

Soeht nian nuo ferner die Werthe fär die Traosveraaleii» 
wddie die Seiten des Dreiecks XYZ balMrea, und nraitiplicirt 

dje8ell>en mit |, so e^liält man die oben [1] «igefrebeneu Aus- 
drifcke Hür MX, ßlV und M7 E« folgt hieraus, dass der Mini- 
niumpunkt de» lireieclis ABC zugleich der Schwerpunkt des Drei- 
jc« XYZ iMt Bekanntlich hat auch der Schwerpunkt eines 
Dveieefai die EUgenschaff das« die Summe der Quadrate seiner 
Entfemimgen von deo Winkelpnokten dee Dieieck« ein Klein- 
stes laL 

IL 

Denkt man »ich alle Punkte in der Ebene eines geradlinigen 
Dreieclo?. für welche die Quadrate der Perpendikel auf die drei 
Seiten eine gleichuro^sc Summe geben» dureli Curven verbunden, 
ee ist die Natur und Lage dieser Curven näher zu unter^iuchen. 

Nehmen wir vorlSufigr B (Taf. VI. Plg. 5-) Kam Anfaogspnnkt 
eines rechtwinkeligen Goofdinateosyntem«» und setzen BQ=9, 
so muss sein 

Bringen wir diene Gleiebnng anf die Foim 



8o ist 



112] 



;= 3 ein «coe « '-Sein ^ coe|9 y 
e=slna>-|-sin/)'> 

1? = — esino*, • 

F = c^sin«'^ — M. 



Nebenbei wollen wit bemerken, dass» wenn wir in dieser Glei- 
ffinng G zum Minimum machen, kjcIi die Werthe von r und y 
übereinstiiumeod, nut [1] uud [OJ ergeben, wodurch ein etwaiger 
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Zweifel daran» daw die Foraieln [1] auf einen nnd denselben Punkt 

zu bezielieii «eien, nied«Y^|;eMih|agen wird. 

Gehen wir nun zu einoin mit dorn vorie<"n j>aralU*leii Coordi- 
natcnsystiMU , de88en Anfangspunkt dor MiMtimiinpunkt ii^t, über, 
so verjscbw inden die GBedcr mit /i, E und J'\ und die Gleichung 
unserer Cunre ist 



vdaftelige» «ni dem (vtilchscheniceligen Dreieck besondcreiBolnieh- 
trogen widmcM* . < 

■FSr ein hei y rechtwinkeliges Dreieck geht die Gleichung [t3J fn 



aber. Die in fVage* slehend(>n Ciirvcn sind hhnliclie ENipsen um 
den Minimumminkt , für Melrln' d.is Vorbiilfniss dor Axon \ 2:1 
st iMf'nd^'t. l)if» K]»<*rit>llo (icsfull de?» recht« inkeli^^'ii Dreiecics 
äussert also auf die (tcstalt dieser Ellipsen durchaus keinen Ein- 
iluss. Die grosse Axe ist mit der Hypoteouse pafallel. Da fer- 



wird, so Wf^m der MinisKiliipunkt» In der auf der Hypotenuse Mtehen- 
den Ilidie. Setzt man die^e =ä. also 2^^=//c, so ergibt »ich 
aus [1] z=h^, null eine Ellinso, welcl^e, me inTaf. VI. Fig. 6. durch 
den 8cheitei di^er red ten Winkelageht, berldirt sugleich die Hvpo- 
tenosa Aus [3} eigibt sich für unsetnFall M^ih* und ans [il] 



Kreise, deren gemeinschattlicher !\Iitteljmnkt n»it den Übrigen Allt> 
telpuukten des gleichseitigen Dreiecks übereinstimmt» und ilf wird 



Dreiecken erhalten wir wieder Ellipsen, deren grosse Axe mit der 

Grundlinie des Dreiecks parallel ist, wenn letztere, tvle In Taif. VI. 

F'vs. 7. grösser, und nuf dcrsell>en Kcnkrcrhf steht, wenn sie, wi**^ 
in i al. \ l. Fig. 8. kleiner ist, als eine der übrigen Dreieckssetten. 
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Ist mn «Ur da» Drei«ik we^er reehtwinkeliff noch gleich* 

9chenkelic, so muss die dtmlirine Gleichung [13] darg^elHe 
Ciirve auf ein um den Winkel 9 gedrehtes Coordinateosystem .ht- 
xogen werden, «10 d&tM 

»-■ ! 

Alsdann nird die tiieicliuiig drr ("urve 

[16] /V^+Oat^r-C. , . 

and ifie VVerthe von P und Q sind gleichzeitig In dem Ausdrucke 

5± WS-(«in«^+wn/J*+slny«)) 

. .. : in* 

euthalten. Man kann 

rri fvi*=l+ va-.(«ii«»-f|niitf»+slDy*)), 
( a=*i-^%^(?-H^«»+sin/J«+sipy«)) 

.«leuen, und erhält ffo den Vortheil. ^' immer auf die grosse und^ 
immer auf die kleine Am dei^ dorch [KiJ durgcstellled Ellipse be- 
ziehen zu dCh'jW, mnss je4(H:h auf AnlHMoog der Relation 29 <« 
verzichten, vielnu'lir die I^aeo der grossen Axe in besonderen 
Fällen dur<h Zurüfkjiehen auf die («leichung [13J zu bestimmen 
sucbcuu Ei« sei^t ^cn. ilann^ dH<is die Lage der grossen >.VjLe inuuer 
■Mi .lier: La^ d«r jetos^ten Ikemsksseite möglicbM «MfiDtm «Urtb. 
Beispiele ungleielltieiü^ßff Dreiecke gewähren Taf. VI. Fis. 0. uBdl> 
Taf. W. Fig. 10. Davon uhri'j^ens, (la*J8 die Gleichung j Iii) unttr 
aileu Lmstai^en einer EHi|)sc, die nur in dem einzigen oben 
bereits, «rvrahnten Fallit in einen «Kfeis übergebt, omseb^re, (|b€r- 
zeugt ftihn *«i(h hatd, nenn man den Formeln [17] einige Auf- 
merksamkeit sehetü^ Der Vii<druek «ina'^-f sio^l 4^ »iny- kärtn 
niemals d<'n Werth ',' , welehen er liir a ß — y erreicht, über- 
schreiten ; . dikher k^ttsefv und Q nicht iniag^iar |»«-evdsB. [Der 
genannte Aosdiuck ist femer stets positiv, und desshalfo bat auch 
Q diese Eigensehaft, die «ich be^^f^ ^luiehiD .voiK4|f%!^ vflrilt^l 

In ße/iehnng anf das mit jedem Dreieck nach dem Bisherigen 
in Verbindung stehende »System von Klllpsen kÜnnte man noch die 
Fragen auIHverfen: nie grojts muss G hein, duiirit die KIlipMe eine 
Seite, z. B. c, berühre? oder: wie gro^f» muä G ^ein, damit die 
Ellipse durch einen Winkelpunkt des Dreiecks, z. B. C, gehe? 
Die Antirerten auf diese Fragen sieichncn sich durch Einfachheit 
aus. und mugen desshalb hier .Platz finden* üei der ersten jjst 

•1 .•••fl': > 4ig^' ..I .. ''in«»/ 

tiÖj .•^•li ' 1 i ^'^SST^* ' ••'/» 

bei der zweMen^ . j • • d . ' ' r iv • .' »Itr. 

im]- ■■■■ -ö^. 

Nach dem Obigen war ferner 



4j* • •:. . ■ s iif 



oder 

[201 taiig29^ l-i-co82a-|-cod2^' 

Setst matt »od auch 

»ng -2 — 1 + C08 + cos ly 
8in2<r — sinir 

»o folgt darauis 

^ — (sin f sin 

[ÄJ < cos Zx - ± v(i— («iii«* + «n^+«iny*)) ' 

„ l — (s in f-sina^) 

COS — «« ^. all! ^ + »hl y^)* 

Sind die Winkel rp. y und 't^* in Beziehung auf die drei Drei- 
ecksseiten in einerlei S'mii genommen, so mil.«spn in diosotr For- 
meln; welche durch hlosites Fortrücken der Bezeichnunt^ in eiiia»* 
dar übergehen, entirader nur die obe nodemnrdie nntera Zeldwa 
geltoD, und man hat folglich 

pS] 4co«9>ficostl'*co«t=J:V(l-(«iiiii^-Hfai/SH8&D|^)» 

[•24] CO« 9«+co8x^+co8t|;«=|i: V(5--(Mn«HM0/J«+8iny«)), 

[26] •i»f»>'f8in)j>-h«a^>=ii'va-(m«H«i»/SH«iD|^). 
Daher ist eadfich auch nach [i7J 

Q) I öiny^-f 8inx*+sin^*. 
III. 

Bisher wurden die Quadrate der Perpendlicel, welche man 

von einem Punkte in der Ebene eines geradlinir^en Dreiecks auf 

die Seiten demselben lallen kann, immer zu clnei vSnnime vereinigt. 
Künftighin soll der Unterschied zwischen der ^umme von zwei 
solchen Quadraten und dem dritten die Stelle jener vertreten. 

Stellen wir daher jetzt zuvörderst wieder die Aufgabe, ar^f-y-— s* 
unter der Bedingung aa;-f 6y-Kc;=2^ zum Minimum zu machen, 
so erhalten wir die Auflösung: 



I 
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[27] 




odier 



12»] 



oder -such 



«sin Pf sin/? sin y 
<isincicgin|? s'in y 
— ggin tt sin ß gfai y 



«=s{atengy, 

[29] j3^=iÄtangy, 

Gans dieselben Resultate können wir erhalten , wenn wir nach 
Anleitunfr von Taf. VI. Fig. 5.. wie oben so jetlt 

afi-^y^^t^ »iwdriieken f den ertiaiteneß Werth 

in weichem nunmehr jr und y Coordinaten sin^, zu einem Mini- 
nam machen, und die Abstände des Punktes, für frelcben das 
Minimum stattfindet, von den drei Dreiecksseiten bereehnen. Din 
letzte Gl«'ichunj^ g^Üt »lann wWvIpr für die Ciinpn, welche die 
Punkte von eineriei // verbinden. Verlegen wir auch hier, zu 
einem mit dem yorigen parallelen System von Coordinaten über' 
gehend, den Anfangspunkt der letzteren nach dem durch die Eor- 
mein [27] bezeichneten Punkte, ho erhalten wir wiadcr die fM> 
chung [13] > nur. mit dem Uoterschiede, dass jetzt 

[30] i<s=-l+ces««+cos/3«. 

Die dermalige Gleichung gehört jedoch, wie die nachhe* 
rig;e Discussion derselben lehren wird, nur dann einer Ellipse 
(<Kler eineni Kreise) an, wenn das Dreieck jIBC bei Cstiunpf* 
WDlkslIff isti| W%4rMl That zeigt auch die Retrachtung des zwei* 
ten Diiterenzials, da<s die Function r'^ + — 2* mit der Bedin- 
gwng^glelchung ax -^^ ■\' ci=^^dLä mir dann ein Minimum hat, 
wenn c2> a* + 6*. Lnsete dermaligc Auigabe verdient wohl al& 
du besonders Instructives Beispiel iiir die Lehrbücher der Diffe» 
renzialrechnung empfohlen zu werden. Im N'orboigehen sei bemerkt, 
dass das sonst so vortreflniche neue Lehrbuch von Sch in milch 
(Greifswald. 1847.) sich «auf ^»eite 108. einer Ungenauigkeit schul- 
dig gemacht hat Aus dem dost Gesagten wude folgen, dass 
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auch hei unserer Aurnabo ^nier ein Miniraum vorhanden sei. 
Findet nun zuar ein uirkJiches 'Minimuni nur dann statt, wenn / 
stumpf ist, so iässt sich doch wohl erwai^en, dass auch, wenn y 
8|)itz ist, der Pankt, auf weihen die Formehi [27], [28] un^im\ 
hmw eisen, eine gewisse t»eometrl8Che Merkwürdigkeit nai»en werde. 
Ist y ein rerlitor Winkel, so kann von diesem Punkte, dem wir 
für alle Falle wenigstens, den 'Vitei Minimunipunkt belassen wollen, 
Bicht mehr die Rcäe sein', weil er alsdann, wie am Deutlichsten 
aus [29] erhellt, ins Uaendliche hinausgeschoben wird. 

Der Werth von M im JMimmyunpunkte ist 



- AI «■■^siri j3- siir/-^ /;^ >'ir i sin 

J = t;iaä^^^p^,^^iÄ^ siD««-|-äiDf3>-siD/* 



c^'slna^sinjS* 
Sin «* + sinp* — smy*' 

Das G der Gleichung [13} ist -H—M, so dass, was auch oben 
der Fall war, ft in dem iMinimumpunkte immer =0 ist. 

T)<0r dermalige Minimumpunkt kann dureh Verxwchnen von 
Quadraten auf den Dreiecksseiten u. s. w-. auf älinüche Weise wie 
oben mfunden werden. Es - finiot hier n|ir der »UnlHrsbhted .slatt,- 
dass aas Quadrat der Seite c nach Innen beschriehen wer- 
den muss; wenn die Quadrate der beiden andern Seiten nach 
Aussen beschrieben sind, und umgekehrt. lu Taf. VI. Fig. 11. 
hit beides i^eiehzeitig dargestellt. Der gefundehe' PinW'Jlr i«t 
aurl) hier nicht bloss fiir das Dreieck AtfVt iiondern auch W 
Aiß'C* und f«r A"B"C* der Minirmimjitinkt. 

Dreht man auch in unserem Fall die ('o(>r<linatenaxen um den 
Winkel 9, damit das Glieil listi in [131 verschwinde, so erhfilt 
nn» wieder die Gleichung [16], jedodi mit den WeHhen ; * 

Ist der Winkel ]r-B|iltB, söiBt ~ ! 

iin«* + 6iü/3*>8iny*, ' • ••. • 

die WurzelgFosse daher >4, und folglich einer der Werthe P 
und Q negativ. Die Curven, welche die Gleichnng [16] und so- 




dic 8])itzwiDkeli?en Hyperbeln gehören dort ih ft egift<^ j die* 
stianpifwinkeligen zu positiven Wettiien von G. • t . -> • 

ist ^her y stumpf, 80 ist .. • , 
:> sin^-|^si*^<8faly>.' ' * ' 



•w 
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Dfer Anaikuck unter dem Wut-zelaeicbeo erreicht .•Mms iMfeen 

klelosten WertK, welcher =0 i«t» weon a:=^ß~ln, y'=^*7t. Di« 
Werlhe von P ui^ ,Q bleibe immer reell> uod in dem eben aar 
fCeftlhrteti Falle werden die Cinren Kreise, in allen Übr^en FäUen 

sind sie Elimsei), kt das Dreieck ixx'li obendreio gleichtcheoke* 
lig, so läuft die grosse Axt» der FJIipso mit c |»:ir:iHrf, wenn 
> Ijs (Taf. VI. Fl!?. 13.), «teht dagegen auf e aeokrecbt (Taf. VI, 
ig. 14.), wenn y s Jtt. : ' ,». 



/ •'■ i: -•. »' 
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lieber einen fi^atz des Herni Professor 
; .,V; . Jf«. Sitelner. 

\ ou ilcni 



> •« 

t 
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Ii«* 



Herrn Obsemtor Thomas Clausen 



lui zwei uüd dreLs«>i^l9en liande von C teile 's Journal ffir 
Matfaenittik at^lt iSt einer jSLSQO. foleendei Satz auf: „t)urcli 
jeden Punkt D einer Elfipt^e gehen drei Kriimnittngskrcise der leb&- 
tern, welche sie in irgend drei andern Ptinktcn A, H, C osetiÜren ; 
und iedeüUiul liegen oie .vIbt Punkte Ay B, C, D in einem Kreide,'' 

Um diesen schunen Sais zii Ibewneisen, will ich der grü^^fn 
Atlgenieirdieit we^en unteii»uchen , wie viele KrGmmungsk reise einea 
gegebilMD iUigebebiiitts diir^ eiMti .0B0il»eiM»i idMSfHiAtt 
gehen. 

ich nehme an, die Figur die aui> dem gegebenen Kegel- 
sdinitte atid den durch den Punkt J) gehenden Imfanmangskreisen 
besteht, sv'x die stereograpnische Projection einer Figur F' auf 

einer Ku«elfl'H hr: ütk? I) die Projection des Pols dersell)en. F>s 
ij4t klar, da^^ die Krümniungskrei^e Projectionen von Kreisen auf 
der Kugel sind, die alle durclf den Pol gehen, und zugleich die 
sphärischen Krühtmun&c.skrelfte düMr dem f^egelscbnitte enfspecfien- 
den Figur sind. Pri>jicirt man nun wieder diese Figur /• ' stereo- 

g'aphisch, indem man /.»im Pol den AuijeniMinkt in der ersten 
roiectlon ninuüt, und umgekehrt; so werden alle dnrch den 
Tongen Pol gebenden Kreise in gerade Linien projicirt , die eben* 
falls die dem Kegelschnitte entsprechende Figur osculiren. Die 
dem K^gelsf^wiitte ent«y»recbendp Fr^irr mms atso ehen so violf 
Wendwngspunkte bal»en , al.»< der Kegelschnitt Krunumrngskretse 
hat, die durch den Punkt D geben; und un^ekelirt. 
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Die amnitUHNire AMeitttii|| der Gletclninf^ ISr 6im dem Kegel- 

snhnitto fTitsprorbpnde letztg^nnTintf* Flijiir aus f1f»r Gleichtui!r för 
den KegebcbittU ge«<^ieht durch ISulistituliou der Gleichungen: 

y=^* ^«=4* + %»« 

in die Gleichung iur den Kegel8< linitt. x und y bedeuten die 
vechtiiiokligeD Coordinaten des Kegelschnitt«; | und v die der 
abgeleiteten Figur. 

In der durch dieee Substitution abgeleiteten Fi^ werden die 
geraden Linien In Kreise verwandelt; die Kreise in Kreise oder 

gerade Linirn t ufMTfÜrs Moihen die "Winkel der Tangenten an den 
respectiven Durchschnitten der Curven in beiden Fimiren diesel' 
ben, oder die respectiven kleinsten Theile beider Figuren sind 
sich hbniich, \vel<-)i(>s bekanntlich allgemeine Eigenschaften der 
sterco«^ra|thischen I^rojrction sind, üebrigens bemerke ich , iLiks 
die eben er\\ ahnte Uei)f"rtTri:riing von F'Mjuren schon von Plücker 
anaiytis(*h ansegeben, aber nicht so sehr in Anwendung gekom- 
ist, als Me m vevfienen scheint. 



Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte ist, wenn man 
dnen I^Inkt derselben als Anfangspunkt der Coordiaateo annimmt» 
und die Tangente an demselben Punkte als Aza der sei 

yzs,axu:-ilU ij^ cyy (1) 

Die Gleichung der aus dieser abgeleiteten Figur ist: 

V (Sl + vv) = + ctw (2) 

Diese Gleichung entsprirht rmer Curvc des dritfen Grades« 
Man soll nun die Wendungsuuiikte derselben bestimmen. Um 
diese bequemer bestimmen zu können, nehme ich eine perspecti' 
▼Ische Projection derselben* die bekanntlich in den entsprechenden 
Punkten ebenfalls Wendungspunkte hat; und zwar nur in diesen, 
folglich genau dieselbe Anzahl derselben. £ine solche Projectioik 

efhilt man durch die Substitution: S^^t ^^^» wodurch nau 
die GleichuDg derselben erhält: 

-'- (3) 



8^ 

In den Weadnngapunkten der Cnrve Ist sO, folglich : 

0={'Hi- y S* - 3i- + "'-^-^ . . (4) 

Als besondere Fälle dieser Gleichung sind zu bemerken: wenn 
ftaO» oder wenn der Punkt D in einer UauptiOLe Uegt In die- 
sem FaUe wird die Gleichung (4) ^ 
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SdiJiesst man nun deu Fall a=c oder den Kreis aus, so wird 
1^ = lo d«r EU^M, wo a imd c gleiche Zeichen haben, findan 
zwml W«rthe Ten ^ Statt: in der Hyperbel kein Werth; bider 



Schliensen wir onn den FaH ^=0 an»i so hat die Gleichnnn 
(I) belcanntlicli entweder eine oder drei reelle IrTunetn. Die Glet- 
cfenng bat ein Maxininm oder Mioimmn, wenn 

t* + -^l — 1=0, oder P= ^ — • 

IKe dieaen beiden Wetihen von |' entsprechenden Werthe der 
Gkiclüing (4) aud: 



I 25 J .«-(5) 

Soll flie cubiscfio Glerehung (4) reellf' Wnr/rln haben, ro 
müsseii 1) <lie beiden Werthe von (5) etlt^e^^e^^;e.xetzte Zeiclieri 
häben^ uder der eine positiv, der andere negativ sein. Oiesei» 
indet nor SUtt, wenn o«((«— t)*^ + U^) > («(« — r) f 2lß^r^ oder 
«e!>^, oder wenti der Kegelschnitt eine ElltpKe ist. Uebeidiea 
wmmm 2) der Werth von u für den kleinsten der Werthi^ von Jff 
bei dem tt el» ^laxtnium oder Minimum, positiv sein. Dieses 
findet wirküch 8Uitt, da man für ein negatives das obere Zeichen 
Tiir der Quadrutwurzei neiiiueu miit»8., wodurch u einen posittreji 
Werth bekommt; eben so filr ein positives b, wo man das untere 
UdNn nehmen mnas^ 

Ist «es^ft, oder der Kcf^Nchoitt eine Parabel» so sind awei 

Wurzeln sich gleich, da u und, gleichzeitig =0. 

In der Hyperbel ist iic<66; folglich in diesem Falle nur eine 
Wurzel der Gleichung (4). 

Da «irr Krfinmni!i?iskTeis , dor im Punkte /) selbst osctilirt, nicht 
in der Foruul enfhaiten, oder nicht mitgerechnet worden ist: da 
ftr diesen Puui^t ;r = 0« y = 0; |=ao, v=a; ^'=ac; so giebt 
es ausser diesem Kreise, wenn der Pnnht D nicht in einer Haupt- 
axe liegt: in der Ellipse drei, in der Parabel zwei und in oer 
Hyperbel nur einen Krflmmnngskreis, der durch den Punkt ^ geht 

Durch die Durchschnitte der Hauptaxen mit dem Kegel- 
ai^nitte gehen in der Ellipse awei; in der Parabel einer, und 
zwzr unendlich grosser; m der Hyperbel keiner der Krömmnnn^s- 
kreise ; den im Funkte D selbst osculirenden in allen drei t* äÜen 
aiLsgcnommen. 

Den zweiten Theil des Satzes betreffend: so liegen die drei 
Weodungspuiii^tc der Curve (2), wie au einem andern Orte erwie- 
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sen ist, wenn »ie vorhan^eii sind» in einer geraden Linie. En sei 
die Gleichung derselben 

Ai^Rv^ 6 = 0. 

Die' dieser Gereden entkpfeehende i'Astv^ in dftr- Figur, d|ee Ke- 
'gelsehnlttes mril geftniden dnreli die 8nli»titiitinn'|s=^^ ^—i, 

welches die Gleichung eines durch den Punkt /> gebenden Krei- 
ses ist«. . ' . 

... W. Z. b. W. 



t 



Ueber eine Bezieliungr zwischen den 
VlttiAeiiiiihalten zweier OhrtfeelLef rom 
dOH» . dM dem andern und zu» 

l^leicli dem, diesem zu^hSrigen äns^^e- 
ren Kreise umf^elirielien ist. — Verailv 
* ' ffemeinerui« dieser Beaieliunff. 

Herrn Doct^r A. Ii. Luchierhandit 

, t • in Berlin. . < • 

1 

■ S : j- ■ ■■■ ■ .i' . , 

Ist • • > .: 

» " ^ ..:'■! ; 

die Gleichung eines Kreisen und slnrJ Tj , jfil «2, y»' -^3 ' „Va 
-Cobrainaten dreier auf flomseibcn gelegener Puniit"*? . '^o hu( man 
i>ekaoutlich für die ieUtereii euUurechenden Tatikenteii die GUI* 

i-n!. iL IM :■ . «r» + 3i^=r«, . (2) 
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Bezeichnen wir nun die CcHordinatcn den l>urch&<chnittspunktes 
ift Lauen (l) und (2), (X) m4 (?h &) niit I3, 7/,; 1.^, t/»; 

4, in ; so etfaält man 

• • • il •♦•ji ' . « » . 

Nun ist, wenn wir den Inhalt »les eingeschriebenen Dreieck» 
ä, wie den des unigescliriebeneii mit D bezeichnen , abgesehen 
fMi'den Vorzeichch:- / » I* 

- 

Es bedeuten' nun aBer "die ''drei Facfofen im' Nenner 4icsesj 
JMracks nklits anderes, als den doppelten Inhalt je eines der 
MDMctcke, iVeJche zwei der nrsi^runslichen Punkte lirid jedes- 
mJjeo'IWittefpnnkt des Kreises (den Anfangspunkt der Cnnrdina- 
tfo) 7u Eckininkton haben. Bbzeichn^t man die Inhalte dicvser 
Dreiecke mif ^1, ^a» ^a» sif i^ht alck.dle stt erweisende 'Rflfk-' 

•^rM^w^i.;.! *•-.••:'•■••■• ••••Vi-...; 

... . ^\ fir^. V... 1 

5aa bat tnan abeciaiiek, »enb bm Jt^# «• s. w. duisck ||v 
%iL f. w. auadrüoht^t l :>» • 
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WO />j . /)o, />n ^^ie Inhnlte der Dreiecke bezeichnen, welche je 
v.\\v\ (1er Ecken dci» umscbriobenen Dreiecks - und jedesmal di^a 
Mitlei|)uiikt des Kreiitetf zu Eckpunkteo haben. 

Ans den Ausdrücken (A) und (B) ergeben sich noch »wischen 
allen acht in Rede stehenden Dreiecken die Besiehongen, welche 
durch die Gleichongen 



z/j . ~" ^\ • 

und ^ 



(C) 



ansgedrflckt sind. 
Utk man auch 



hat, 80 i8t 
und ebenso 



ria^^ = lUzJj« />j Z>, (E) 



aus welchen beiden Ausdrückcu wieder die lielatiooen (C) und (D) 
folgen. V ^ ' . 

Man kann diese Ergebnisse noch aifgemenier fassen* wobei 

zugleich der eigentliche Grund fibr die enUnrechendeo Relationen 
deutlich hervortritt. Die Gleichungen (1), (2) und (3) sind nichts 
andere8 als die PolarL!;leichuni;eii der Punkte , yi u. s. w,, »enn 
man den Kreis als Directrix betrachtet. Da es nun für den Ver- 
lauf der Rechnung ganz cleicbgiiitig ist, ob diese Punkte auf dem 
Kreise lieg;en oder nicht, so gelten die angegebenen Relationen 
flberhaupt für solche swei Dreie< ke . von denen die Selten des 
einen die Ecken des anderen zu Polen haben. Betrachtet mnn nicht 
einen Kreis, sondern eine Ellipse oder Hyperbel niit den Halh- 
azen a und ts^o ändert «»ich die in (C> ausgesprocbooe Helatioo 
nicht; die tibrigen gehen aber in folgende tibert 
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Filr flip Parabel lafisen pich spfir leicht die entsprechende!, 
ABs^Irilt l,e linden. Bezeichnet man mit i (l) die Summe oder f)if- 
ktvüz der Abstände zweier Puiii^tc von der Axe der Parabel, \6 
uAkm dieselben siif veraefciedeneii oder auf derselben Seite der 

liegen, TO bat man» nnter p den Parameter der Paiabel ver 



kW 



(E") 



Vck» die Beweirviiigi M den Krttat« 
mungen der £teeiilbaluieii« 

Tow dem 

Herrn Doctor T. Wittstein m Hannover. 



Berr Major Giünder hat in seiner so eben erschienenen io- 
i et H Mit en kleinen Sebrift: „Abhandlung über die Bewe- 
nBgghindernisse in den KrummuDsen der Eisenbah" 

»ea" (Hunnover bei Hahn) rüc liri diesem GeeenstaDde eintieten- 
^ti Bezu hiiniien mit einer Klarheit und Umsicnt entwickelt, dass 
<<M!(ieU»e mit Hecht allen betreffenden Technikern zur Kenntuiss* 
übt« empfuhlen werden kann. Wenn wir nun dessen uneeach- 
M den geoannten Gegenstand hier noch einmal einer Betracntung 
^'f'^erien, so habea wir dabei mehr einen rein mathematischen 
2wAci£. Verfasser jener Schrift hat sich niuiilich sogleich von 
um herein bei seiner mathematischen Gruiidlegung nielHiache 
^eicbungen von der matbematiacben Strenge gestattet, welche« 
iie auch vielleicht fitr die Ausfibuns ohne Belang; eein 
dennoch bei dem Leeer dt« GeflBlil einer Unelcherhelt 

tMVL le 
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hervorbringen y fiir welche keinerlei Art von Massstab gegeben 
wird. Es scheint un» aber vielmehr, es müsse jede derartige, eni 
Problem der Praxis behandelnJe Thcnrie , so lange sie sich auf 
reio raatheniatischeni Boden hält, überall udt voUkommeuer »Strenge 
SQ Werke geben und ihre Endresultate als vuUig scharf, oder 
wenigstens mit Angabe der FehlergrSnzen, der Praxis aberliefeni. 
Dieser mag es sodann überlassen bleiben, sich in ihren Ausfüb* 
nin^^cn mehr o(l*'r woni'jer. so weit sie es für gat findet» von dem 
Ergebnisse der Theorie zu enherneii. 

Wir werden deshalb, den Entwickelungsgang der genannten 
Schrift verlassend» den Gegmstand hier unter eine neue AufTas* 
sung zu bringen versuchen, von uelclieir wir hoflfen, dass sie eben 
SO wenig an Einfacbbeit» als an Strenge, zu wünschen übrig lasse. 

f. 1. 

Unsere Betrachtung wird sich anf die Bewegung eines einsl* 

een Räderpaares be.scbrjiiiken , u elclies fest auf seiner Achse sitzt. 
Wir nehmen ferner an, die Iläder seien konisch gestaltet, so dass 
die Erweiterungen der rollenden Uberflächen beider Hader einen 
Doppelkegef JICPJ^Q (Taf. VIL FW. 1.) bilden, welchen man 
sich durch Umdrehung des gleichschenkligen Dreiecks MQN um 
seine Basis -ils Achse entstanden denken kann. KTidlich 

setzen wir die Schienen als Ty linder voraus, welche von doui 
rollenden Doppelkegel iu A und ß berührt werden, da in der 
Praxis wenigstens derjenige Theil der gebräuchlichen Ä^Schie« 
nen, welcher mit den RAdero In Berührung kommt» cylindrisch 
abgerundet zu sein pflegt. 

Wir stellen dieser Aii(Tass?ine sosrleich noch eine nnflfre zur 
Seite, welche sich (hircli die iiechnuug bequemer handhaben i.isst. 
Stau de^ gleichschenkligen Dreiecks MQN (Tai: Vli. Fig. i.) 
denken wir uns einen Kreisbogen MQN (Taf. \\\. Fig. 2.), des- 
sen Mittelpunkt in D liegt, am seine Sehne MN als Achse ge- 
dreht, und den also entstandenen Kori»er als rollend auf cylindri- 
schen Schienen, die er in A und B nerührt Wir stellen hier 
mithin ao die Praxis die Fbtdernng, dass die Radlnünse nicht 
rein konisch, sondern auch im Sinne der Achse gekriinnnt »eien« 
d. h fliss man sieb (!irv;f Ifn^n nicht ^^oM o!^l dnrch Rotation einer 
s^eradeu Linie um eine anih're , aln vielmehr durch Rotation eines 
Kreisbogens um seine Sehne entstanden zu denken iiahe. 

Wie wenig übrigens dieser letiste Unterschied, bei der üblichen 
geringen Breite der Hadkriinze, für die Praxis von Belang ist: 
davon kann man sich durch eine Icichfe Rechnm^g überzeugen. 
Es »ei der Abstantl fy?=:5S Zoll Engl. (s. die GIflndersrho Ab- 
handlung) und die Tangente der ^eigaog der konischeu Radkran;iey 
itetehe man sich als berührend in AnM^Btn denlcen hat, f^wm 
die Radachse betrage V7, so entspricht di^er berührenden Linie 
ein Kreisbofr*Mj VQNy desi^en Ilalhniesser AD:=.BDt=r^WK^3 
f.o\\ hHlt. Die Ah weichung dieses Kreixhogens von sHner Tan- 
gente aher, in der Richtung des Halbmessers gemessen, beträgt 
tür ^ 1 Zoll Entfernung vom Berührungspunitle nfdvt' vOUig 
Linien, eine Grösse, deren Vorhandensein bei der Art, wie die 
Rüder angefertigt werden, sehweriieh noch wird veriKitgt wi»d«o 
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können. Diene Abw^eichung wird aber noeh kleiner dadureh, diutm 
nan den Rädern in der Regel nur einen geringem Spielraum ola 
1 ZoH zu beiden Seiten der Mitte verstattet; sie nimmt nnmtlelk 
im quadratischen \"erhäl(rjisse <Iiese« SpielrainuH ah. Dazu kommt, 
das« die Abnutzung der Hader nacn einer kurren Zeit ihres 
Gebrauchs 8chon viel heträchtlicber ist, ^\x>vou man sicii t^tdort 
durch den bkiiieeB AugenacheiB ihmtogen kann; vnd es wird 
nltUti für die Bedartniss« der Praxis zuverlässig keinen Uater- 
schi' d ntacben, oh wir von vorn herein rein konische Knder vor- 
aussei/en, oder Räder, deren rollende Oberilächen auch tm »Sinne 
der Acli^e eine krümmuug von der uiigegeheuen Stärke besitzen. 

ß. 2. . 

Ks i8t Jetzt ohne I^Iüho zu übersehen, dass wenn man den 
Körper IdPNQ (Taf. MI. Kijj. 1. und 2.) so in A und H auf die 
Schienen legt, dass seine Achse MN eine Neigung gegen den 
HorixoDt besitzt, ein Gleiehgewicht im AUgemeipen mcbt eintreten 
könne. I>enn es sei C der Schwerpunkt, in welchem das Gewicht 
des Körpers CG-rzg (die >?;isse — 1 gesetzt) vertikal nb^vfirt» 
wirkt, so erzeugen sieb durch den Dnick auf die Unterlagen in 
A und B zwei Normal- Widerstände in den Rlchtnngen Au nnd 
BDf Trelcbe, wie aocb ihre Grösse sein mag, sieh zu einer Re- 
»iuttanfe vereinigen lassen, die «lurrh den Pnrikt D ijeht, S(d1 min 
Gleteh<»cwiebt bestehen. nui>s diese Ret^uitante dem Gewichte 
C'6* d.is Gleichgewicht huiten, welches nur möglich it^t, wenn der 
Punkt D in der dnreb den Schwerpunkt ' 6' gezogenen Yertilcal- 
liine li< 2t; in jedem andern Falle wird sich statt des gesuchten 
Gleich i^ewiehts ein Kr-if'topaar ergehen, welches den Körper durch 
Drehung um eine aut der Ebene ABJJ normale Achse in die 
Gleichgewichtslage zu bringen strebt. 

Von der Reibung auf den Schienen in A und B, weleite den 
Tuliendeo KOrper in einer andern als der angegebenen Gleichge- 
wicbtslage lentzuhalten im Stande sein wurde. Kann hier völlig ab- 
gesehen werden. Denn da der Körper dazn bestinunt ist, fort/u 
rollen, so wird er, von jener l^eibun»; nicht gebindert, loiieud 
jederzeit von selbst die genannte Gleicngcwichtsinge annebnien. 

Nun liegt uUerdin^s der Schwerpunkt eines Eitycnbahufuhrwer- 
kee niemals In der Mitte C der Raoacbse, eondern oliei^lb der* 

selben in irgend einem andern Punkte der Linie PQ, uod 
könnte sich demnach treffen, da.ss dieser Schwerpunkt genau mit 
dem Punkte I) (Ta(. VII. Fig, 2.) zusammenfiele. In diesem Falle 
würde Gleichgewicht bestehen, welche Neigung man auch der 
Aebse AfiV geben wollte. Es konnte ferner der Schwerpunkt 
über D fallen, wo sodann eine vorhandene Neigung der Radachse 
das Bestrebeti haben \vürde, sich noch zu vei^rössern. Heide 
Fälle aber will man in der Praxis, wo ein stabiles Gleichgewicht 
gafOTieit wird, nieht haben, folglich ergiebt sieb die Regel: 

die Neigung der Radkränze stets so gering zu 
wählen, dass der Mittelpunkt D des Bogens 
MQN merklich hoheir 4i«gt, aU 4«r SchwerpHQl^t 
de-«- F«bfwerk9. ' " ■ ' 

I»» 
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So hat man in ileiu uiieit ^. 1. gegebenen Beispiele DU =: 
ia03 Zoll = 16 Fuss 11 ZoU, welche Gnlsse sicher in allen FÜIm 
die Höhe des Söbwerpimktt$ in einem Eitienbahnfuhnverke um ein 
betrJichtÜches übertrifft, so das« mitbin flie Praxis, so wie »ie 
von de Pambour auägebt, schon uiiwiliküiiriicb durch den ihr 
eigenen sicberen Tidtt wis Richtige getroffen bet. 

Allgentein ftjei die gn5s»teHühe, welche der Schwerpunkt eines 
Eisenbahnfuhrwerks annehmen kann, ron der unveränderiicben 
Horizontalen AB (Taf. VII. Fig. 2 ) aus gerechnet =A, und die 
halbe Breite der Bahn AH~Bnti^e^ so muss die Tangente der 
Neigung der HadkrSnze gegen die Iladachse immer geringer sein 

als der Brach j^; oder wenn man diesen Neigungswinkel, ^telcher 

mit dem Winkel ADE=BDE übereinstimmt, mit i, und den 
Halbmesser AD=zBD mit r bezerchnet, so kann man die obige 
Regel auf die beiden Bedingungen roduciren : 

i8i<j> r> ST^T^^ (l; 

wo die Grössen £ and r dnrch die Gleichung r sinc = e an einan- 
der gebunden sind. 

In Taf. Vn. Fig. 1. sind die genannten Beziebunsen nicht mit 
der nämlichen Evidenz zu erkennen, weil hier der i^kt D sei- 

ncn Ort verriitdert; iiidesscn Tiiiniiit man ohne ^lühe naTir, driss 
die aufgesteiUe Renf'! nuoh hier das Gleichgewicht stets zu einem 
stabilen macbon wird, wübreiid eine Ueberschreitung dieser Regel 
dtai Eintreten -des nicht stabilen GleichgewIchU wenigsten« 
sehen sehr nahe Mbrt 

Aus den bi^jlierigen Andeutungen geht sofort hervor, das» 
ebie geneigte Lage der Achse iViV (TaF. VII. Fig. 1. n. 2.) stets 
nur dadurch dauernd herj^estellt werden kann, dass zu den vor- 
handonen fCr'iTten noch erne neue in gf^eiijneter Weise fiinT-utritt. 
Es sei diese Kraft die horizontal wirkende und im Schwerpunkte 
C angebmcbte CF—f, so wird jetzt Gleichgewicht rorbandeo 
sein , .sobald die Resultante aus f und g in ihrer Verläncemng den 
Punkt D trifft, d. h. sobald man hat 

^=tgCDE (2) 

wobei jedoch die Beschränkung zu maelien ist. das« Winkel CDK 
< W. AÜiu bleiben muss, wenn niciit der Kurj^er aus seiner Baiin 
gehoben weiden soll — Die Frage aber, woher diese Kraft? nnd 
wozu überhaupt eine Neigung der Aefase gegen den Horizont? 
(lihrt uns nnn zu dem eigentlichen Gegenstande unserer Unter- 
suchung. 

Wenn bei £»enei^ter Laüje der Aehse I^IIS der Kürper MPNQ 
durcb die Kraft der Locomotive auf den Schieuco vorwirts getrie 
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ben winl, 00 koauueii nur' Ptookt« nveier Kreisperipherien fort- 
während mit den Schieneii Itt Brrfihrung, deren Durchmesser AJf 

U7»d /?//' sind. Man Vwwvi zur Erleithfcrnnc^ der Aiin'nssnn* diese 
l)«ideu Kreisperiuherien als angehurig eiuem rollenden Kegel aii- 
tiehen, dessen ISpitze in T liegt *). ^ 

Ist miu die Bahn geradlinig, so wird allen Punkten der Acb^e 
ilfiV die nfimlicbe Lloear-Geürcmrindiffkeii ettheiU; folglicli muss, 
wenn der grossere Kreis A A' * iac rein wl^ende Bewegung an- 

niiujjit. fIfT kfciiiere Kreis HB' einrn Theil seint's Wcgrs gleitend 
oder schleÜL'iid j&urückle{;en ; oder umgekehrt, wenn ehva der klei- 
nere Kreis ßlS eine rein wälzende Beiveguus besitzt , so wird 
der gri»9sere Kreis eine rückwärts gleitende Bewegung annehmen 
mfissen. Indessen, da \\\ dioscjin Falle, wenn man von zulalligen 
Eiuwirktinffen absieht, das (JleicliL'ewicht eine horizontale Stel- 
luni; der Achse erfordert, so wird der fortrollende Küruer sehr 
btld von selbst diese Lage annehmen, mithin ein Gleiten des 
dnen oder des andern Rades und folglich auch das daraus ent- 
stehende Bewegungsbinderniss nicht «reiter stattfinden. 

Anders dagegen verhiilt sich die Sa* he in Bahnkrd'inniiingen. 
Hier <larf ni< ht mehr jetirr Punkt der Achse die nämliche 

Linear - Geschwindigkeit besitzen, sondern die Geschwindigkeiten 
Tmehiedener Pmine derselben mfisseo trieb veHudten wfe ihre 
horizontalen Abstände vom Krfimmungsmittelpunkte der Bahn, nnd 
es wird nicht nur hei fiorizonf;i!»T Lap^e der \e?!se, sondern im 
Allgemeineo auch bei einer wilikiihrlichen iNeigum; derselben, das 
eine oder das andere Uad einen Theil seines Weges entweder 
vorwärts oder rückwärts gleitend /urückles^en müssen, folglich ein 
Bewegiini^shinderniss eintreten. Nur Eine hostimnite Neigung 
der Achse L,^ieht es, bei welcher beide R'ider tiin' rein wälzende 
Beweeuiii; annebuteu. Soll dieser Fall uamiicli eintreten, so müs- 
sen die Ueecbwtadigkelten der Mittelpunkte der Kieisperipherien 



*) nipisrr rollende Kcg^el hat einen Reoententen der Ol ü n der sehen 
Abhandliirtg in der Eisen bahn - Zeitung (Stuttgart. 181(5. 12. Juli) 
m to seltiiamen Ülissdcut^n^en i^efährt, dam wir vns nicht ealiuilteR 
Itünnen , dir f.f^rr \\v^ Arrhivs atif Hirj?ei Ctiriowiim aufmerksam X« 
iiarhcn. Uüruuti nämlich, da«ji (^wic sich soglicich zeigen wird) bei Nei- 
Kun^ der Acb«A MH Schw«re und CenCriiQgslltffsf t eiMindcr «nf- 

hebrn Hollen , «rhllcsst dfr {xrlrlirtc IIim rnsriit ^^•c^ter, (1iir>.s .,d('r gaiizc 
Kegel {XIA*) sufolge der i>chwurkraft ein Bestreben haben inusSf sich 
udi der Ricblung •einer Achse fortzubewegen , welcliea Bestreben dann 
Mch In wirkliehea Fartschieben anf horizontaler Ebene übergehen rauss, 
«nbatd dir- T)r«Tiung des KegcN. mithin dt«; Centrlfugalkraft, wegfällt. 
Also inii«4 hieroat^ jeder Kegel, \i^^enu seine Achse nur die erforderliche. 
Neigung hat, ««folge der Scliwerkraft sofort su rutschen beginoea, ao«. 
bald man iluj mit drr Sc'itr auf clur horizontaU' Flirne legti Dieaer 
fwfyante Sat« Wierde wahrlich ein Ferpetnum mobile der etafachaiea 
Xitar aaöglich naoim , was atdi gaas bemndm «im Zieb*n Ten Irfwhni 
aaf horizontalen Wegen eignen dürfte.*' 

Dasfl sirh der p-cistreitlie Rccctiscnt (der wohlwetwlich tcfacn Name« 
verschweigt) noch über manche« andere wundert, was die Clünder «che 
Schrift enthält, wird nsa nach dieMT Probe leldit erMlrileb finden. 
Eine Kritik erscheint VM, ^neo M groben UaTOMtaaie gogoBöber» 
als Yöllig überfläaaig. 
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AA' und Bff sich verhalten wie diese Krcisperipherien aottMily 

letztere nhev \frhrilton <l<li \\if'(]or wie ihre Alistände von der 
S\M/.e T des bchon ifeduchten Kegels; fol^^lich mn^m die Kegei- 
^)itzc T in einerlei VcrtikaUioie mit dem KrümmungsmiltelpunKte 
der Bahn liegen, oder mit andern Worten, C8 niiiss die Sache 
ßo ainjfsfhen werdoii k«*iiinen, als ol> d«^r Kegel ATA' eine rtiii 
whtzendc Bewes;ung annimmt, bei welcher seine Spitze 7* uinrer- 
rückt liegen bleibt 

Zor aerateUnnff der fSIr diese Verhiltnlsse erforderÜcben Nei- 
Aimg der Achse bietet 8ich nun die Oentrifucalkraft 

dar. Es ftei deiurKich j<'tzt CF^f die rentriAjgalkraft (les Punk- 
tes C, seine Geschwindigkeit !n der Bahn =:v, und i^ein Krüm- 
miinsshaibmesser TU=q, so hat mau bekanntlich (die Masse 
des KOrpers MPN'Q fvfe oben =1 setzend) 

wodurch eieli die oUge Gleicligewichtsliedinguiig <S) umwandelt hi 

ff9 ® I (3) 

I 

Üa in dieser Gleichung die Grösäeu q und CDl^ nicht unab- 
bfingig von einander sind, indem mit dem Wachsen der einen die 
ander» abnimmt, so giebt es mithin 

bei jeder gegebenen Krümmung der Bahn nur 
Eine bestiimnte G es ( h w iiidigkei t. \\r'i ■vvnjcher 
beide Räder eine rein waUende Bewegung an- 

n c Ii III e n. 

Jede andere Geschwindigkeit, sie sei kleiner oder grosser als 
die genannte, brins^ mithin -dasjenige Beweguugshinderniss her- 
vor« welches aus einem theilweisen Schleifen des einen oder il« s 
andern F?a»1pN' entstellt; und zwar fihersielit man ohn*^ Miilu;, 
dass dieses lie^M'i^imü'^iruKleriiiss desto grüKser aii>iallen wird, 
je mehr mau sich uacii der einen oder andern ^>eitc hin von jener 
Gesehwind^elt tntfemt 

§. 4. 

Für die Praxis ist es von Wichtigkeit, die so eben naher be- 
seicbnete Geschwindigkeit ^ weiche wir zur Abkürzung die Nor- 
mal-Geschwindigkeit nennen wollen, fifr eine gegebene BaKo* 
krfimmung ermitteln zu können. Wir gelangen dazu durch fol 

f^nde HfH-hriungen, bei dei^n Uerleltung wir uns aof Taf. VU* 
ig. 2. beschränken. 

Es sei die Neigung der Achse ilfiV jregen den Horizont oder 
der Winkel HITAs::^, sa hat man mTaL VOL Fig. % auch 
C4^£:^9, feiglioh aqs ^ 
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V = V^TcU (3) 

Hieraus abererhalteoTiir leicbteiooaDgeBilMrteBestimninnß von 

V. welchfi r«'ir nlh^ Verhalf iilsse . iVic die Praxis bietet, vollkomo 
inen znreichcud sein wird. Der Wiukel tp nämlich iimaa nach 
dem Obigen «tets merklich kleiner bleiben als ADE=::£, wenn das 
Fuhrwerk dicht in Gerahr gerathen soll, Aber den Berfihrungs- 
pifnkt J hinuo«; ans dor TJalui j^esrhleiulert zu worden ; und da 
man diesen Winkel e nach |J 'i. schon niöiilichst klein /u wählen 
hat, so wird uiu so Riehr iler Winkel q> klein bleiben und kaum 
jemals die GrSase fon 1 oder ^ Graden flberateigtD dflrfen. Un* 
ter^der Voraussetzung ^Iso, doss man mit einer hinreichend ge- 
ringen Anzahl von Decinnl stellen rechnet, machen wir j etzt die 
Annahme, der Winkel <p sei so klein» daas nan ohne bemerkba- 
ren Einfluaa 

8in9 = tg9=9 und ooa^ssl 

setzen dürfe. In den Anwendungen bat man alsdann,^ sobald der 

Winkel 9? gefunden ist, jedesmal sofort ein Rlittel In Händen» um 
über den urad der Genauigkeit der gefundenen Resultate zu ar- 
theilen. 

sei nun c der mittlere Halbmesser der Räder» d* h'. 
diejenige Grosse, in welche die Halbmesser der Kreise AA* und 
Bli' bei llorizontalsteliung der Achse MIV übergeben; irad es 
sei ferner die Länge CD=p, so hat man 

DBssp eo« 9 -f CU^p c , 

folglich 1 wegen cos 9=1; 

unil aas (5) 

Diese Gieicbniig scblleastden beaebtenswertheD Satz In sieb: 

dass für die in der Praxis vorkommenden GrXn- 

zen die Normal d'rsrh wind igk ei t, bei welcher 
beide h'ändei < i ri e rein wälzende Bewegu nif an- 
nehmen, als unabhängig von dem KrümiuuugST 
balbmesaer« und mitbin fflr die ganae Babn alt 
constant anzuseben isi* 

Das einzige bestimmende Element, aus welchem die Normal- 

(m srhn indii^krit gefunden wird, ist demnach der mittlere Rad- 
haibnie>s(M ; und setzt man diesen, wie gewöhnlich, ^IjiFuss 
Engl., während «^=32,2 Fuss Engl, ist, so erhält man 

V = fkt99 Fuss 

aU diejenige Geschwindigkeit, mit welcher eine Bahn ihrer ganzen 
Entreckung naeb» tfaldie Kfümmungen sie auch bilden mag, 
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befidiTen vrerdeo kanD, oIido dass ein^ Scblelfen des einsn oder 

des andern Radkranzes auf den Schienen eintreten wird. 

Die Grösse der Neignng rp, uelrhe der so oben gefundenen 
iN'ormal-Gesl'hvvindigkeit entj»|)richt, bestimmt man nun ohne Mühe 
ans der jedesmaligen OrSsse des ' KHImmongshalbmessen. Die 
oben gegebene Gleichung Qtsq)=^ Cü vervrsndelt rieh oimliGli 
jetsty nach den geschehenen Voraussetsungen» in 

Q<P = C, 

wer ans 

9- = ^; (7) 

und diese Gleichung zeigt, dass man, mit Beibehaltung des obi- 
gen Werthes von c, selbst noch für einen Krüuimungshalbmessec 
Q—90 Fnss einen Werth von 9 erhftlt, nlmfich 

9 ^ Oßi, d. i. 1 Grad 43 Min., 

Tür «reichen man cos 0 = 1 und sin (p=:tgq9=9» setzen darf, ohne 
einen FcbIfT zu hegenen, der die (.'rr>sse von ohut hallipn F/ni- 
heit der dritten Decinialütelle fnelcht; eine liir alle Anwendun- 

fcn zureichende Genauigkeit. ^Socb mehr verringert sich oflfenbar 
ifser Fehler für grossere Krümmungshalbmesser; so s. B. fOr 
^==300 Fnss wOrde man nur haben , 

(p = 0,005, d. i. 17 Min. 

F.« ist zu bemerken, dass ein gegebener Kru'mmungshalb« 
me^scr sich stets auf die Mitto ff der Bahn zu beziehen pflegt, 
während in den vorliegenden Kcchuungen dieser Krümmuugsbalb- 
messer stets auf den Pnnkt V bezogen wurde; doch ist ifer Un- 
terschied zwischen den Werthen TU und TH, nSmÜch üff=zpip, 
welcher h^K^bstens einige Zoll Ix'tr i'jrn kann, so gering» dass er 
im X'ergleicb mit dem ganzen Krümmungshalbmesser ohne bemerk- 
baren Einfluss vernachlusi^igt werden darf. 

iSi^bliessIich bleibt uns nocb eine Grösse zu bestimmen,, die 
für die PraxiH von \Vuhti.:keU ist, nämlich die Grosse derjenigen 
Verscblebung, Aveicbe der Kör{)er MPNQ auf den Schienen zu 
erleiden iiut, wenn die Achse aus der horizontalen in die so eben 
fest'^estellte geneigte Lage ilbergehen soll Diese Tersehiebung 
fvird oSmlich unmittelbar durch den Bojren QE ausgedrflckt, und 
set^oft wir denselben =7/1, so erhalten wir unter der Voranssetsung» 
dass der Halbmesser AI}=BD=.r bekannt sei, 

Nun ist CS für die Praxis von Belang« dass diese Verschiebung 
möglichst ßerin"^ ausfalle, weil davon aie nvthige Breite der Rider 
abhängt* Da dieselbe sich nun hier als abhSl^^ von dem Halb- 
messer r zeigt, dieser aber wirder. hei gegebener Bahnbreite, 
du^cii den Neigungswinkel t der iiadkränze gegen die Radachse 
bedingt wird, so ergiebt.aicb die praktische Forderung: 
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die Neigung 4er Radkränze stets so gross zu 
wählen, das8 die Verschiehung m der lilider auf 
den Schieneu eioe gewisse gegebene Grösse 
nicht Ibersteigt- 

Diese Forderung tritt mithin als E(giinzung zu der im 6. 2. 
aufgestellten Regel hinzu , und beide Eusaminen genommen sehliea- 
-men er^t die Neigung der Radkränze in zwei Gränzen ein, deren 
numerische Werthe zu bestimmen indessen der Praxis überlassen 
bleiben mu8s. 

Um ein erlintemdes Beispiel MnznznfQm« ao baben iHr oben 

unter der Annabme t?^=} gefiinden r=205,0i5 Zoll, und daraus 
ersieht sich fiir einen KrümmungHhalbmesser g — 'UK) Fuss beim 
£iotrttt der Normal-Geschwiodigkeii eine Verschiebung 

m=ljüm Zoll. 

Betrachtet man diese Verschiebung, die nur um ein Geringes die 
Grösse von 1 Zoll fibertrifft, als die äusserste, welche man einem 
Rade von der üblichen Btreite Ton 3 Zoll noch auferlegen darf, ao 
folgt, dass für Radkränze von ]i>'ei^ng der Krflmmiingshalbmes- 
ser von 300 Fuss eine Granze alj^ieht . unter welche man bei An- 
legung einer Eisenbuhn nicht hinabgehen darf. Wenn es aber 
cmnbt ist, die Neigung der Radkränze grosser ansunehmen, als 
we dwch die (ileicnung tgc — I bestimint wird, ohne dass man 
zu befurchten hat, dass der Mittet{)unkt D des llogens MQN der 
höchsten möglichen Lage des Schwerpunkts in einem Eisenbahn- 
fuhrwerke zo nahe ruckt oder gar darunter IKlIt, so wefdeo unter 
Voraoasetzung derselben lussersten Verschielmni,' auch noch gerin- 
gere Krümmungshalbmesser für die Hahn zulässig sein. 

Allgemein findet man als die äusserste zulässige 
Gränze für die Grösse des Krümmungshalbmessers 
aas der Gleichung (8) 

.1« ^ ^ 

indem man hierin fdr m and r gleichfalls ihre finssersten salSssi* 
gen Werthe aetst 

$.5. 

Die bisher entwickelten Gesetze enthalten inaofcrn noch keine 
den F'ordenmgen der Praxis vollkommen genügende Theorie, als 
die oben sefnndene Normai-Gescbwindlffkeit v=6,95 f uss, welche 
sich irar durch Verj^osserung der RadhShe nocli etWa^ erhüben 
lässt, bei weitem nicht diejenige Geschwindigkeit erre^chtt mit. 
welcher durchschnittlich die Kisenbahncu pflegen iiefahren zu uer- 
den. Diese Geschwindiiikeit beträgt nämlich bei voller Kraft der 
Maschine 30 Fuss und darüber, und vermindert sich nur in der 
Hihe der Haltstellen ; es wird demnach in der Wirklichkeit hn 
Allgemeinen nicht Termieden werden können, dass dasjenige Be- 
wegungshindemiss , welches aus einem theilweisen ScKleifen des 
einen oder des andern Hades auf seinen ISchienen entspringt, in 
lietilDbtikAer Orttase sieh Anstelle» worflber wettiSr» Reehnung su 
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ftlhreti nir uns hier % ergaben woUiDr indrai «rtr eaf d&e Gl An- 
der sehe Abhandlung verweisen. 

Zugleich aber zeigt »ich noch ein sneiter Ucbelätand. Jener 
io der Wh-klicbkeit vorhandenen grweeem 6eecliwindii|keit ent- 
spricht nändich auch eine stärkere Neigung der Kadachse gegen 
dm Hortzfint. immI fol^^lich auch eine slärkerr Verschiebung der 
Jtädcr aui deu Schienen, welche Veraclilcbun^ aber, bei einem 
nach den bisherigen Gesetzen construirten Fuhrwerke, keineswegs 
in allen Fallen sich nodi wird ausführet) lassen. Aue ^ erlmt 
iqan ninüicbi Indem man wie bisher tg€l>£=:tg9ss9 netzt, 

und da wir jetzt nicht mehr die Annahme niachoTK es sei v iden- 
tisch mit der oben sogenaimten Normalgescbv^ indii^keit, so fallt 
auch nicht mehr die Kegelsuitze T in einerlei Vertikallinie mit 
dem KrAminurtgeniittelpunlite der Bahn, man darf nicht mehr TV 

mit dem KriiminiiriLrshalliTiif sscr t IJalin verwechseln, d. h. gcp 
= setzen, sondern die Gleicliunu {iS) zur Bestinnming der Grr»sse 
QE=m der Verschiebung der Kader auf den ^>cl)ienen nimmt 
jetjBt di« Geatitt an: 

«S=lFy = ^, (10) 

woraus man sodann umgekehrt als die iiuss erste zulässige 
Gränze für die Grösse des Krümmuugshalbmessers 
statt (9) erfaüt 

wenn man hierin für m, r und v gleichlalis ihre aussersten zuläs- 
sigen Wertbe setzt. 

Es sei zum Beispiel die Mnsserste zoltaige Verschiebung 
rn — 1 Znll. ferner t;=30 Fuss, so erhalt mm mit Beibeliaitung. 
der übrigen Zahlen, so wie sie eben benutzt wurden, 

^^5731 Foss 

als denjenigen Werth des Krümmungshalbmessers, unter welchen 
hinab hei mr Anlage der Eisenimbn nicht gegangen werden darf 
Diese Gränse lisst sich allerdings noch dadurch etwas hinab» 

drücken, rla«*; man die Neig^m^ der Radkränze vcrgrossrrf (wo- 
durch r kleiner wird); aber sie wird sofort »vieder zunehmen, 
sobald die liahn mit nocli ^n'oi^scrn Geschwindigkeiten als liO Fuss, 
befahren werden soll, so dass wir nicht zu \w€H ?ehen werden, 
wenn wir in runder Zahl 6000 Fuss als niedrigste Gränze för die 
Grn?3:Ke des Krunimnnirshalbmessers unter den hier voransj^esetZ' 
ten Verh.'Ulnis«en annehmen. 

Beide UebelstSnde zusammengenemmen , nSmIich: 

1) daus man es bei deu üblichen bedevtendeu Geäciivundig- 
keiten niemals fai seiner Gewalt bat» in den Bahnbrifni* 
mnngSQ eme lehi wlbeode Bewegung beider BSder het" 
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ziLstellen , sondeni immer durch tbeilweioes Schleifen im 

einen och^r andern R.ulcs ein mehr oder wen^r bedeu- 
tendes Bewegungsliindeniiss eintritt ; ao wie 

2) daftH si'Ihst bei Zulassung dieses Beweirunijshindernlsse« 
deuti<»€h wegen der iiedeutenden Verschiebung, welche 
die RSder aitf den Schienen erfoTdem würdeo, Btärkere 
BahnkrOmiiiiiiieeii als solche mit jSOOO Fuss Halbmesser 
gar nicht zngdassen werden dflrflin; 

haben es von posser Wichtigkeit erscheinen lassen, eine Afiotd- 
nunj^ sn erdenken, bei wdcber diese Uebelstände entweder gans 
odf*r ^v('nii:^=tfM)s thrih^ri^f \^ cfifalUMi f)ipso Ariordniing besteht 
aftt r in (icr Erhühuiiii; der itis.seru ^tchicoenreihe, und es 
hWiUi uii.-^ mithin jet^t noch zu uiitersucben übrig, wie liei dieser 
Ai^ioderung in den bisheriftn Voraiissetiuiigea die Bewegung in 
dett BahnhrtrtMiwngen sich gestaltet. 

f. 6. 

iSchinen wir also jetzt an, es sei die Linie Aß, welche die. 
Beridmmgspankte swisc'hen lUder und Schienen mit einander Ter- 

bindet, nicht mehr horizontal wie in Taf. VII. Fig. 2., sondern um 
den Winkel ^ 7'iK^= w . Taf". VII. Fig. 3 , j^ci^en den Horizont geneigt; 
alsdann wird die Neigung der Acb^e AJA gegen den liorizunt geraes« 
sen durch den Winkel MTK=(p -\- indem 3ITA=g> wie früher 
denjentiit'n Winkel bezeichnet , welchen die Achse M\ mit der 
Linie .if// einsc]ili<«j<st. Richtuns; (Irr Schwere (7rV .«^teht jetzt 

rechtwinklig auf Tk, und deomach verwandelt sich die Gteiclige- 
wicbtiibediDgaDg {ß) jetzt in ' ' 

SU dasH wir statt (4) erhalten 

Vj^ptgC^-fo») (13) 

und nehmen wir jetzt an, es iiegc die Kegelsfiitze T in einerlei 
Vertikaltinie mit dem Krümroungsmittelpuokte der Bahn , so wie es 
mar Erlangung einer rein w ätzenden Bew egnng beider Räder noth> 
wendig ist, «o ist mithin 7'!'= 9 der Kriinimungshalbmes.ser fiir 
den Punkt C. folglirfi otirfT I o^'—CV, so dass statt (5) der 
Ausdruck für die ISorinai-Gei»ciiNviiuiigkeit wird: 

v=i/JlJV, (U) 

Hieraus lastet nich wiederum eine angenäherte, aber für die 
Presds irOllig genügende Formel herstellen, wenn man der obigen 
Annahme gemäss nicht mr den Winhel ip, sondern anch den 
Winkel « sc klein veniisselzt, dass man ebne bemerkbaren Fehler 

sin 9> = tg 9> = 9> und cos 97 = I , 
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•iniii=:tga>=«» und c<Mtt=l 

net/.en könne. Alsdann nnmlirh wird, indem itiait gleichzeitig wie- 
der den mittleren liadhalbmeä.ser c einlüiirt» ' 

%M datfs wir 6tatt der Gleichung (6) jetzt die folgende erhalten: 

Hier zeigt »ich nun« da«»» die iNonual-Geschwindigkett nicht mehr 
»U vnabhftngit? vom Krttoimungshalbmesser aiiff(»«eheii 
werden darf, sobald mun der ftusHern Schiene eine Erhöhung 
Aber die innere Sf-fiiPTi»' aieht, sondern das» sie zugleich mit die- 
ser Erhöhung und dem K.rüniniungshalbnieJ>ser wSchst Man kann 
hier mithin erreichen — was hei der IHihern Anordituiig nicht 
möglich war — dass die Normal • Gescbwindigkeit, bei welcher 
beide Räder eine rein \vnl/,ende Bewegung annehmen, jeden he- 
liehiu«'!» Worth erhält, wenn man nur q und w angemessen fest- 
stellt; und \vcnn (wie der Fall in der Praxijs vorsuiieg^ Pfl^O 
diejenige Geschwindigkeit v bebannt ist» mit welche? eine Bidm* 
Icrumnutng vom Halbmesser q befahren werden soll, eo kann man 
dieselbe zur Normal -Ges(-hnindii;ko1t in dem hier gebnuiehteii 
Sinne de« Wort« machen, indem man nach (15) 

annimmt. Diese Grosse kann man sodann weiter benutzen« um 
die lineare Erbubung des PunkleM A Uber B, oder die Differenz 
AK-^BL-^i zu bestimmen, wenn die Breite der Bahn AB^^le 
bekannt wt; nämlicb 

ds=2e«a. (17) 

Soll z. B. die Normal-Geschwindigkeit in einer Bahnknlmmune 
von 3(X) Fuss Halbmesser 90 Fuss betragen, so hat man, mit Bei- 
beb^tung der Obrigen Wertbe von olien, 

« = 0,088, d. i, 5 Grad 2 Min. 

and daraas 

d = MO Zoll. 



Der Winkel to ist liitT so gros« ausgefallen, dass die LVherein- 
stimmung Ton sinu und tgca mit « selbst, und von cosco mit der 
Einbeit, nur nocb bis aar weniger als eine baJbe Elabeit der 
zweiten Decimalstelle verliOrgt werden kann; wefebe Genauigkeit 

indessen (Vir die Anwendungen noch immer vollkommen awarreichrnd 
sein würde, wenn so grosse Erhöhungen überhaupt noch in der 
Praxis vorkommen könnten, worüber 6. 7. das Weitere enthalten 
wird. 
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Zugleich aber äbersieht man noch aus den gegebenen For- 
meln, dass wenn alles übrige ungehindert bleibt, co sowie 6 im 
mgekehrten VeriiSttnisse des Krfimniungshalhinessers sich ändern 
sftBiieB; mifliui s. B. CBr efaie KrdnuniiDg von 000 Fun Halb- 



» s 0,044, . ar= 245 Zoll, 
fik eine Krfimmung vua 900 Fuss Ualbmesser 

iD=rO,029, 1,70 Zoll» 

B. S. f. 

Was die Grösse der Verschiebung der liiider auf ihren Schie- 
nen betriflrt, SU wird dieselbe auch hier durch den Bogen QK=:m 
gcmcddeu, LUid mau hat wie oben 

m = r^* 

Für den Winkel q> aber erhait man aui» (12) 

und wenn hier v dlojenige Nornial-Ceschwindi<>keit bedeutet, für 
welche die Kniuiiuiin^ gebauet, d. h. o bestimmt ist, so giebt 
die Zuziehung von (Ib) 



wie in (7), «nd daraus 



c 

^ 9 



e 
9 



wie io (d). Es gelten mithin wieder genau alle diejenififen Folge* 
rangen, welche sich oben im §. 4. an die Gleichungen (7) und(8) 

aneeknüpft haben. Tind dt^imin'h leistet die Erhöhung der äussern 
Sc*hienenreihe allen den Anforderungen (lenfftje, welche man an 
die Bewegungen in Bahnknininiun^en »teilen kann. Üeim nicht 
nur ist man jetet im Stande» Air jede gegebene Geschwindigkeit 
ebe Bahn herzusteilen, in welcher durchgängig eine rein w&Uende 
Bewegung beider Räder stattfindet, sondern es gilt anch nicht 
mehr Jener Halbmesser von tiOüO Fuss als tiriinze, welche von 
der Krümmung der einzelnen Bahnstrecken ni< ht fibrrsnhritten 
werden darf. Im Geeentheii findet man hier wieder aU die äus- 
serste zulässige Gränae für die Grösse des Krümmungs- 
halbmessers aus (8) den Werth 

r 

^ iw 

4 

wie io {9), wenn nuin hierin iur m und r gleichfalls ihre äusser- 
stua anlissignn Werths setzt; also unter den eben gemachten 
Vonuitsetsinigen ^ssZOO Fuss. 
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Wenn eine liahukrüniniuu;;^ iii ^^ekber die iiitösere Schlenen- 
ftSht eine an^ioeaseue Erhöhung gegen die innere erhalten hat 
nicht mit derjenigen Normal • Ge^schuindigiceit befahren wud, fiSr 
welche sie gebaut, d. h. der Werth von ra fe«tge.*<tellt ist, — oin 
Fall, der in der Praxis offenbar nicht vermieden werden kann, 
■o treten bier wieder BetraehtdDgen in Kraft, Shnlich denjenigen, 
welche den Gegenstand des §. 5. ausmachen. In diesem Falle 
werden nämlich iiii h{ mehr beide Hiuler eine rein walzende JBe- 
tvci^uni? annehmen, sondern es nird durch das Schleifen des einen 
oder des andern llades auf seinen Schienen daa mehrerwähnte 
BewegungshinderoU« sich ein$»tellen, welchea wir» wie schon ge- 
sagt, hier nicht weiter der Rechnung unterwerfen. Zugleich wird 
aber auch die Verschiehting der Iläfier auf den Schienen , ni , eine 
andere werden, da der .Neigung«» winket 9? {>ich ändert; und nen- 
nen viir demnach v diejenige von der Normalgcschwindlekeit ver- 
Bchiedeoe Geschwindigkeit, mit welcher die Hahn befahreD wer- 
den soll, so haben wir mit Zvauekung der Gleiclimig (11^) . 



i»=|pf>=r(^— (19) 



i/9 

«Ijs die Grosse der einer beliebigen Geselni indigkeit v entsprechen- 
den VWsciiiebunfi. Diese Grösse iäjlt mit (b> zu^iammen, wenn 
man fiir v die Sormal-Geschwindigl teit an die jStelle>etzt; sie 

wird Null, wenn v den Werth « = V gom hat, in welchem Falle 
die Achse JfiV parallel zu der Basis AB liegt; und endlich kann 
sie auch negativ werden, und Kommt dem^V(•rtf^o m= — rat desto 
näher, je mehr die Geschwindigkeit sich dem Werthe ^uU nähert. 
In welchem letztem Falle die Achse JfiV horiaontal liegt Alles 
dieses erhellet auch vnmittelbar ans der Betrachtung der Natur 
der Sachr. 

NehiiH 11 wir beispielsweise an, die oben voransgesefxte Tiahn- 
kräuiuiung von ^X) I ums iJ;übiMes(»ttr, welche für eine iSurmal- 
Iveschwnidigkeit vdn iSQ Fuss eine Neiguns o — 0*088 besitMn 
muss, solle mit efUef Gfsehwindigkeit \ün 3z Fuss befiihren 
den., «o ergiebt sich aus (19) die »gehurige Verachiiehiing 

»=:3»7 Zott, 

dessirliMcheo wenn diesellie mit einer Geschvviridi^keit voift.ä8>FuflS 
befahren werden soll, so erh&lt mau die Ver^v^ie^uog 

während für die Mornial- Geschwindigkeit vun 30 V^h^ die Ver- 
schiebung betrügt 

mzizlSi Zoll 

Die, wie dieses Beispiel zeigt, so beträchtlich ausfallenden 
Differenzen in der Gros.<«e der Verschiebung: bei einer so gcritf^en 
Abweieliung von ^ Fu«s von der Normal-Geschu indigkeit^ welche 
die ursprünglich Mgestellte GrSnae von m^±l ZoU wsit Iber- 
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schreiten , machen hier zum Schlusii noch eine eigene UotcBsuchiing 
niithic-. tim ihre Ursachen nuf/jisachen, and daiaiui filr die Pni^ 
Kegeln zur VermeiduDe derselbea berxuieiten. 

^ seien tn dem £nde v und irgend zwei Geschwindiglml* 
ten und resn. m luid m* die flmea enti^reclieiiden Vefschiebmiseii, 
so /blgt ans (19) 

und iSsst mau hierin v' die Normal-Geschwindigkeit bedeu- 
ten, wodurch mf den Werth 



tu =r.— 



anniiMift, eo ^lAriilt nUHi 

» = -(-^ + c) (30) 

welche Gleirhnn'? sofort erkennen ISsst, ^vi^ flie in jedem beson- 
dern Falle gegclieneu Data auf die Grüsse vuii m von Einfliiss 
sind. Bezeichnet nlimlich v die äusserste (jeschvfindigkeit, 
mit welcher die der iSormal-Geschwiodiglceitt;' entsprechende Bahn- 
kruninnins; noch befaliren werden soll, so wird die ihr zugehörige 
Ver^chiebunf; m desto klpiiicr ausfallen, je kleiner r, d. h. je 
grosser die Neigung der iiad kränze gegen «lie Radachse ist, und 
je grosser Q angenommen wird. Es zeigt sich hier mitbin alier- 
nals die Nothwendigkeit» die Neigung der Radkränze so grosK 
wie möglich zw wählen, wodurch <icr hu §. 2. gegebenen Regel 
eine Gränze ge^^tellt uird. Ist aber die ^ie^gu^g der Radkränze 
ein liQr alle Mal auf ein Aeusserstes festgestellt, so bleibt nur 
dar Kr6mmungshall)tucsser noeh da^ einzige veränderliche Ele- 
nicnt, und man erhält mithin, sobald (^?rch die Breite der IJätler 
eine äusserste znläs^sfixc (»röss^ der \ erschiebun^ vf>r'>es<'hrieben 
ist, jotsi als die äuätserste zulässige (iraiize für die 
GrOsse den KrftftmjiDgshaibmessers aus (20) dsn Wcvlh 



wenn man hierin flBr m , r und v gleichfalls ihre fiussersten zulfis- 
flgen Werthe an für Stelle set/t. 

Da es für ii.znei äusserste WlmIIio giebt, nämlich einen 
grössten und eio^n kleinsten, so hat luan die Itechnung doppelt 
SU flBbren und yoh den gefundenen beiden Krtimmungshailiroessem 
den grossem beizubehaften. Im allgemeinen wird v' das aritlune- 
tische Mittel ntis i<'Tirn lyoiden .fnssprsfcn Geschwindigkeiten sein, 
in welchem l;'aile man nur für die gröbste Geschwindigkeit die 
Rechnung durchzufuhren braucht; doch ist jenes nidit liolhwert^ 
dig, sondern .vielmehr ist es der Praxis angemessener, die am 
b.lufigsten vorkommende Geschwindiirkeit nl> Nornial-Ge- 
schv indrijkeit dem I?:hi fler f^)hnkrümn)ungeü zum Grunde zulegen. 

La seien zum Beispiel tvie oben die äussersten Geschwiodig- 
keHen, mit welcher eiik fttr die Normal- GewkwfauHgkelt tfvM 



r 
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Fuss eiii2unchtende Bahnstrecke noch befahren werden soll, rlie 
wutt 32 und 28 Fus^, uiid ahf äusserste Grüs^e der Verschiebung 
werde 9ii=J:l Zoll festgestellt, so hat man 

^. 205,0(3 /i282-302 . . ^\ 

2) e = -:;rrv""^P~^ '^/^ 

und (liirtrn demnach auf der genannten Bahnstrecke Krüm- 
mu ngiihal b Hl esser unter 1100 Fuss nicht zugelassen 
werden« wenn nicht Gefahr entstehen suU, dass der Wagenzag 
die Schienen voriSast Und so in ihoUchen Fällen. 

Aus diesem Grunde werden also auch sowahl die der Nor- 
mal -»Geadiwindigkeit entaprechelide Verschiebung, als auch die 
Erhöhung der äussern Schienenreihe gegen die innere, io der 
Praxis weit geringer ausfallen» als- sie oben im 6. beispiala- 
weise berechnet wurden. 




Im ein gesehenen Dreleek ein ähnlicliM 

KU zeichnen, dessen Seiten mit den 
bamoloffen des ersteren einen geget^^ 
neu Wlnkd ^ bilden« 

Von dem 

Her» Doctor iL Hoffmann» 

Lefarav wa G^aaslnm aa Daasigw 



Diese Aufgabe bietet awei wesentlich tob einaDder vmdk' 
daiw Fülle dar; wean niadich 

t jede Ecke des einbesehriebenen Dreiecks io der Gegep- 
Seite des gleichen Winkeb liegt, und wenn 

IL jede Ecke des einbeschriebenen Dreiecks in der Gegen« 
aeito eines iiagleichen Winkels liegt 
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I. Erster Fall. 

1) ,GeonietrUche AuflösuDg. 

}. 1. 

Oeeeben ist das Dreieck AßC (Taf. Vlll. Fig. 1. u. 2.). Man 
„crfie den Mittelpunkt, O, des nnihesjchnebeiien' Kreises mittels 
Ä^r drei Perpendikel OD, 0£, OF iu der Mitte der Dreiecks- 
joten; trage an diese i^erpendikel in O den gegebenen Winkel 
*wtm Bich den«lk«]i Seite an, so das« 

Bad verbinde die Schnittpunkte a, ö, c mit einander; dann ist 
l4e das verlangte Dreieck. f 

Der Beweis zeri^t in zwei Tbeile: 

Da ^Olß£=z^OcF=:j^OaJJ, so sind die Vierecke 

ObAe, OcBa, OaCb 

KreifTicrecke; zieht man daj^ernoch OA» OB, OC and bedenkt, 
im ^ 

^0AE=^OC£. ^OBF=ii:OAF, ^OCD==^OBD; 

M hit fluu : 

^OAC=^Oab, ^OBA^^Obc, ^OCB=^Oca, . 
^OAB=^^Oac, ^OBC=jLOlHi, ^OCA=^Oeb. 

AttH man die unter eteander atehendeo Glelelmngen, so etliXit 

^CAB^^cab, ^ABC^^abe* ^BCAzs^^Uai 
d. b. £iABCc^ ^abe. 

2) Die Neigung der homologen Seiten ist =9 oder 

^ (B C, bc) = Z (CA, ca) = {AB, ab) = q,. 

Ans den eben beDotzten sechs GlMchungan fo%t ai|efa; 

^Oab=z^Ocb, ^Obc^^Oac, ,^0ca=^0ba. 

Mdbt man diese GleiehmigeD noch felgeoderauuiaeii danmtar: 

^Oba=^,^Oca, ^Ocb^z^Oaj^, ^Oac=ijLObc, 
äLObe^^OtUf, jCOem^^Oba, j^Oab:a^Qeö*, 

addirt die unter einander stehenden, so iiat man:. 
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Ottc + ^ bm = ^ ciih \ ^ Oha = 1 , 

* 

Daher ist O, fiir das Dreieck a6e der Huhenponkt, folglich \ 

OajLbe, OD i BC\ 

Obxca, aber auch: OExCA, 
Oexab% OFxABi 

da nun nach der Coiiätruction 
80 ist aueb: 

Tr.^gt man den Winkel (p nach der einen Seite (« ie in Tat'. VIII 
Fig. i.) oder nrn h der anderu Neite (n ie in Taf. VIII. Fig. 2.) auf die an- 
gegeiiene Art an , aq erhält man das Dreieck abc oder das Dreieck 
o'B^c'. Von diesen beiden Losungen ist sn bemerken, dass sie 
eoDgmente Dreiecke liefem; denn aus den cengmenten Dreiecken 

folgt: 

OftifisCKd', Oe^W, OasO'«'; 
al>er es ist auch: 

Z^hOe^AVCfe» ^cOas^^e'O'a', Z<i06=:^a'm'; 
folglich s 

bczszb'c't vu^^e'a', ab^a'b'; 
d. h. Ao^^.Aa'^e'* 

■ 

Von den lüreistierecken 

ObAe, OeBät Om€b 

ist zu merken , dasS die Ha llen der umhe5chrieb«»nen Kreise gleich 
sind, da. uach einem bekiiunten Satze die Kadieo der Kreise, 
welche iflikili durth swel Eeken und den HShenpmikt legt, gleidi 
dem Radius des ümbesclniebe&cn Kreises sind* Wendet man dies 
nrif das Dreieck aha und Semen Hdhenpimkt O an« so folgC der 
ausgesprochene tyalba 
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Füf du Dreieck ABC kam man dtn so auasprecheo: 
Bewivvibt BMA dr^ Kreiae mit gleichen Radton, weldie dmch 

den Mittelpunict des umheschriebenen Kreises und eine Ecke eines 
Dreiecks gehen und liest tler Schnittpunkt xweier in einer Drei- 
ecktfseite» so liegen auch die andern ScbnittfHinkte in den Drei- 
ecksseiten. 

OAiki Wenn' dr€f Kreise mit gleichem Radios beschrieben 

tver^fTi , von denen ferler durch die Ecke eines Dreiecks ^eht 
urd (iei i'ine die bcitlen andern in einer Dreifcksseite schneide^ 
schneiden sich auch diese in einer Dreieck>>scite und alle drei 
fn dem Bfittetpankie' des nmbesebriebenen BrelKecks. 

Das Minimum der Grosse dieser Radien Ist der halbe Radius 
des umf>eschriebenen Kreises; von diesem Minimum l(9nnen sie 
bis in das Unendliche wachsen. 

% Trfgfliiomefrisdre Anflilsüng. 

Da d^e Me%ung dec liomoli^n Seiten 99 Ist^r so ist 
^Abe^Ü^tp, ZAm^A^<p, ^€ktb^]b^<p 

und 

^/?ac=C-<p, ^CtHt^zA-^, ^Acbz^JS-tp, 
Meraos ergiebt sieli ; 

^*=;i^*'"^^+''>' *«=^i[rj5«'«o(^+9)f ^=inr6»»"(*+v) 

und . • . . - 

'^^^'sfini*"*^^^'^' ^-^z^^^'^^'f^* 

^» ^C^B'^^rc «rhaltmmidBrüli Addition 

^Ä=^|^8in(C+9>)+8in(r;-9>)), ßC=^(sin(^^ 9)+6inM-(jP>>, 
ssMeos^. . ■> =:26ecos^ 

* ' Iii* ' * 

. ' I AV^^^jß{9m{B + 9?) -f «in(iB — y))r 



also 

2 COS 9' 2 cos 9' 2cos9 

Sslistitairt ntt\n diese Wertho in die Atistinirke dj<^ AiN 
schnitte der iSi^iteu des Dreiecks ABC, so erhalt man : ;.| 

19* 



« 
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^= 2«inCco«4p * 28iiii#co8^ ' "''^-"SiSlfeSV * 

Setzt man in die iieiutuleiien Ausdrücke jstutt q) den Winkel 
«itiO— y, «o andern sich aie Seiten 06, Ac, ac nicht, dagegen geher die 
Jkksebnitte dct Seiten AB, BC, AC in einander fiber. Ffir tpssO 
fyMien beide LOeungen zucianinicn. In diesem Falle ist das cinb^- 
echri ebene Dreieck ein Minimum und halbirt mit seinen £cfceii * 
die tSeitea des Dreißck« ABC* 

11. Zweiter Fall, 
1) Geometrische AiiflSsung. 

{. 5. 

Die Auflusune des ersten Falles beruht \vosentlicb auf der 
Eti^enscliafl des Huhen||)unkte8 und des Mittelpunktes des umhc 
schriebcnon Kreises ; hier sollen die F^igenschaften eines anden*n 
Punkte«» benuUt werden, der v\ie jene als ^Schnittpunkt dreiei 
Kreise delinirt werden kann. , 

Beschreibt man (Taf. VIII. V\n.. v) nlx r Ifi als Sehne einen 
Kreis, der in A die AC, und über />r ( in. n Kreis, der in B die 
AB berührt; zieht dann die Scheiteliinien ÜA , OB, OC, &ot6t 

^ OAC^^ OBA^^OCB=^»\ 

es »ird daher auch ein Kreis, der durch A^ O und 6^ gelegt v^ird, 
die BC in C berühren. 

Es werden sich also drei Kreise . welche durch zwei Ecken 
eines Dreiecks besrhrieben werden utuI vom denen jeder in einer 
andern Ecke eine andere Dreiecksseite berührt, in einem Punkte 
O sebneiden , der Innerhalb des Dreieckes liegt. Dieser Punkt 
O hat die Eigenschaft, dass die Scheitellinien, die sich in ibm 
schneiden, mit je einer Dreierksseite gleiche Winkel hildpn. 

In jedem Dreiecke hat man y.wei Punkte der anijegebenen 
Eigenscltalt, O und O' (Taf. VIII. Fig. 4), deren gleiche Winkel 
eine Wechsellage haben und unter sich gleidi sind. 

Um dieses zu beweisen, wollen wir uns eines allgemeinen 
Satzes bedienen, dessen Beweis Inpr folgen soll, weil dieser Satz 
zwar in C. Adam's: Die merkw. Eig. d. geradi. Dr. (S. Vi.) 
▼orkemmt» aber in einer andern Form ansgesprochen ist Dieser 
Satz beisst: 

Schneiden sich drei Scheitellinien Aa, Bb, Cc eines Dreiaite 
ABC in einem Punkte so dass also stattfindet: 

Ba. C^.Aess: Ca, Ah. Be, 

so srhneiflen sich auch diej<'ni!:cn Scl.eitellinien Aa', Bb', Cc' in 
einem Punkte O', för welche die Winkeltheile ihre Lage gewech- 
selt haben. - 
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£ti finden dann nümltch folgeude sechs Proportionen statt: 

^BAa'i^CÄasstAä. Aa' iAC.Aa=Baf: Ca, 
^CWi^ABb^BC.Bl/iBA.Bb^Cb'iAb, 

\ACc''.\BCe^CA.C&iCB,Ce^Af/iBe. 

Multi|>licirt man diese sechs Proportionen, so werden flle Pro- 
ducte der dritten und vierten Glieder gleich, man hat ilaher auch 

Ba. <»,AcxBa^.Cb'.Ae'=zCaf .M'.Be* X Ca.Ab.Be. • 

oder mit Uiilfe der Vorausset/iini^ : 

Bol.W.Ae^Oii.AkfM^ 

d. h. die Scheitellinieu Aa! , Bb' , scbneideii sieh hi einein 
Pan&te . 

Fflr unsern epeciellen Fall bat man daher: 

^ (yAB=^ ^ O'BCs^j^ O' CA=x, 

worane folgt, dass von den drei Kreisen, welche durch je zwei 
Reken des Dreiecke und den Punkt O' gelcat wenlen, jeder eine 
andere Seite in einer anderen £cke berfihri. 

Ausaer diesen eben bewiesenpii gemeinsamen Eiaeiisohaften 
der Punkte O und O' ist noch zu inerkeu, dass die Theile, in 
weiche das Dreieck durch die Schoitellinien des Punktes O ge- 
theUt #ird, «hnlich #iB<l den Theilen, in welche ABC durah die 
Scheitellinien des Punktes O' getheilt wird. Denn aU Summe der 
Anssenwinkei iter anliegenden Dreiecke ist: 

^ JOi?=Z(ß+C), ZJ306'=^(C4-4), ^COA^^^iA^S), 
= 180-^ =180-B =:1«)-C 

^itO'C»^B4-C% ^BO'A^^^m A), ^CO'B^^jCiA \ B); 

=180- Ä =1«Ü~6 

daher: 

i^AOBco^^AOfC, IS^BOCojXBO'A, ^COAc>j^(:o B. 

Aach diese Dreiecke werden noch in ähnliche Theile gethpilt, 
woraus folgt, dasa die Scheitellinicn in O und p' sich nntor W in- 
kpln «^rhneiden, welche den Dreieckswinkeln gleich sind ; eine 
Eigenschaft, welche diese Punkte mit dem HOhenpunkte und de« 
Mittelpunkte des urobeschriebenen Kreidet theilen. 
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Der P|ii4ci O filbit fsm felgender AnlUteung des zn-etten 

Falles. 

Man snrTto in dem gegebenen Dreiecke ^BC (Taf. VIIl. Fiif. 5.) 
den Punkt O und ziehe OA, OB, OC; trag? daiiu an diese 
ScbeitellinieD nach der Seite des Winkels jr fain in O den gege- 
benen Winkel 9 *) an» so dass 

nnd Terbinde ä, b und e mit einander, so ivt ^ ade das verlangte 

Dreieck. ' . * ' 

Auch Iiier ist zv l»eweisens 
Alis der Consniction folgt: 

daher 

^ ObA + ^ OiLd=^ Oc^ 4- ^ ObB^j^ OaCi- ^ OcC=zm, 

^ Ofrila« OcÄft, OaCe 

sind Kreis Vierecke. iMaü hat also 

Z 0<i6=^ OAB, Obes=^ OBC, ^ Ow^jL OCA 

oder 

■ 

Addirl man die über einander stehenden Gleiehungen, so indet man 

Zcab=^CAB, ^abc^^ABC, ^bca = ^B€A, 

was bewiesen werden- sollte. 

2) Z.Aba = ^Bcb = Z.Cac=z(p. 

» 

Aus den Kreisvierecken ObAa, OcBbp OaCe folgt: 
^AOa=^Aba, ^BOb~^Bcb, j^COc=jLCac 

oder 

ZAOa-siy^BOb^ZCOesa^x 

folgUcb auch: 

^Aba=Z,Bch^^€ac:=^^. 

■ * ■ 

*) 0er Beancnlichkeit der ZrichBiiag wegte Ift d«r Wiairti tf in 
den b^oB FÜMB nichl von gIdÄer GrÖMo geaoinnMn. 
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la Beziehung auf ^ttf)c verdient noch limawkl la urewka, da«i< 

d. h. da88 der Punkt O S&t Dnlecke ABC cnd obe die- 

selbe Bedeutung hat. 

♦•7. 

Dic»tr FiUl Ja«9t vier L^siu^geo 2u, welche lo deo Figuren 5. 
and 6.» 7. und 8. auf Taf. vni. dargestellt sind, iodem man in 
Fieur 5. und 6. den Winkel tp, in Figur 7. und 8. den Winkd 
360 — fp .Htf die vofgesrfjrirhpne Art angetragen fc.it. Von diesen 
vier Lötiuni;eü liefern je zwei cüiiifruente Dreiecke, iudenr i^abc 
(Fig. 5 )^ Ao'Ä'c' (Flg. 6.) und Aa^c (Fig. 7.)^Xa'b'c' (Fig. a) 

Der Bevreia dieser beiden CpQgmeoaen ist rolgender. 



Aus der ronstruelion ergeben sich fblgeode Aehnlicbkeiten : 

A^OCcv>AoOc, \BOAoj^bOa, ^C0Bo:^c06; 
Ai^'O'CoJA«'©'«', liBfO'A'co^b^O'a^ /^CO^B'co^t^O'b' 

und 

^AOaco^J^Oft^, XMObf^i^Biyhf^ ^COcco^CO'e', 

Abb 4idm Mit« ersteren ei geb e n sieb Mgendt ProportjonMi 

ACiac — OAiOa, nA'.ba=^OB: Oh , CB:cb=OC:Oc; 
ÄCxdil^QfÄiaä, BAiHd^OBiOH, CBt^b'^OC .Oe'\ 

und aus der dritten hat man: 

OAi Oa^O'A* ; O'e', OBt Ob^ O^Bf : OCi Op^iyC : O'c'; 
woraus folgt: 

ACiae=^A'aia'€^, BAiba^^A* ib'a', CBicb=Cß':e'b'. 

0a aber _ _ 

AC^A'O, BA^BA\ CB^CB% 

so ist auch: 

sessaV, 6a=^a', c^^i/d'; 

waä zu hev^elsen war. 

\ 

2) TrigoDometrische Auflösung. 

& 

Ans den Drdeelcen AOB, BOC, COA (Taf. VIIL Fig. 3.) folgt : 

. OB sin x=OAii'm(A — J?), ' 
OCsma=zOBsin(B - .r) , 
Oi4sinar=OCsiD(C-«). . 
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Multipiicirt luan diese drei Gleichungen, so •rgiebt sieb ak 
Bpeeielier Fall eines befcamiteii Satzes: 

sin = sio ( J — ar) sio (i^ — or) sin (C— 

Diese Gleichung, scheinliar Ton höherem Grade, ist in der Tliat 

nur vom ersten Grade, wenn man i^x als riiltofcrinnto f!nraus ent- 
wickelt. Wir wolleo i'oigenden Gang der Ktitw i< kelun^ einschU' 
g|en. l>ureh Auflusuns des Productes rechtt» vum Gleichheitszei^ 
ähen erhalt maikzani^st; 

sin ^x^\ sin {Ä — [cos (iT - O — cos -|- C ~ , 

daiiB 

:5=1 sin -f J5_ Cr-ar) -f ] sin {A + C- 1?- x) 
- \ sin C—'^x) - i «iu C- ^ -x) ; 

4s aber il-|- JB-f C=l^> so wird 

sin »or + i sin 3x = i [sin {2A + jt) + sin (2 J?4-x) + sin (2 C+or) ] 
= \ 008 X (sin 2i4 + sin 2i? -f- sin 2C) 
•f isinx(cos2J H-cos2^ 4-cos2C> 

Vereiiigt nmn Jetzt ^wieder :die Symmen id der Paieiilfaeeep so 
liat mao : 

.sin'j:-|- «sinSidrs: cos^sin^ sin^sin C 

— sin o: 008^ cos ^ cos C — ^sin^r 

oder 

sin^4? -|"isli>*^~h4 6in;r:= cosorsin^sin^sinC 

sinofcos 4^ cos Ifcos C 

Nim aber ist belß^ontlicb : 

sioSo; = 3 sin x — A sin 'a: , 

also 

^ 07 = sin 'jp -|- i sinSia; -f 4 sin;c. 
Ulan erhSlt daber; ^ 

sina;(i4-cos.icos2?co8 C)= cosa;.sio.^sin/^sio 
aod endiieb; ^ . 

sin^sinßsinC 

• 1 -f cos cos h CO« C 

Noch einfacher erscheint der Werth für die Cotant^ente, der 
hier abgeleitet werden soll« weil er in der Folge eine Anwendiuig 
findet. 

Es ist nämlich 
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=8in M -f ab itsin Ceos A 

s=8iii^8ln(i?-|- C) 4 sin ^ sin CcosA 
=■ »in ABinBcosC-^BUiABinCcwB bUlB sin Ccos 

Dividirt man diesen Ausdruck darch siOilsioBsinC» so erhUt 
mau: 

etg jr = ctgil + etg^ -f ctg C. 
J.9. 

So einfach auch der zuletzt gefuiwleue Ausciruck iur ci^x Ist, 
so ist er (]och nicht für die Untersuchung geschickt, wke «ich x 
mit den Dreieeks^^ inkeln A, C ändert. Um ihn für diesen Zweck 
umzuforoieu« woUea wir ctg^ ctg C vereinigen und echaiten dann: 

^^^=^ sm^s!ng -^^^- 

and ^vollen dann ^=90— und C=i^— Iß— ^ setzen 
Dies giebt: 

sing . „ 

='cos*;Ä--sin^ + *^*S^' 

wo 31;^ J - C ist Es ssH am nervt & Yerfadermg Von 

fiir 1=0 oder im gleiclischenkligen iDieiecke mttersueht werden, 
§Bt weiches • 



. sin^ . , ^ ^Ct—eosi?) , ^ ^ 



2 — -tos/? 
— sinjB~' 

t. . I- *• .1 

Hieratis^ foli^t. da?«.*« ctg.r 'S cts;^, also.'? </?. rlass also .r stef« 
kleiner ist, als der Winkel an der Spitze des gieiehschenkÜL^en 
Dreiecks 4 ferner, da^s ctgo: immer positiv is»t| also x im ersten Qua- 
dranten liegt 

Setzt man (lir B die Werthe B=0 und i?=180, so wird för 
beide Werthe ctear=x, .r=0; es wird also zwischen i?=0 und 
/^=i8Ö einen Werth gehen, für welchen .r ein Maximum wird. 
Die allgemeine Methode liefert dafür die Bedingungsgieichung 

•W'= sin«g ~=^* cosÄ=i, ^=60«; 

so dastx aUo x tür das gleichseitige Dreieck ein Maxiuuiu wird. 
Man erhäil uändich: 
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4 



Dieses Resultat erscheint auch bei einer andern Betncbtung^ 
weiche weiter unten fojgtn im»1I. 

Wir wollen jetzt JaT constant annehmen und in der Formel 

I wachsen lassen. Da angenommen wurde 6'= (90 — 'IR) — |, «o 
wird t nur von 0 bis 90 — oder »int, von 0 bis cosiif wachsen 
künneii; es wird also auch in den un^Ieichwinkiigen Dreiecken x 
stets Im eratee Quadranten Kegeo und dabei um so kleiner wer> 
den, |e grCsser | wird. 

Fasst man das Vorbergebende zusammen» so kann man sagen, 
dnss .r für das gleiclisoiti^e Dreieck ein Maximum ist und um so 
kleiner wird, je mehr .sich das Dreieck von der Regelmässiskeit 
entfernt. Bleibt das Dreiei:k gleichsclieokUg» so haben die Drei- 
ecke einen gleleben Winkel deren Winkel ao der Spitze durch 
dte Glelcbniig 

tglFlgiÄ'=tgW *) 

verbunden sind* 

■ 

j. 10. 

Für den Punkt O' (Taf. VUL Fie. 4.) wird man einen Winkel 
X finden, welcher gleien ist dem Winkel, der (lir den Punkt O 
geiMden wnsde; denn ma& ecbüt dieseUbe Bediogungsgleiebnng 

4 * 

sin sin (^4 — a:) sin (B — ar) sin (C — x) , 

ans welcher für dea^Pnnlct O der Werth (9t tgw und ctg;p abge* 
leitet wurde. 

§. 11. 

Um in Taf. VllI, Fig. 4. alles durch RerhnnTicf bestimmt zn 
haben, wwiien wir die Werthe der Scheiteiiiiiien hieber setzen. 
Siealodt 

OA^AB^^, OB=BC^, OC^AC'^; 



*) Den Wiakel kann man cewtniivea, wraa man ni ober EUipM, 

dtren JIz«b a nnd d to beichaliBa «ind, datt ^stetO*, euei Davdi- 

SMMer mii 4er Neigung gegen die groew Ase sldat nai daan dw 
eeigagirtcii DnidiiMMer mcbt. Sebie Keign^g iat yf, , 
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. Es Ue{bt nun noch übrig, die GrG^e von OO^-z^beitemen. 
Di» geschieht am elofacheten mittele OnMoi J^Ocr, m 
dem eich eogieich ei^ebt: 

i 

OO'^zzzBO^^^ BO'^-^WO.BO' cos (J?— 2a-). 



Da jedoch OO' in Bozlehnnir auf <Vu' Stü<:ke des Dreiecks oino 
symmetrische Function i»^t, su mitös t»ie sich auch so transiurmi- 
ren lassen, dai»s «ie auch die Form einer symmetrischen Function 
bat Zu dem Ende wollen wir setzen: 

»^ sina; ^^ sin Jsin>c -.^ . sm .r ^^ einCsIaa: 

und erialteo dann: 

00**=- — — n— ( . op ■ r-irr>— cos (jff—Ä») )• 

t 

Fifr (sin*il-|-aln*C) kann manaetzen ieht^B-^^OaAaakCeiMB), 
ae daaa 

^ i<C*ain*jr A . ^ sin^g|nC(co.8^->co8(ig-23:)) \ 

^*T"T5w-(^+^ ^ — _r 

oder» wenn man die beiden Cosinusse vereinigt: 

^9 =-iß^B^\}-^^"''' )' 

Nun aber fanden wir ^. 

ctg ctg ü = ctg^ C 



oder 



8in(g — x) sinjg 

^Bsinx einzelne* 



woraus sich eigiebt: 

issra 

Es wird daher 

Diese Form ist symmetrisch, da 

AC _BA_BC 
slnÄ~"slnT^"5ir3~**^* 

wo r der Radius des umbeschriebeoeu Kreises ist 
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üm den Wertli von Of/ flbr die logarlthiD&sche Herechonng 
emzurichten, schreiben wir 

00'*=: 16r»tt — sin ^x) sin 

wkd bedenken, d^M i=siiidO; dann bat man 

un4 endlich 

' O = 4r sin^ V sin (30 + ^} sin (30 — x). 

Da OO' immer eine leelle Grosse ist» so mnss 8iB(30*-*ar) 
immer positiv, d. h. 

acin, ein Hesnltat, welches mit dem $. 0. gefundenen übereinstimmt 



I .V 



$. 12. 

6ie Grusse der S.eiten des einbeschriebeken Dreiecks (Tat VID. 
Fig. 5, und d.) bSngf von dem gegebenen Whikel p ah. Es Ist 
nSSilieh: 

^O : aO=^MO if^O^COicO =^in (ar + gpji : sina:, 

aber au^ / 

z^ACxac:=:BAiba=iCBicb. 

Man bat also: 



sin ( j: + 9)) • sin (o? H- 9) * An {x -f 9) 

Wird statt der %VinkH 300— (p genommen, so erhält man 

die Stetten der Dreiecke Taf. VilL Fig. 7. und 8.; sie werden: 

. ^» »«n^ jL sinjg sinar 



sin(a?— 9)* sln(d:— 9))' sin(j:— 9) 
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lieber die Bestimmung eines Keg-ei- 
MliBitte dmreh fttnf gegebene Punkte. 

Von 

dem Herausgeber. 



Die allgemeine Gleichung der Kegebchnltto oder der Linien 
4ea siretten QmdßB ttt|l>eluinniUcli * 

Wenn min . , 

^l* !fii ^%s2f%i ^3^^»; ^4*^4; ^4>^ft 

liie Cooidinaten von f^dlnf gegebened Pimlcten sind, dnrch welche 
fib Kegelsclinitt beschHeben treiden soll, wo liat man surBesfiiii- 
■Mmg an Coeffidenten 

A, B, C, JE, F; 

deren Anzahl sich aber, wie auf der Stelle erhellet, und hier wohl 
kaom noch besonders erinnert zn werden braucht, eigentlich auf ffinf 
fcdocir^ die folgenden luof Gleichungen des ersten Grades : 

* im 

weiche also zur Be^^tmlmunp der gesuchten CoefTicienten hinrei- 
chen, woraus daher ersichtlich ist, dass durch lunf segf'hvue 
Punkte ein Kegelschnitt tm Allgemeinea vüükoninien bestimmt 
wird^ was auch längst bekannt ist, und sich in jedem voUstäudi- 
gern Lelirfafache der Theorie der Linien des. sireHen Grttdes avs- 
gesprochen findet, 
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3) 



So einfiioh und sich in der That sranz von seihst flnrbietend 
dies ahcr auch ist, so ist mir doch nicht hekannt. dass die ohigen 
ftinf Gieichangen des ersten Grades schon u irklich aufgelöst und 
die gesuchteD Coellieieiiteii dttrch die zehn gegebenen Coordmaten 
in vrdli^ entwickelten Auedrflcken dargestelM worden wären , was 
mich veranlasst, eine von mir gefttoaene YolistiUidij^e Auflusun^ 
dieser Aufgahe, %velche allerdin^, nenn mnn sie mcht mit eini 
eem Geschick anftisst, in nicht geringe W (Mtl uiliglvoiten fTihren 
kann, in dem vorliegenden Aufsätze mitzutheüeu, und daran zu 
gleich noch eini&;e andece 0etca<ditun^e0 zu knüpfen. 

Zuerst erhält man aus den ffinf Gleichungen 2) dareh Sabtnc- 
tion auf der Stelle die rier feienden Gleichmigen : 

-f Z)(y3— y4)+/?(.r3— X4) ) 

Ueberiegt ma* aber, dass ifiber^aupt/ wict.man durch leichte 
RechnoDg findet: * 

, SSW (i»i «%ek + »sHfr-t^) » 

=: — — Ci) (rjL — i'i) (rg — p), 

(m — Ml) (Pi — r,) — (w, — Mj) (1? — n ) 
= « — p») + 1% ^ - 1?) + II» (0 — Pl) 

ist, so ^fd man lAch felclit von der Richtigkeit der drei fo^ettdee 
Gieicbnngen äberzeugep: 

' -^l3%*^(^-4;4)+y>'(*«'-»») + y4*(^— *,)) 
-r^lÄ^^C«-!— *J(»a— ( ' 
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-h^l^{j?4~^&)+y4(^4— -^-a) ^4)J ) 

ist abe#, wie man leicbfc findet» allgemein» 

{ M (ri - ra) 4 (rj— tj) + ««(iv-ri ) ! (rj -r^) (»2— Tg) (rg - r, ) 
— \ Ml (ra— t3)+%(t 3— i'i) + («>— Oi) (»1— ua) (pi-r) 
=(ri— i*(©i-«a)(i^-i^)(t^-»i) 

— M3(r- r,)(ri— i>2)(r.^--r) 
■ad Blau liat daher die beiden fotgeadeii Uieiciuttigen; 

ö) 

^< 3lii*(^— ^8)<«»^*4)(i'#-^ J-, , 

+ ^3.V3(*^4^'^^l)('^ 1 ^2)('%^'^'4) 

+ yz (^4— ^i) (*i — (-^1 - ^4) 

- ^4 («1 -^2) (^a ~ ^3) (^3 — ^1) 

^1 ya^(-r3— ^4)(*4-^^6)(^»-^^3) ] 

• +3f4*('2^ft-'»a)('*a-«s^»>(^-^a) l j 

+ a;4y4(jr5— ar2)(x£-jf5)(j:s— ar^) ( 
. 1 • - . *-ap«ya{*t*"^X«*— ^4)(«^*^^a) 

' +lD( ifj|(*^-d?4)(*4-^i«i)(«»-^) ) 

--^3(^4— ^'Jfe— '^4) f 

+ ^4(^6 — <ir2)(^2 — ^8)(^3-'2^*) l 

Dtt Kline wegen woHen wir diese Iieldea Gieidiangen dnrcii 
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bezelchneo, wo die Bedeutung der Symbole ' 

p, ff f, Pi, r, 

aus (]( r Vergfeicbimg mit dem Vorhergebenden von selbst erbeJ-| 
lea wird. ' 

Entwickeln wir nun dureb gewUbnlicbe Multiplication die GrSsse I 

I 

so erhalten wir fUr dieselbe nach elnIgenJeicliten Reductlonen den i 
Ansdmck: I 

' +^4^6(^4— y«)p«. 

Nun ist aber^ wie man cben&üs mittelst leichter Rechnung | 
findet: 

w -rpi=p(^i— *^(^4-«i)(^»-*i)» 

fti — spi =ji (xi — «i) — («i — dfi) » 

und fiir die obige ürü8«$e, welche ^ir ,der Kürze wegen durch Q 
besdelmen wollen, erbiit man also den folgenden Ansdraek: 

^PHilf^ (.'/i — .y^) • (•^«—•''3) (^z — -n) {x^—x^ 
-Pifi!h^ .'/ J • (^2-^3) (^3 —^4) (x^—x^ 

-\ Pyi^'h (//2- //3).(^l-.T4)(j^4-^ft)(.'*ö-^l) 

f /^ya^ö ( .72 -2^6) . ( J^i -^3) (x^ -^4) (.^4 - ^1 ) 

-pysya (:h - - -•'^•1) (-^2— ^4) ('^-i - ^^i) 
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EatwicUtwa Ctnwr UMb 4i* GrOw« 

liurcb gemeine Multiplicatioo, 6o erhält man für ^eseibe nach 
ihiilgeB leiditeii lUdnctioDen den Ausdrack: 

ranrt nan aber In die8«D Auadnick der oliigMi GrOaae. weldio 
vir der Kürie wegen durch P h^Mmm wolleo« die aciioii Tor^ 
ktt gefimdeiieD AusdHicke ▼on 

in—m> T^i-'gi 

and auch für übrigen Griiasen ihre ans dem Obigen bekannten 
iwdiflGke ein, so erhx|t man f3r jP den foigeoden Ausdrack $ 

• (^i-'i-ft) (^Ä-^a) 

• («8-aii)(«*-4rt) 

+ P:y2y3 (j*2— ^3) . (^i (-^ 4— T5) ('^5 -^i) 

- --^4) • (Jfl— ^s) (^3 --^6) (-2^6 - ) 

■l'P9aSf*(^-^4i - (^-«[b) («t-ar.) (47«-;v,) 

—py^ii^^-^b) ' (^1—^«) (^2-^4) (^4-^1) 

W«geo der Gleidinngen 0) haben wir nun oienbar die Gleichung: 
Batwiflkelt man ferner die GfSeee 
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I 

durch gemeine Hultiplieeiioii, m eibitt «m lüp dieMlIie den Ane 

druck : 

' -y4y6(^4f5-^>?5y«)p*» 

und wenn wir iiuu wieder aUe erfordeTHt heii Suhstitiitioiifcii vorneli- 
inen, die obige Grösse aber' der Kürze \\egt;n durch Ä Uezeichneu, 
&Q ergiebt sich: 

10) iS=-|iyiy»(ari3fi— JP^).(i»|^«4)(*4~«»)(«»'"*») 

— Wh (^»'«afe— ^lya) • (*i ^^4) (^4 - J7 J (^» -^1 ) 

-^j^^y, • ^)(^*-<i?4)(«4— ai) 

Wessen der Gleichimgeo 6) haben wir aber, wie zugleich in die 
Augen teilen wird» die uleicliiing 

11) ilÄ-i>PÄO. 

Aus den Gleichungen 9) und 11) ergiebt sich 

A _ B_D 

und man kann also offenbar > . • 

setzen. Weil aber die drei Grössen P, Q, S den getneinscbaft' 
Ucbea Factor p haben» eo ist klar» da^ wir» weivo kurzer 

• ■■ * — 



I 



Digitized by Google 



+ y3y4 (-^ (ari-'«j)(a-a-.r,)(a:5--3ri) 
+3^4f*(«« (^i-a^i) («k-a^ 

_lk«*s Ii* 

¥) ^f=»^yiJ(!!»{f».3%?r5^*<ft-f4X*4^ 
, ■ +»iyi(^ty8---r,yi).<a^-^X*4-ir^K^»--a:j) 

-3Wri(^.— ^ly») - («k -a?4^(«4-a»»X*.-ari) 
+ ^994(^4 -ay^yiD . -ar*)(a?i -dr»Xa?» -«1) 

- ytyÄ^^y^ -^^7/2) (j^j -^»^»X^iya— *4)(^4 -^1) 

—y^yA-i^^y^ — •«^•»y.O • (•^'i— ^sX-r^-^rJC^i— a^i) 

-y^»(*4y.-i«y4) . (^Pt -a^(<>%-«.Xaf,-^ 

|M«tit wird, auch 

■ 

SO* 
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Aus der Form der Gieichung 1) geht nun auf a«r SteRe und 
ganz von selbst hwver, dam «ich die Werthe von C und E erge- 
beo müssen /wenn* fespective hl den Au5^Jrürkeii von A imci //die 
S>^bole « ulfid y gegen «Inimder vertaoscbft werden. Setzen n ir 
also: 

r- ^4 (^2-^4) . (yi -yi) iy.—y^) iy^ —y\) 

+ «vp» (yii-y ») • (yi -y •) (y »-y *) (y * -jfi) 
(y,-^«).(yi-ya) (ii^-ir»)(y»-yi) 
* -a:»«»(y»-y»).^i-yi)Cft-y4>(y*-yi) 

+«4ar» (y*--y»),öri-ya)ö^i--y»)(y«--yk) 

und 

17) aia:j(a;|yt-:r»yj).(yi-^f4)(y«-y5)(y»-~y») 

+*i«*(a^*r-««yi).(jr»-yO(3r«--y»)(y»-Äi) 
•^«isr» fey»-i»»yk).(y«f 

-I- a:^, (^«y»-«»y2) • (yi--y4)(y4--y»)(y»-«i) 

+ j-2^i (^2ift>-^ty^ • Cyi -3/3) (ya— y-) Cv 

+ .r3.r4 (oTay*— «4yi) • Cvi —y-dif/'i-y^) iyy~yi) 
— ar*ar» (ar,y » -r-aray 3) . (yi — ya)(y«-y 4) (y 4 — yi) 
-^dr4ar,(il;4yft•^«y4).(^-ate)(yi-yt)(y»-yi)» 

wo IC ans 2*/ aus iS* duch yeitansdiiuiff der Symbole x und 
y gegen efaiandet «ilmkeii wird, iso ist 

18) C=zR', E=r. 

Aus der Gieichung 1) geht zwar auch von selbst hervor , tlass 
der Ausdruck von iT, d. h. die Grösse Q'y unfjonndert bleiben 
muss, wenn man die Symbole oruody gegen einander vertauscht; 
da es jedoch intere^fif^^ ii^t , dies auch anf dem Wems der Rech- 
nuag nachgewiesen "zu sehen , so wollen wir diese Entwlckelnng 
jetzf noch gebm. 

Zuvörderst überzeugt mau sich durch ganz ^(achs fiechuung, 
dass überhaupt 



ist. Also ist nach 13) : 
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md folgHch, wie leicht erfaeUeD wird; . 
= +^«•(ai'^«•)^fl«F4Ö«i*-«|4)^Hy4y,(f4^*)+Jf•^ 

-asBa?,(jr4-ar,){y,y4Cyi-3^4) I y^y^Ü^^-yJ+y^yiCyN-yi)! 
+ jr2ar4(xa-ar4)(2^ii/a(yi-3^i) +y3:y»(y»-y5)+y»yi(y5-yi)l 

— a-3 3:4(0:, —0:4) Iyiy8(yi -y») +^«^5(^2-^5) + y »yi (y* — yi)l 
«»^^^».-^5) lyi^i -ya) +yay «(y«-y J + y 4yi(y*— )l 

dah«^ l«t oai:^d«r obigej^ ^Ugemeio^nyRelation: . . 
- 0»'±^ «i«E(«i-«a)»(y»^y4)(y4-yi)(y5-y3) 



( 



( , )+^aa?i(*»-«4) (yi^i(y4-y6)^»-3fii) 



rf j:.a?4(aPi7-««). (yi yya) (ya-y j yi) 
V . , V (*» ^^») • (yi 4^2) (y^ -y 4) 0^4— yi) 
^ + ar4arft(2r,-a;») . (yiyy») (y2-ya)(yj-yi). 

Veri»leiclit man aber dh ose n Aiisdrbck der f^rü.sse Q' mit dem 
Austfracke 13) dieser Gröt^oe, so erhellet auf der stelle, dass der 
letzl^TQ ODgeaodert bleibt, wenn luau ^die ISymbole x und y gegen 
eini^ite Tertaiisdit. , ' ' ^ \ 



m 

i#=s>, iÄ^ö', ^^RT, DäS», Etef^A. : 

gesetzt worden ist, so ist doch zu bemcrkon , dnss (Hös nur de 

Kürze wegen gedcheheo« und allerdings eigeuüiicb bloss 

■ ' . • • * 

ist 

DiHdit^l^ wir iiim ab«r die Gleicli«*g 1) d«rcb j^» erb« 
al«o, wie leicht erbellei ; 



G) 



Vergleicht mtn ftb«r diese GleMehuog mit d^ r Gleichung I] 

so wbd anf der Stella erbdleok, däss man das Verhllthlns 

• • ' . V " . ^ \. \. . . , . ♦ • 

aua deju Torher geCund^nen \ erhättnisse 

erhiit» wenn jnan In letzterem H(r di« Symbole 'äe,^ y raspecftv« 
^, -7. ««tzt Dadurcli ecgiebt «ich 

^ ^ ("^ 3 V ^'Ift Via 
3fiy»Vyi 3^»/,\3fti y*/\y^ 3^4/ vy* jn»/ 

V2!j\y% yJ \yi yJ\y* yj\y^ yJ \ 

^2^4 \y» y^/ * \y\ 2/./ ys/Vy» //j/ 

Lffi^fA _ f * Vf» _ ^ _ 

y«3fAy, yj \yi yj\yt yj\y^ yJ 
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_ ^ /'l - i V /'i -'1 Vi - i Y - 

+ fifi/" 1 _ * V L ^ i Y l lY^ - i'i 

:r,x>/i i\ /i lyi 1 yi i\ 
ari5» vyi yJ'\y* y.Ay» yJvy« W 

vy« yJ'\yi yJ\y^ yJ\y^ yiJ 



y*y* 



..^£i£iA_i\yi__iY-i_iYi-i-) 

; y^y^ vy. yJ \yi yz/\y^ yJ\y^ y\J 
v*y* vy> \yi yt/Ky* //»/Vv^ yi/ 

xfiEi/1 2 1\ . (L^ LYi ~iY- - - Y 

y^y^ \y* yJ \yi yJ\y* yJ\Vi yi/ 

MnM^ciit man nun die beiden Glieder des sweiteB VerbSlt- 

yi^y^'^y^^y^^y^^* 

m erhält mao : 

FiC= (iPiy,-ar,yi) . (x^y^-x^yn) {x^y^—x^y^) (x»3f,-.«,y J 

' • («iy»-"*»yi) • (*tyi— *ty*) («»y«^4yi) («Ayi^tyJ 

+ («sy>*-«ty«). (4%y4^«yk) (*4y»-'«»y«) («»yi-^^y») 

-^«»•y«— ^»#yO • (a?iya— ar,yi) (a.'3yft— JT^ya) (a:»yi— 
+ {x^y^~-x,ij,) . {xiy^—xsyi) {^c,y,—x,y,) {x^y^^Xiy^) 
+ («»y4— a?^») . (^ly.— .ie»yi) (^»y»— ar»y.) (^i^ftyi-a^yt) 
^(4Pty»-^v»y») . (oriy«— dPtyi) {x^^^4$^ («4yi— ^sy«) 

: ^i«i(yk— y3).(y*-^#)(y4— y»)(yft— y») 
^iri jf , (ys— y») . y») ör»— yO 

+*i^«(yi-y4)-(yi—y»)C^?^»— (^f6—y«) 
— ariJTs Cvi— y») • (y*—y3)iyM'-y^)(y*—y*) 



Digitized by Google 



m 

+ xiXi (y*— y») . (yi— y«)(ya— y 3) (y»-^yi) 
d« L nach 16), wwü wir y j 

19) ü's (a^jr«^tyi).'<afiy4-«4^)(a^4y5--JP»^4)(«»y»-«iy») 
— (^lya— **yi) • (i«y4-^42^»)(^43^^ 5^ j (^»ys-'^iy ») 

+ (*iy«-^43^i) • (:r^,-ar,y2)(a:,y,-a:,>,)(a:;y,-a:,3f,) 

— (^ly»— ^*yi) • (^2y8— ^sy2)(^3y4— ^.3^3) i.^*y%—^^d 
' + (^>— ^sy») • (^iy4— *4yi) (a^4y6-^6y4) (^^ »yi -^ly*) 
— (^«yc'-^w«^ • (*8y»-<v»y8)(-^»yi-^ 

+ (a:^^»3«i) . (ai3i|-a^)(j%y4--«4j^^ 
+(«aSr«--«43iii).l^-JW)(«^»^ 

- (a^»— d?*yi) .^ytr-<%9^)(fur«--«4aibK«43fi'^^ay«) 
. + («4y r^tf «) • («kya-^tyi) (^«y«— a^isfi) (^t— «lyi) 

l 

•etzeo: • < 

FiCszV'iR'i 
lud weil nvn oach dem Obigen C^Pf ist» so ist 

20) F= €/'. 

Also älnd Jetst alle sechs CoefBdeDteD der Gleicbnog 

des dnreli die fttnf gegebenen Punicte, deren Coordioaten :r, , yj ; 

y*» » ^3 • -^4' ^4 ? Hirul, gehenden KegelHchnitts 

durcn die rornieln 15), 18). :20) mit liezog auf die Formelo 12), v 
13), 14), 16), 17), 19) volUtäudig bestimmt. 

Wenn sechs Punkte in einem Kegelschnitte Hegen sollen, so 
denke man mch den einen derselben als Anfang der Coordinaten 
angenommen, und bezeicline die Cöoidinaten der föiif nndeien 
Pinikte wie vorher dmeh 

•i^i»yi; ys: -^"»»ya» •»^4,y4; y»- 

Ist nnn 

+ Äry + Cr« + X)y + IIa: + F=0 

die Gleichung den dnrcli die sechs gegebenen Pnnkte geilenden 
Kegebchoitts, so erhält mau nati^Ucn Tfir 
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C, F 

nu dieseibeo Werth« wie vorher « weil dieser Kegel^chiuU dur^ 
it fiaf Punkte 

(*iyt)» (äis%). Up89th (*4yJ » («ty») 

ireht Weil derselbe aber auch durch den als Anfang der Coordi- 
utieo angeaammeoeo «ecbsteo Punkt gehen so\i, so muss die 
(jlieicbaag 

«ch Or drssO. ^=0 erfilllt aoiii« d. es muss FssO» folglich 
wh dem Vorfaergeheiiden 

ffk, ireldHMi also fibaihaapt die ßedioeoogsgleichung ist, die 
Statt finden mtu», wenn diO Mcha fjag^banaii Plurfrte la «bum 
KcieUdHiitte liegen soUeii. 

Wenn uir die sechs gegebenen Punkte durch Jlfo, jVx» Jffi 
Mg, M^, beselchnett, und • - 

Mq, Mi, Mk 

kt Punkt and zwei beliebige andere Punkte Mi und Mk die- 
Systems von sechs Piinlcten sind: so ist nach Archiv« Thlf lU. 
26l unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten 

i»:iyk—-xkyi 

^fr poRitiv oder negaür genommene doppelte Flächeninhalt des 

Üreiecks 

Mi Mk, 

« « 

jttadlidem man sich , um von dem Ponkte Mq durch den Punkt Mi 
a dem Punkte Mk zu gelangen, nach derselben Richlung, nach 
»elf her man «sich bewegen inuss, um von dem positiven Thcile 
^ Axe der x durch den rechten Winkel {xy) hindurch zu dem 
ponfiren Theile der Axe der v zu gelangen 1 oder nach der ent- 
legengesetzten Richtung hin bewegen muss. Bezeichnen wir also 
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lihrrhaupt den. jenachdem man sich, um von dem Punkte 
(iurcli den Punkt iVi zu dem Punkte Ulk zu gelangen, nach der 
cinfeu oder nach der andern Seite hin bewegen mu8lp,| "positiv odk» 
negativ genommenen einfachen FlScheoiohalt ileH'- DwifoelB 
MtkUiiMk dorcb 

« ■ • • • » 

«o ii«t f)^h ^1). ofen)^ . : * • 

' 'I. 

* ' ' +^0*l»4«^d»*»8 •^0»3» 6 ^0» 6>1 , '■ 

^0>1» 6 • '^ü> 2» 3 • ■^0' 3> 4 • -^ü' 4»! 

■ 

+ ^0»«» 3 »^0» l» 4 »^0» 4» 6 «^O» 5»! 

'* - • ^ ■^o»a»4"^o»i»s»-*^o» »»*'^o»*»i 

.'..1 .V.'.' 4'^O»3i4'*^»l»S^^0>S»4*^0»4^i 

• 'H"4»»4»»'*4>»i»e« 4i»*i*i4i5»$»i 

die ÜcUingungMgleichung» dass die sechs gegebenen Punkte in 
einem Kegelschnitte liegen. • ' 

JH»» Gm^t. nach i^elchem die Glieder dieser Gleichung ge- 
bildet sind , fallt aaf dec Stelle in die Augen «nd wird hier einer 
weiteren 'ErÜEuteron^ nicht bedfirfen. ' 

"> Welchen der »ech» |»ei;ebetienV Piiiiicte man fUr den Ptmht 

iV„ setzen, und in welcher Ördnnn^ mnn überhaupt die sechs ge- 
gebenen Punkte nehmen «ill, ist n itiirlich eanz willkührfich , was 
hier ebenluils nicht weiter erläutert zu werden bratacht. JUie obige 
merkwürdige Gleichung findet ganz aUgemeia Dür Jedb geclu Fuetcie 
eines Kegelechnitts Statt, in welcher Ordnung man dieselben aucli 
nehmen mag, und entlililt daher zugleich eine merkwürdige allge- 
meine Eigenschaft der Kegelnchnitte, 

Welche Bedingtingcn erfüllt eeia müsaen» weim der durch 
die fünf gegebenen Punkte 

(«i3fk)« (^»laf^* («sSf3)> («4^4)' («aS^a) 

fehende Kegelschnitt eine Parabel, eine JLilipäe oder eine JEIyper*. 
el seltf soin kann hier aU aus der allgemeinen Theorie der Üuiien 
des zweiten Grades hinreichend bekannt vorausgeseixt werden, und 
soll fär jetzt der Kürze wegen hier nicht weiter ausgeführt ^Ver- 
den, wenngleich ^icli uns hierdurch noch Gelegenheit zu mtiudieo 
ttiderti ^ntWtchelnngen darbieten würde. 

Eine der obigen ähnliche Bearheitimg der Aufgabe, durch neun 
Punkte im Rattmie eine Fl8che des zweiten Grades zu legen , und die 
Entwiflcelun^^d T ßedingungsgleicffiung, welche erfUtUkeipmiisej Wcinn 
Mhn Ihinktoim iUmne in einer FlSche des sweitenOrad«* tiegeh eol- 
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t«i,.4l4er meon sich divolMMho gegebene Ranhta In Rimn&ehwtFliflht 

des zweiietk Grades lepen |efl»€»isoU, hoffe ich der vorliegenden Ab- 
handlung über die Linien de« zweiten Grades späterlkiti imchfoU 
gen lassen zu kunnen. Vielleicht aber findet eich auch, was mir 
sehr Heb eelii eoU» efaier der geehrten Leeer des Archtrs durch 
das Obige veranlasst, die genannte Aufgabe über die Flächen des 
zweitoi Grades nach rinor nfin!l<'?ipn Mcfbode 711 lienrheiten, wie 
oben die ciftfachere aualoi^e Aufs^alw» über tlie Linien des jswetfen 
Grad^M bearbeitet wurden -i&t. 8oll^ mir viciteicbt ein detifalisiger 
Aufsatz zui' 'Elorflcknog In's Archiv gütigst mitgefliellt weroen, so 
Yverde ich für dessen mogHdbst baldigen Abdruck, irenn er mir 
äberliao|it seineni Zw^ke so entsprechen scheint« Sorge trageo. 



3^ , , 

Zur Theorie des IntegraUogarithmus. 

Ten dem 

• I ! I 

Hemi Priifesior Dr. O. Schldmilch 

«a der l^veiritlil ah'jin. 

. ■ ' ; ' :i y^ V I - . ' "J 

• — ^^^^ , , I , . . 

• • - •••••;! 

Unter die bcmerkensiverthe-sten Eigenschaften des .Integral- 
logarithmui) darf iiiaii vielleicht die iohrende, wie e^ scbelfit, noch, 
nicht bek^iinte zählen, dass sieb die Differenz. 

1^ • ..." 

tainer In eine Reibe von der fam • 

■1 1 1 1 1 1 ' 

verwandeln lässt, wobei jedoch die Coeflizienteri P für positive 
und negative n nicht dieselben sind. Uro dt ee^w zu zeigen, ^eheii 

wir von der Aulgabe aus, die tanictioii in eine nacii Po- 

tettsen von s fortscbrdtende Reihe an verwandeln, WQVon'* die 
LÖsaiig Hehr lekht ist, wenn man Id ilem Tkiylomeheii TiheoTeaie 
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3= ««V^ünd x=l nimmt Es wird dann nnter AnwenduniT 
etner Formd, welebe ich In meiner |>liferQiuiuilredin^g 93. 
bevfinfinn bnbep 



, ^ (n-f-2)(it4-i)....(n^> / 1 V. 

' '-'"^ 2.4.6 ViV^T/ +-"'J*^ 

woran« fllr s=l nnd nach Division mit 1.2.3....n folgt, dass der 
Coefifialent Ton den wir mit böidchnen wollen* dnrcb die 
Formel 

__««£«_r- n(ii~l) 1 , (n-H)ii(«-l)(«-2) 2 
2.4.6....(2ji)L* 5 JT"** 2.4 a* 

(n-F2)(n -H )....(n-^) 1 "1 

^2:4.6": — J 

ausgedrückt wird, und demnach (lir die so bestimmten Werthe von Q 
oder wenn man iSx x schreibt: 

* ■ 

e«1^H^ =jft> + Q^^ + + 06^* + .... (2) 

tot 0te GräDzen ßlr die Gfiltigkelt dieees Resultates sind leicht 
mittetot des Canch/scben Theoreme » a p riori abzusehen. Die 

Differenatolquotienten der Funktion e^^' ^"^' sind oXmllch Bruche, 
welche verschiedene Potenzen von 1-f ^ zu Nennern haben und 

daher ftlr jr = l.V^^ unstetig und unendlich werden; es miiss 
daher der Mt>dulus von x kleinf^r als der Modulits 1 desjfnii>en x 
sein, für welches die DisrontiTuiität eintritt Üie Gültigkeit der 
Gleichung (2) ist daher uu die BediiiguDg 

l>mod«>-l 

geknüpft. Dtess sieht man auch leirht a posteriori ein ; nähme man 
z. B. :rz=(\^ &)Sf — 1, wo o eioe positive Grösse ist* so würde 
die iiükc i'^eite in 



übergehen, und da die rcrhto Spitp reell bleibt, so würde durrh 
Verjjl eirhtins^ der reellen und imaginären Partieea das vOUig ab' 
sunle liesultat 

shi[aV2w + (»«] = 0 ^ 
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hflnuakommen. — DiffereDiifeB wir nun die CSteidnutt (9 mch stp 
M» ergicbt 0i6h fOr 1>iimnI«>-1 



und di6«0 GfeidiiDür werde Seite flir Seile mit der folgenden mid- 
tiplislrt: 

T 

3 1.2 +i.tÄ.a.4+"" 

Man findet an ebne Seliwieiigkdt: 

WTf^^ ^ ^ { (4) 

wobei die Wertibe der mit H betelehnelen GcefBilenteii dvcli .die 
Formel 

-• + 1.2. 3..- (ÜB)" J 

• * • , f - 

lieetent werdeo* Setsen wir ferner in der'Formfeii (4) 
nleo 

. VIT«*"— ■ . . Mc:- .. 

. * 

— III 

80 wird 2V^f+^=tt+-, («—-}, und liieraach ergiebt sich 

nnd nadi, Mderaeltiger MuU^Nkelfon mit 
wM äwl dbr vei^ GMdinngr 



*1 i ' .'. . i .i «• - . !'-.I>i'.i! 
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=a-|^ft.I*. +§(«.r-5)«+|f •••• 1 

Nach der Defioitioa IntegraUp^thmiw ist, nim bekaoatlich 

. ■ / • • 

woraoä ßfr 2=<m mid f=- folgt: 

Diese F( in nein kann man zur IntegmÜon der vorhergehenden 

Gleichung IfeDntseu; xuau eth^t ao: • . * . - 

1 " " '. . . * - * 

I^iß Gültigkeit dieser Gleicl^ung .iet an die Grinsen 

V2 + l'>w>V2— 1 (7) 

eebunden , " le man so^^loich bemerken wird , wenn irinn in die 
Gleichin)^^ (0) die GräiJ/.wertbe f l und — 1 fiir .r eintVihrt. Äeh- 
meo wir iii der vorigen Gieicbuug u=l, wodurch die Bedingung 
(7> e^mt iiirt» W <Wgl«h| steh <^ 

I? 

setzen, so ist jetzt ' . 

1 11 11 1 ( 

wobei iirtrli die Bedingung (7) erfüllt sein mtiss. Wir uolleo nua 
die beideu iSucziulisirungen a=-t-l und a^— -1 unteräucben. Für 
die erste ist 
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* '«1 - i 1 1 1 1 i }- (ö> . 

imd^üKh dem Frfihermi 

. 3, V gellen ftie^ l^^aneW «ebr Ifaicl^:.. * , 

. NiiVBt aan (kg^gen In.No. (8) a iM^galiy« 8o wird , 



1 11 11 i i 
= r^»(«-^}+3^'.(«-i>'+ä.n(«-i)*+-.7),. ■ 

«nd «UM ist 



HlirMMi fisdel »an Mebt 



11 11 7 1 

j,_l D 1 1 p_ !10 1 V 

ab« 'ganz ändere Werthe für die roeffizipTiten. M;in steht hi^ir- 
ava^ dass die Formel (9) nicht für negative u m Anspruch cenom- 
men werden darf, weil aie dann ein ynn deip in (12) vcr^cWeten 
gana mielMeiiea nad daaahatt lalMAaa RoanUat gaHwi wiiril» ^ 



'' ' *) Bdispiele dieser Art widerlegea die Deklamaiionen, die man noeh Ide 
«a§ tlMf tte «DgraMla« GfilHgluit 4«r TaylondiMi Fomvl, ■Abtr «ya- 

taktisclif Gchf nrtnbse Clc. Kcirt, am allermeisten. Wrirc ilie Taylorsch« 

Reih« ailgemeia richtig» to miiMte «s auch die Formei (ß) eeiiii eie müMlt 
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Zu der Formel (12) knii man fibrifpns auch nodi «nf einem 

anderen Wege gelaogeo, der durch deine Kürze bemerkenswerth 
ist. Hezeicluiet man nAqüich fokt T dqa unhekaooteii Weith dea 

Integralst» . i . . . . ' • , 



•—ArctsLU-rdx ' , (15) 

der offenbar nur vm^ i abhfingt» ao ist 

und der Werth des Integrales rechts ist nach einer aehr bekannten 
Formal ss-^^e-«, mitbin 2»=— £ / -e-r< oder 

was aber nur für positive t gilt, weil die so eben benutzte lote- 
gralformel nur ftir solche t besteht. Setzen wir £ = t, <=go und 
anbtrahlm <tte beiden ao entstehenden Gleichungen , ao wird 



«1*0 aach für negativ« U geltea, wa« gegenüber der Gleichung (12) xu Kcsul- 
talMi iii«^#s=l föhcta wfiidc. Die SmIm iai «bar «ahr «ii|CMlir W«t 
al«t Gltf akug «im dar ITora 

hinsclireiht, der sagt eigentlick, ich will eine Parabel y—Afi-\-AiX-\-A^X*-\^.^ 
cuustmiren , die »ich mögUdiAt genau an eine geRebenc Curve y~^(x) an- 
•chlieMt nBd zwkr um so ganatter* ja hSliar der Orad der Parnbri int. Eine 
Parabel vcrlaafl «bar immer stell», daher kann ihre Identität (üeckung) 
mit der CurTO |r=^/1(«r} nur so lange statt £ndaa, als dia letztare ebenfalls 
alatlg varliaft; tritt alao «. B. fSr dr={ aina DiaconliBBitlt in f^x) ein, 
•o hört an dieser Slulle die Identität swiscbcn und y =Ao-{- AiX 

A%X* -\- .... auf, -wemi sie forher bestandan. hat, weil sich eine unttetiga 
und eine stetige Curve nicht dnrcliwag dadtan kdnaaii. Ueber hin* 
aus giabC irs=Ao-|--4i'^-4-*** Foruauaag dar Parabal, aber nicht der 
Curve p^zf(x')y nud beide Gröaseiiformen haben j»ar keine Fcricliung mebr 
mit einander , weil es uuzäiiiige Curveu y—f(x^ geben kaun, welche für 
idaniiacb liadt Rir «nalatig werden, aber für ;r>{ gans willf 

kü?irlich iiml a-uii rinatidcr xerscliirdrn vcrlrUifr-n. Ks Kanu nun der Fall 
eintrete ^ d««i die Funktion |r=/(4r) atetig bleibt von X'=-r-^<l> ir=:(t 
n1iV^fM'^J^; bb Xi^'f OD , ab«r bai jf didtostiiintrUcli wird; dann giettt mit 
xw4>i-'Verschledaai»'Fara1»ala,'Waklia mit den beiden Zweigen von fftszfdty 
Ku^ammenfallen , also zwei ennz Terschiedene Keihen tür f{x) , jcnachdem 
X oder X^i ist, Dicss haben wir In unserer Betrachtung, denn //(«) 
Ist eina an der Stelle v=l discnutinuirUabu* abar tonst stetige Fun^itioD, 
und daher also tlio doppelif Heihenform. Diese Bemerkung li^it sick 
übrigans leicht auf den Fall ansdeiuien, da«a /(J) .mahrmals 4Ä«caatiit»ÜKUcb 
vladv.« f 
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J.1. 



fx^uthi «Ich Ififht . . ^ 

mi weon mm für V 2-|-l>tt> V^— 1* ^ fanmer 

. » • . 

fat« den Areteir*Ui KcfA^e-Vemandälf^ so wird 



wm GrSsseD / dntob j^i«. Formel 

IcitiiBiiit werded» wöbet da« Integral Inich teicbt nSbor ausfllbreii 

■ I * ■ • 



Velber die höherMi Differenzialquotieii- 
ten der PotenEen des Cosfnii«» 

Von dem 

Uemi Professor Dr. O. Schiü milch 

■n der Vnivmitit sn Jeu. 

■ 

Differenzirt Diao mehnnnls hintereinander den Ausdruck cos^jr, 
M ttndet man leicht^ ' dags die Differenzialquotienten gerader. Qrdr 
unter der Form stehen: 

ThcU IX. 21 
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+ -42aCos/*-*«a:, (1) 

worin Af^t A%t A^, A^ etc. gewisse reio numerische Coefibienten 
bedeuten, welche nur von (i und » abhängen. Da man ferner joden 

Differcnzinfquotieiiten unirorM(!er Ordunnij (laflurch erhält, dast« man 
seiuen V orgänger, der gerader Ordnung noch einmal differeo- 

lirt» 80 bt Idar, dass xnr Entwiokelung von — ■ fiberhanpC 

die Entwickelung de» Falles m=:2n hinreicht. Diese letztere ht 
aber vollstSndig gcgebon, wenn man in dor Gleichung (1) die mit 
A bezeichnetoo CoefBaienten lodependcnt bestimmen kann. Ftfr 

<3en Fall, dass ^l eine ganze positive Zahl ist, wird diese Bestim- 
mütiLi; durch krine Tvpsentlichen Hinjlcrnisse erschwert, wenn man 
einiije KunstgriÜe anwendet; ich mache dieselbe bekannt, >veil sie 
vielleicht zu weiteren Lntersucbuncen über den, wie es scheint, 
ungleicil aehwororen Fall eines ganz beliebigen fi Veranlasanng giebt 
fieieicbnen wir mit ft^r i>H> ^^'^ ^i* Binomiall^oeOia^atea 
des Eiponenteo f», so ist bekanntlich 

(2cos j:)/'=fioCOSfur-f' fi| cos (f* — 2)a; ft^cosC^— 4)j;-|''— » 

wobei die Reibe soweit fortgesetzt wird, bps sia atlkst ab- 
bricht Es ergebt sich hieraus sogleich: 

+ f%(|i— 4)^a>s —4)« + ...... 

Andererseits Ist nach einem bekannten Theoreme: 

2cosnu; =:(2cosar)"» — ^ (2 cos jr)"^* + ^'^^'l^^ (2 cos ar) 

ift ( w-4)(iii^ -^^«^ . 
1 -2.3 («cosar}"«+..., 

wobei aber m nur eine ganze |iösitive Zahl sein darf. Man kaan 
daliir auch scbceihan: . ' - . 

i cosiiixt=(Scdsaj)*— Y '^"'^^ C2cos4r>»-* 

+ f(»-3),(2ces*)ü*-« ; 



(I) 



nnd wenn man mittelst dieser Formel jedes oinzelne Glied der 
Reibe rechts in (1) in eine nach Potenzen von 2cosdr fbrtschrei* 

tendc Reibe verwandelt, so kann man n&chhor die ganse rrrhf^ 
Seile n.'K'l) sotcl^ea Poteoaen onioen; maiik erhÜt* hiwdatsb. obo« 

Schwierigkeit: ^ *' 
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+ . . 

oder n ortra : Hieno 



■ • 
•••••• 



» 1 



gesetzt wird, so it*t lür eia ganze» positive« p : 

■ " ' . > •* • i • ' * . . . ' 

worin das Bildlingsgesetz der Coefüzienten mit völliger Deatitch- 
keit aosgesprochen liegt. 

Da mu der Gleichiing (2) b 
«dit vorkommen SSoneD, £o fol^'t, dass (ur;i> 
sein muss, wäj einen rein al*jebrai^chen Satz giebt, dessen Beweis 
jedoi'h. einer brieflichen iVlittheilung des Herrn Hr. Arndt zufo^§i^ 
doi gewöhnlichen Mitteln Trotz zu bieten scheint 

Setzt man zur Abkürzung 

(— 1)" 

ao l«t 

nie WM» idcht nittebt des Hup-Laainisclieii TbeoraiM einaialit 
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Einfache Constraellon des Krfim- 

iansshalbmeissers der KegelscbniUe. 

. Herrn FabrikeiirKoniinissioiisralhe A. Brix 



Es sei VA V (Taf. VlI. Fig. 4.) ein Kesebchnitt, P dessen 
Brenopunkt and Q ein lieliebiger Curvenpunkt, fär welcbon AP 
=x, PQ=y die Coordinateo, Qßi=x die Konnale und PiV=ii 
die »Subnormale vorstellen. 

Van debe durch Q vmA F dieSdfcanto QM, errichte in iV^daa 
Perpendikel Nß! auf QN, welches die Sekante In 31 schneidet; 
dann ziaho man MO senkrecht auf QM und verlän«;ere tlie Nor- 
male bis zum Durchschnitt O mit dieser tSenkrechten, so ist QO 
der Krflmmungshalbmesser des Curvenpunktes Q, 

Einen einfachen geometrischen Beweis dieser Construction 
ru finden, ist mir noch nicht gcIiirtL;en, wogegen ihre üeberein- 
stimmung mit den analytischen Formeln leicht nachzuweisen ist. 
Gehl man nämlich von uer (jieichung 

atnr, s* ist - \ ■ . 

Naeh obiger ConstracÜon fipdet man aber leicht, die in der 
Figur angegebene Beteiehnung berficksichtigend; 

. , PluD ist i I j 1. - < r 



folglich, da /4F=r£(-l + ^aj^Xi. 
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m-tinx—mV,t-i-n _^ 2u—m\flfn : ' ['.. 
sDd wean für tg9 uod.tgV obigen Warthe jekngesetzt werdetfi 

• • • • I • 



1» , » . . 

Fenner hat man 



also 



Obeo war 9s=:x.aec*(^-|-^) angegeben, also i|it mm 



|_3 ' * ' •* 



atreiB«tiiimi6nd mit der analytischen fV>rmel Ar den Krflnmmngar 



♦ 



:i\ . ' • ♦ j 



BenierlLiuis zu Aufjiralie 23. in: ^Dte 
tterkwüMlissteiiEiseiifiiehafteii des ire- 
radlinjigen Dreiecks. Ton C. Aflams. 
WiAterOiur. tS46.'' n 

V on dem " ♦ ' 

Herrn, Doctor H. Uoffmi^aiii 

Ldifvr am GjmoMinm 9^ Itaiif» 

' * >' 

t • 

Bei Aufgabe 23. a. a. O. ist die Bemerkung nOthig, das« die 
AttflSiong keineiWegea allgemein ist und nur gilt,' vtenn von den 



. m -. 

drei Huben h^f At die Sipi^e je zweier grosser ist» läa die 

dritte; denn es lat diese Voraussetzung diirehäiM lUebt 
guDS für die MiV^^'^^l^eit der Aufj^abe. 

uieae Bedingung ist für den Fall, dass fi^Mti^y 



'1 I ' i ' , ' h,ht 

£s wird allerdings der Fall eintreten» da^i» Ii^ ^ivischen die- 
sen Grenaen und zugleich zwischen den Grenzen 

liegt; doch wird es Werthe fiir fti und geben, uo die ersten 
Grenzen ganz ansserb^b der ^itellen üegen« wenn nfimlich 

<^-^: A<iA| (3-- V5). 

Wbd Ap grosser angenommen, so werden sich jene beiden 
Grenzen, dte walin^ and die zufälligen, theilweise dedten, bis 
sie endlich ganz ztisammenfaU|su. Dies geschiebt« wenn 

und * 



A|+V 

oder 

Wuchst Ap nocli weiter, so werden die wahren Grenzen zwar wie- 
der Ober jene zufäHi^eu lunaualfeteiy MB jedocb nicht mehr ganz 
veriassen« da der Bedingwg. 



i|^iB reeller Werth von entspricht. 

Man kann die jedesinaligen Cren/.on fffr A3 unter der gemach- 
ten Voraussetzung, Ai > auf eii)l4^b6 Weise durch eine Figur 
darstellen. 

Ist in Taf. VIIL Fig. 9,udB^ki, so mache man BC==BC 
=Äa, errichte in C un^ C die Perpeud'dcel CD^^OD'^h^, und 
zielte und ^D', so sind die wahren Grenzen von BB and 
BE', die zufalli^en AC und iit*. 

Es wird nun nicht zwischen AC und liegen können, 

wenn Bc so genommen ist, dass Äe'^Be, Die Constmctioo giebt 
für di^en Fall h%^Bc, wo JJ^ in c ^ getheiU mtp dass 
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ßCiJ6s=:A€iAM. 1) 

Den da ße=:Ac ««tu «Ml» m MgtdIeM Pl«p«f(lwi H90«Mk tm 

Acicd^ ABl Be. 

ffiemH ist zugleich der Werth vos fifr den VaH «elMfeto, 
das« die wahren und zufälligen Gren/.en 8ich decken, oaw also 
ACssBE imd jilCrsAi^. l>enD mit UUfe dieser Bedfoginig wird 

Mi 

ACi CiH=zABi»ß mi ACt CBf^ABxBWf 

eititehe»! 

ACiB€=^AB'.AB+BCrmA AB+BdBCssABiACi 
m beiden aber folgt : 

AC.ßC-BCAB 2) 

VeqcMeiit nan 1) und 3) mit eiimiider» so iblgf i 

JS^:i=i4C und AcssBa 



JEin Faar Xetraederoätze. 

Von dem ; 

Herrn Sehulratii J. iL T. Mdlter, ^ 

Diraelor dae BcalgymnBsliiiiii tm WleAaden. 

- • : • • 

' t IVerdea Ib den «4«r ^eitenfllehen ' - 

> 

A» B. C» B 

««e» Tetraeders« deren Gegaoech eitel - 

b, c, p 

drf, vier Pookte 
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4 

halm, und l|69Mkii«et pm- die »In . ■ - 

A liegenden Dreiecke a'cO, a'öb, a'bc mit ^b, Ac. Ad; 

B „ „ b'öa, b'«c, b'cö „ iSTc, /^i>, 2^^; 

C * t V Vrtb, c'W), c'l>Ä H Cp. Ci, Cb; 

/> „ „ O'bc, O't«, ö'Äb „ DA.DB.Dei 

HO der jedesmalige Zeiger die 4eui Thcildreieoke anitcgqnde Te- 
traederfläche töty so finden folgende Beziehungen statt: 

ÄC'Cb* Bd • Da = An . Db* Bc • Ca ^ • -Atf • Cd . De» 

- Ad Dc Cb.Bi =Ab .nc.Cü.nj=Ac. Ca Bd-Db, 
Ab.Bd*Dqp^Ca'^A€' Ci^'Db'Ba = Ad 'Da'Bcp Vm-' 

Dies» drei Gleichheiten von vierfactorigen Producten gehören 
der Reihe nach deo drei einfachen gehrocheoen gendlintgen Vier- 
ecken 

acbö=aöbc, aC>d^::^ÄbcO, abOc^acÖb 
mit den Dh^onalen 

ab, C^i AC, bO; dO, bc 

welche dorch die vier go^jchenen .Tetraedereel^en bestimmt eind. 

Für jedes solche Vieteäc'ist denmadh imter der olien gemach- 
ten Voraussetzoog 

das Fredfi^ airs wit vier Theildreie-cken, welche 
dessen Diagonalen anliefen, gleich den Produc- 
ten aus den vier dessen »Seiten anliegenden Theil- 
dr ei ecken, von d enen kein^e sitei derselben Tetrae- 
derfläche angehören. 

« Von der Richtigkeit dieses Satzes flberaeugt man sidi lelchti 

*irenn man , die Tetraeder, welche o zur gemeinschaftlichen Spifze 
und A, By C, J) /II Grundflächen haticn, mit CC.#, ^n, Cc» 
bezeichnend • die aich augenblicklich ergebenden Verbäitni^gletch* 
heiten \ . *\ 

" JCAi^BitCe^DAiBgzOBiU I ' - 

^B'-^c'-^i) = ABiAc: Aoy 
^ci^d'.^a=^Bc:Bd:Ba, 
ZD:€AiXs^€»i CA' Cb 

bildet, uikd diese in gehöriger Weise durch MulUplieation verhindft 
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% WerieD io den fier TetiMderfllcliett 

A, B, C, D 

vier TransveBtalHmeB 

a'p 6', c', d' 

dergestalt gezogen, (ht8<» dt«iielbeii in der geiiieinschafUicht:!! Tran«' 

^ • ■' ' 

lieg*»ii , itTifl ?>f /tMohnet iii.in die; hierdurch auf don Tetraederfl'ii !i«n 
(»»»tiiiiinten Dreiecke, welche darch je swei letraededcantea <UBd 
4i<| ivg^börige Tran^versalli^te begreuzt wevd€ii> ntml^b< 

Alf, 06', ac'; Ml/.bcf', lyil; ülT« aif;.«^!^, Oa', 

mit 

DAt Ba, Ca% Am» Cm, Dn\ Be, Bof Aei Ad» Bp; 

so erbidt man 'dieselben Gleichungen, wie die in 1. gefnndenen. 

Sowie der Beweis des ersten Satzes dem des ihm analogen 
Tom Dreiecke entspricht» wonach mit Anwendung derselben 
Bezeicbuungsweise 

Ol« 6«. c« = a«. ci . 6a 

mi, 80 ist diess auch mit dem des zweiten der Fftlfj' der fiir das 
Dreieck ebenfalls dieselbe Geetait hat 

Diese beiden Lehrsätze mit ihren Umkfliisingen , deren weitere 
VerColcung RnVksirlit auf ihren Zusammenhang mit andern, 
vielleicht noch nicht bekannten Sätzen eich' d^r Einsender auf eine 
andere! 2elt «rerapMt; scMeMo; ''hlBaesdiMi wmnk., ihrer Analogie 
nit den ervrihnten Dreieeksafttaeiif der Mittheiuing 'werth -au ttoUü 
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Veber die Summfrun^ der nach den 
Potenasen einer Hauptgr^sse fori^elirel- 
tenden Üeihen, deren Coefflelettten 
eine arithmcli§clte Reihe einer b^ehi- 
sen Ordnung bilden. 

Von 

dem Heraii^gebciu 

■ ■» » • r 

. - Ich seile bei ilteser tJntersachuog von dem fo1||(enden Sateö aus ; 

Lehrsatx. 

Wenn die (Jrösse :r,* welche wir als positiv anneh- 
oien wollen, kleiner als die Einheit ist« igi,^ .»^uod ^' 
positive ganze Zahlen bezeichnen; 80 oXliert illiell, 

»(tt+l)<»+2)..-..<»-|-Ä— !)«• 

je^erveit bis zu jedem beliebigen Grede d«riNulK wen« 
Ii; Indem k als eonetaBt bretrAobtet wisd, -ie « .SJfttiiid-. 
liebe wiobett «*» •■• 

Beweis. 

Es ist, wie teicbt erbeUet: 
(n+ 1) («+2)..^(«+ Ä) ««+i=»aM- 1)"" (»+ A—l)^ 

(»+2)(»+3)....(n + A+l)a:*«+«=(»+l)(w+2)....(« + A)^«+i 

><a+~n[)(i+;rb^....(i+s:F^ 

(«+3) (n +4)....(« +A;+2):r"+'=(n+2) (« + 3).... (n+Ä+l)aM-> 
(n +4) («+5)....(»-f k + 3)aM^=(«+3)(fi44)....(ii+*-f3)«»^» 

n. s. w. . 
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ü=rt+j^(i+jj:^)a+^)....(i+j;4:pj). . 

11. 8. W* 

setzen : 

(■+1) (ii+2}u..(n<|-i^)a«f 1=11 (« f l)...*(it-|- i^^l)«" . JKlT, 

(«+2)(«+3)....(n+A4-l)a:«+«=(n + l)(»f f *2;....CwV>^)^^^ 
(fi+3) (« +4)....(n+^+2)x»+3=: (n+2)(7i+3)....(«+^+l)a^ f2 . 
(ii4ax«+5)^*.(ji+ife+3>«»+^==(»f3XJi+4)....(«+A+2)j^ 



(w + l)(n+2}....(n+i5:>"^-' = ;7(;i+l)....(n + A-l):r«./irj-, 
(«+2)(ii+3)....rw+A4l)^«+=^=«(«+l)..~(nfX-l).r".A'Ä>2, 
(m^^(l»^-4).«.(Jl+ife+{^)ar"+»=l•(||+l).^.(J^+i^^ 
(»■i^(ii445)..„(n+^+3)a?H^«ii|{j|,+l).„.(it+i^^ 

♦ 

Off^ob^ aber » ^ . 

oad folglich 

K=K. 

Ib s. w. 



Jrjifiie9<(i&r)«, 

ÄAr,Ar2;r»<(Ä:i:)», 
\ U. 8. W. ' ' 
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(ft4-l)(ti4-2).».(n+i()d!«4'i=ft(n4*iV..(ii44*^1)Jt*«*l^ 

(«+t>)(»+3)....(n+/-fl)x«+«<w(n+l)....(M"f/.— J)a:*.(i5rj:)«, 
(7t+3)(«f4)....(n+;i-+^)a?'H-3<n(n+l)....(// » A-l).Tn.(A'a)». 
(«+4)(ii+ä)„..(M+it+3)a;«+4 < « («+!).... 4- . CA>^*, 

U. 8. W. ' 

Soll DHU JLaf<L, il i, 

wm, so mii88 

*< j j—T"^ T 1 — . 



ote; virä# dissalbo ist, I . 

+^>^^ +;ii><i +;rFi:i) * 

sein. Wenn aber » io's Unendliche wächst^ so näbeto sich die 
Brüche i " * * » • ■ . 

' . • . • . I ' 4 ' 

1 l 1 I . . . 



d^en Anzahl constant. Dämlich k ist, immer mehr und mehr der 
Niill ood können derselben beliebig nahe gebracht werden', Wenn 
mnn nur 7i iirnss ^emig nimmt, und es wird #ifh also» W^no^ Sl 
ins üoeodliche wächst, offenbar der Bruch 



Helcher stets kleiner als die Einheit ist, im Wachsen der Einheit 
immer mehr nod mehr nähern, und derselben beliebig nahe gebracht 
werden ki'inaen, wenn man nur n gross genug oimmt. Da nun 
nach der Voranssetzunn- .r < 1 nn«l als oino constatite völlrw be- 
stimmte (irösso natürlich von der Einheit um eine bestimmte end- 
liche Gru8se unterschieden ist, so uird, wenn man n ina Uneod- 
Kche wachsen l&ut» der stets ,wa€liseod« Brach 

1 

welcher der Efaiheit beliebig nahe kommenikMiD^i^eM num-miH 
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gross genug niniBt» inmer endlich i^Osser kU x wndMi, daim 
iü«o die obig« Bediiigaag «rCiQiU, . imc|. fplglicb 

- . i . JCx^^H .... 

Mio. Dam oidieiii sidi aber nach dem Obigen die GrOeaen 

«(«4l)....(« + A-l)^r«, ' 
(«+l)(M+2)....(« + A-)ar''»-», 
(fi f J)(M+3),...(n+Afl)ar«>», 
(«+3) (n+4) ,...(» + A + 2) ;r«+», 
(fi44)(«+ß)....(jH-Ar+3)«»^S 

- Q. a* w« -. j ' 

offenbar immer mehr und mehr der Null und kOnnen derselben 
l»eUebig nahe gebracht werden, vrenn man nur -weit genig:<|a''difr 
vorhergehenden Ki iho fortschreitet oder sich nur n<'it ^enug von 
ihrem Anfange entfernt« wodurch unser 2$atz offenbar voUstäuUig 

beiii'iesen, ist. , , 

' Die IbiMbradde AboaUme der Wertlle T<ni ' • 



I < • 



>4P 



n(n+l)....(n + i5:-l)a" 

mit wachsendem ii' b«^nnt nur er^t dann « wen^ 

'..»«. 

1 

geworden iat* was' immer andlidi einmal eintreten 

Z u $ a i %• 

Wenn der absolute Werth der Grosse x kleiner als 
die Einbeit lall nftd.sinnd k poaltWe ffenae Zahlen be- 
seiebnen» ao n&bert eich der abaolnte Werth von 

«(n + l)(« + 2)....(i»-f X— -1)0^ 

jederzeit der Null, wenn n, indem k als con.stant betrach- 
tet wird, in*s Unendlich e wachst, und kann der Null be- 
liebig nahe gebracht werden^ wenn man nur jt gross 
genug nimmt 



Ea iat nun^ wovon man aich auf der Stelle durch gaoi leichte 
Reebnung fibenengt» aUg!andiiib>}'$ >. . .1^ 1 1 

«(«-f l)»..(w-f ^— U ft^-f 1). ..(tH:*— 2) , («— l)«....(n+Ä-^ 

— i.2.3...i"" ' - Aa72..^t.f ^^-H '1.58.3....^ — 5 

alae, wenn man filr 11 nach und nach 1» % Z, i» n eetst: ^u. 
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: . Ai. 1 . 1.2.3.... A' 1.2.3.. . M- 

2.:K4....(A4-1) _ 2,3.4..../ : . 1.2.3....A 
1.2.d....ifc. ~1,2.3....(A— l) + 1.2.a...** 

™1.2^.3....(A-'l)"*' 1.2.3....* • , 

4.5.6....(^4-3) 4.5.6....( ^ 1^2) 3.4.5....(/-f2) 
1.2.3....* ~1.2.3....(>t-lJ ^ 1.2.3...-ife ' 

11. i V. * 

ti(w-|-l)....(n-f/-l) _ 7t(it-f l)....(7<-f /-2) , (w -l)w....(/i+A:->2) 
1.2.3....* — 1.2.3.... 1.2.3...* ■ 



iliil%liart Bis .■int dl6M Ueiohiiiig«li mcll .der Reibe mit 

und addirt sie daDB ^ elnuideci so drbXlt man, . w«dd ülflne 
wegen ^ 

1) j^_^ l-2.3....;^ ^ 2.3.4..,. q + l)^ 
I.2.3.. «* 1.2.3 



4 * 4 



. 3.4.g....a--f2^ ^ 

I I.2.3...tf*^ ' » 
1.2. 3..M * 



0. s. w. 



gesetit wird, anf der Stelle die G^ichong 
Weil nun aller oisniMr 

rw:^ — 

r, ' • . • .iiitii ► 

Ist so wird die ▼orheigeliende Glektlim^ • * *' ■ 

,,M»9Kia-ri«^ . 1.2.3.*..* W , . 
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1 ') 3 n—l 



iL 



1 



also 



3) (l-ar;^«=l+jf-ta:«»+ar»+.". + ^*— r«*- 

Vergleicht man dtese Gleichung mit der allgemeinen Gleichung 
^, 801 üodet man, datis^ wenn diese letztere Gleichung ganz alt- 
SemeiQ, d. b. auch nocft lb ^s^l gelten soll, 

gesetzt werden amw. Die$ vorausgesetzt, ist nun nach der allge- 
nieinen Gleichung 2), weafrli^ A nch und nach 1, 2, 3» 4»«...A; 
geltet wird; 

1 o II 

(1 — «Äi = 5«— I Ä** 





1 
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(l_ar)i,= &,— j^ar". 

und rolsHdi, wMm nu" kddttt . und jutflileUa wm Mk «aibeben 
l«Mt: 



I 

»(II -flXn-f-iXn-fa) 



U. 8. W. 



»(n^-l)(7l+2)...(n^-A~l), , ^ 



* I r 



• .1 1 



Weil noD aber, nach 4) *tod lief L^te von den geom«tri«cbeu 
Reihen 



«0 



iaty so l«t 



. w(«-f 1) 1 
»(ii-Fl)(» 4^2) 1__ 

+ '1.2.3.4 • (!-.«)*-» 
" •': n(ii^l)(>i-t-2).... (n^-^-i) 1 
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Wenn jetzt das ento Glied einer aritbüetbchen Rettie der 
iten Ordnung and die ereteo Glieder ihrer DifferenzeDreiben durdi 

und das 7/te (ilied dieser Reihe durch An i . fVip ßinomialcopnidcn- 
ton aher auf gewöhnliche Weise hezcichuet werden; so i^t nach 
der ailgeiueiiicn Theorie der arithiuctischeu Reihen liekanntiicb 

.... A^^A, 



also, weiyi man fiir n nach und nach die ganzen Zahlen 1, 2, 3^ 
4».... n in diese Gleichung eiolührts 

Ai^A-i-li.AA, 

A^z^A^'ii.JA^^.A'A, 

^a=^ -I- 3i . ^ J 4- 3j, . + 3i 

Qi S« W« 

Am^ ^A + (»-^Di .AA + (n-l), , A^A-h (it-l), .A^A^..,. 

+ (n— l>»-i.^«-i^; 

«od leifdich, weiio man diese Gleichungen , naciidaiiiiiaii sie nach 
der Rtuie mit 



1^ «Cf •••• 

multiplicirt hat, z« einander .addirt, und der Kürze wegen 
«etat, wie leicht erhellen wird: 

8) Sm^^lkA-{^km-'xi^^'¥^L^^^A 

^im^X^A^A 

Ha 8« w. 

+ S^^^A^^A, 

Führt man nun in die«e Gleichung (ür 

• '^»—1» ^»-t» i» •••• ^ 

ihze Ansdrflcke ans 5) md 6) ein* so erhilt man: 
1MII1. 22 



n 
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+ TT- ^) 3- ^•^^ - 1 nr • (1=^* + 1.2 • i=i 1 
+ - j "1" • (r=i)5+ — o — 

. ^-^^ «^«^ J2 1 3.2 l 

4*3*2 1 f 

(yi-lXyi— 2).*..2 1 
+ 1.2.3....(ii-2)'l— arj 

1— T ^ jl 1 , 2.1 1_ 

^{X-^'^ •(l~a:)»-i + 1.2'(l-ar)«-2 

(;f-l)(n— 2)...*1 1 
+ 1.2.a....(fi— 

eine allgemeiiie Sninnuitioiisformel, deren Bildungsgesetz deutlich 
vor Augen liegt 

Ausgeschlossen muss jedoch offenbar der Fall werden^ wenn 
ist. In diesem Falle ist aber die Summe ans der Lehre 
von (ItMi arithmetischen Keihen bekannt, und derselbe biancbt 
daher hier nicht weiter besonders berficfcsichtigt an werden. 

Für n'^k wird die Gleichung 9), weil nach der Vuraui»j»eUuog 
die Grössen 



Jk^ ifl » i^lt ^4s» **m» A\ 



eine arithiuetische Reihe der Ateo Ordnung bilden» uach einer 
eingehen Traasformatiou; 
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35* 
, («— 1) 

+ — r2 — ' 




4 * 

. l— . - . 1 n— 3 , 1 

. («-3K«-2) . . 1 . (»-3)(«-'>)(» 
+ — O — *^ (1^+ TO" 

U. 8- W« 

(n-A)(n-.A+l) , _J_ 

+ O (1—*)*- -I 

. («-^)(n-^+l)(n-A+2) . , 1 lar»J*it. 
+ 1.4 i (l_:^.)t-»f 

U. Ö. w. . f 

^ (it>-^)(n-^-H)....(it~l) __, 1 

Nehmen wir nun den a))soIuten Werth von x kleiner ä\» die 
EtoiMUt au, und ia^^en n ms Unendliche wachsen, nähern sich 
iuh dem Zusätze des oben bewiesenen Lebrsafzcis die Grosseti 

(n~l)j:^M 

Amtlich der Noll and können derselben beliebig nahe gebracht 

werden, wenn man mir n gross genug nimmt, wobei man immer 
za beachten hat, dass die Grösse /• constanf ist. Bezeichnen wir 
also die Gränze, weicher E„-i sich bis zu jedem beliebigen Grade 
öäliert, ivenn n in's Unendliche wächst, durch so crgicbt sich, 
uturiich immer unter der Voraussetzung, dass der absolute Werth 
rot s kleiner als die Einheit ist, ans der obigen Gleichung un^ 
■kleibar die folgende merkwflrdige Gletchnng : 
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eine arUhmetiti che Reihe der Aten Ordnung bilden, so 
ist in einer bekannten Bezeichnung immer: 




Wenn auch dieser sehr allgemeine und gewiss sehr merkwfir* 
«tige Sats in seinen wesentlichen Bestandtneilen längst Vekannt 
ist *K so ist derselbe bis Jetzt doch nur ohne alle RficInNcht anf 
die Konvergenz der Reihe 



nach den bei solchen Untersuchungen i^^f^hräuch liehen filtern Metho- 
den, die hier als hinreichend bekannt vüraus»gesetzt Herden kün- 
nen» liewiesen worden. Der Hauptzweck der ▼orliegenden AbhandT 
lung war eine schärfere BegrOndung des Satzes mit gehöriger 



dieses nilgemeineo »Satzes aut specieile Reihen dem Obigen noch 
hinzuzufu::en, halte ich hier för überflüssig. Auch werden sich 
verschiedene Bemerkungen über die Divergenz der betrt'fl'enden 
Reihe und dergl. , die sich dem Ohiiren unrh anschiiessen Hes- 
sen, einem Jeden leicht von selbst • iLMtbco, und können daher 
hier der Kürze wegen füglich gleicbfaii^» übergangen werden. 



*) lrl< finde ihn zncnt in: Thr ffoctrinc of rTinnrr«, or a 
meChud of calculatiog the probabilitj of event* in play. 
Bf A. De Hoivre. F. K. S. London. 1T16. 4. p. 131. nnd Moivre 
mag 4füi«r wohl der Erfinder «ein. Sonst m. auch das Hiilbeuia* 
tiseho Wörterbnch. Tbl. IV. S. 601. 



Af AiXy A<2pc^, A^x^t A^x*, 
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Belationen zwlsclieii den FakuUälen- 

koefttzienten. 

Von dem 

lierru Professor Dr. O. Schlö milch 

ma der UniTenitit tu Jena. 



In dem Aufsätze Tbl. VOL Nr. XL1. S. 437. des Archive» habe ich 

nun 

Sezeigt^ da88, wenn C\, C^> C3,.... die FakultätenkoctlizienteD» 
. h. die Cout»taiiteD der Gleicbuog 

ii(«+l)(«+2)...,(«-|-n^l)=Clie+4«*+Ä»'+.". + C;«* 
beseichnen, die Formel gilt: 

wobei 7» eine posUi\ (' «^aiize Zahl und l>.'r> — 1 sein muss. 
Diese letztere Bezieliung kann nun aul' folgende Weii«e zur Auf« 
fiiidotig von Eigenschaften jener mertmrflrdigen Zahlen benntsC*wer* 
den. Es SCI q>(y) eine Funktion , welclie .sich nenigatens wahrend 
eines kleinen, bei y—0 anfangenden Intervalle« in eine nach Po- 
tenzen von if fortschreitende Reihe venrandeln lä^st, also etwa 

ip(y)=A^ -I- Jijr-f + ila^'-l- .... 

In diese Gleichung substituire man jf=:/(l^a:), so ivird 
^[/(l-f x)] eine gewisse neue Funktion von darstellen, weiche 
Bit ^{x) beseiclinet weiden mS^, und man bat 

Verwandelt man hier jedes einzelne Glied nach Formel (1) 
selbst wieder in eine Reihe und ordnet dann Alles nach Potenien 
von Jff »0 kann man -die vorige Gleichung auf die Form 

ip(jt)=aQ-^aiae 4%ir*-|-i%dr>-f- .... 
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I 

briiiseu, worin Oq, 0|, a^, .... auf {gewisse, leicht in einer Formel 

nüsdrucklmre Weise von Jl^ » ^^j • ^» ■ ^ 'i i»'*- 

hiuigen. Wählt man nun die ur^prüngtiche Funktion <;p(^} 8ü, dass 
sich (p[/(l-f:r)]=i|;(^) ganz unabhängig von der vorigen Betrach* 
tnng in eine Ifeihe von der Form 

^ {äL') = 60 + + + + •••• 

venvandeln lässt, so ffihpt die Vergleichong d^r rooffi/.lenten bei- 
der Reihen leicht zu ElgcD.^cbeileR der Fakoltätenkoellizienten. 

Dan oinfadiste Ijeispiel , wim sich hienu geben l&wt« bii4el 

die Annahme q>(jf)=ey, oder 

«»=1+1 + 1^-^+ 

woraus filr folgt: 

und wenn man hier die Fomiel (1) fiir tn==:l, 2, 3, etc. in An- 
w^dong bringt, so erglebt sich aus der Vergleichung der Coeffi- 
zienten von 

wie muu auch leicht aus der Deünitiun der Fakult&teokoeflizientea 
ableitet. 

Nimmt man in der bekannten Reihe (Sx coiiß fUr z die iroagl* 
oiie GrOsse «V^^, so erh&lt man leicht: 

worin S|, £^ etc. dieBernoulIischen Zahlen bedeuten. Fflr y=/(I-|-ar) 
geht die linke Seite in ^^^^^ Ober, was sidi unmittelbar leicht 

in eine Reihe verwandeln lässt Nach beideiseltiger Coeüizienteo- 
▼efgleichnng kommt man auf die Relation 

Är n^rjunr „ i-2.3....(«~l) n-l 
*h vi — x%f^4i-xft t« — 2 

die wegen 4er einfachen Verknfipfung der Fakultfilenkoef6adeDte« 
mit den BemouUischcn Zahlen von Interesse ist 

Eine etuas allcemelnerc Ausführung dieses Gedankens Ist 
die folgende. MitteK«it des Theoremcs von Lagrange verwandle man 
die /ite Potenz von der Wurzel der Gleichung 

V 
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iB eine oacb PoteiizeH von x fortgehende H^ibc Da^ = /(l4-*^) 
ik fragOdie Wurzel mt, so ergiebt sich himes eise Reine fifar 
yC^-h^y» tmd swar Ist CoeffisienC rem ia ibr 

Nach No, (1) dagegen ist der CoeOfisisDl von in der Enbvicke- 
heg roD [/(l+;r)]l*: 

(-t)»-P « 
n^'- 

Ans der Vergieicbuog beider Resuitste ergiebt sich 

* 

(-l)^.1.2_.(|,-.l)^ = l>^«b»->(j^)-]. 

wenn nach pesehehener Difforenziation ^=0 genommen wird. 

Nach der Rei;el filr die Differenziation der Produkte Inmn man 
Uerans leicht die folgende Form ableiten: 

(-l)^4«(«-l,„/>-»(^j)". ,=0; 

die vielleicht /.u einer independenten Bestimmung der Falialtäten* 
kflcfiizleDten (ubit. 



ITHtenudiiuiseii ttber die Karre^ weU 

ehe der Ort der Fusspnnkte der Senk- 
reeliten ist, die man Ib einer Kllipse 
▼om Mitteipiinkte auf Ihre 
Tangenten fällt. 

'Von dem 
Herrn Doetor J. Dienger, 

Lehrer der Malbemauk und Plijcik an der höheren Burgcrschnle in 

Siaibelm bei Heidelberg. 

1) Sei 
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die Glekliuiig der EUlpee, ao ist 

die Gleichung der verlangten Kurve, in Bezug auf die nämlichen 
Koordirinfcnr^xot). Diese Kurve besteht ans vier kongraeoten Thei- 
ieo, wovon der eine reicht 

r bis ^=0 ) 

I 9=0 „ jf=* } ' 

der andere von 

der dritte,«, j ^=0* ^=-6 } ' 

j . {w=0 bis x=a ) 

der viert» von jy^:«^ bis y=0 } • . 

Die Kune ist leicht sn verseichDen. Bedeutet ACBDA 
(Taf. VII. Fig. 5 ) die Ellipse (1), so mache man Winkel COE 
^FOB und zeichne OF so, dass 

on. P C 

aJsdaun wird F ein I'uiikt der verlangten Kurve sein. 

Wlire ACBD die CUipse» deren Ualbazen r- wären, so 
hätte man : . * 

Die Kurve (2) ist immer ausser der Ellipse (1) und berOhrt sie 
'bloss an den vier Endpunkten der Axen. 

2) Die Ordinate y ist im ersten Viertel (von B bis C) ia B 
gleich NuUf in C gleich b% ist nun 

' j<26*) so ist y~=b ein Maximum der Ordinate «und 
> sie wächst also beständig von B bis C\ 

j> 6*) so i8t für j:=0, 7=/y ebenfalls ein M iximum 
=26^1 und y wächst gletchfaUs von iß bis C; 

ein Bfaximiim und es wächst y von ^ bis 
zu einem Punkte U, dessen Absdsse 



y — b ein iMiuimum und es nimmt also« 
wieder ab von U bis Cy wo es =6 wiro. 
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3) ia deti in dc^r vorigen Numiuer aufgezähUeu Punkten läuft 
dtoliBgtttte an die JCnrve paraliel mit der Axe der ai in den 
MdM A und B aber mit der Axe der 3f. 

4) Liest man die Halbaxe OB (die grCesere) wacbsen, 

vibreod OC uoTerändert bleibt, 6o erhält man eine Reihe der 
fatb (2) aosgcdrOckten Kurve analoger Kurven. Die elnhfilienden 

Knrreo dieser aller sind /nei Kreiso. <^<»ren Durchmesser nach 
Ghls^ und l-<;<m* die Lini» d und 0/> sind, welche Kreise 
Wide durch den Mitlelpunkt Ü gehen und alle die Kurven in deo 
Pakten C und D berühren. 

5) Die von der Kurve (2) umschlossene Flüche ist gleich der 
kalbeo Flache eines Kreises, dessen ilallimesser gleich BC ist. 

Der zwischen miaerer Kurve und der £llipse (1) liegende Raum 
»t gleich der halben Flicbe- eine« KreUMW, dessen uübmesser 
gldeh OB—OC ist. 

\)pT Flachenau8j>rhnTtt. welcher dem Winkel BOJt=i ent- 
^richt, wird ausgedrückt durch 

— 2 — ' + — g — BiazL 

6) Die Länge des zum Winkel t geliOrlgen Kunrenstäcks 

wird ausgedrückt durch 




^'elche Integrale elliptische Intecjrale «sind, deren Werth nach 
^Goflermann, Theorie der Modulariunktionen und Mo- 
Aiiarintegrale. }. 219." bestimmt wird. An diesem Orte wollen 
vir Inf die n&bere Bestimmung nicht eingehen. 

7) Dreht sich unsere Kurve nm die Achse der so entsteht 
di Rotationsiiarper, dessen Kubikinhalt: 

r 

-T + 3 + T^r^^"^ \ ^; J- . 

Der Kuhikinhtilt dcis Körperstücks, das durch die zwischen der 
EKpse und der Kurve liegende Fläche erzeugt wird, ist: 

'La nr+4\^i^^°H )\ 

9 Oiilit sich unsere Kurve «Ol «ine Aze« die in ihrer Ebene« 



aas 



aJier so lieijt. Ha«« sie verlängert die Kurve nicht schneidet, und 
beissl k die Senkrecht* von O aiw aui' die Aze, ao Ut der Kubik- 
inlidt dw «DtoteliMiden KSrpeni: 



Velber das 
Orahamsclie Kampenwtioiispendel. 

Von tlcm 

Herrn Doctor J. Dieiiger, 

Lehnr an der hoheMB BArgenchaie so SuMheim bei Heidelberg. 



Bekanntlich besteht da^ Grahaniscbe Komnensationspendel in 
einer Pendebtange AB (Taf. VU. Fig. 0.) , die aut dem Boden JJCF£ 
t\wB <^tindri8cheii Gefässes befestigt ist , in welchem sich Quecksil- 
ber in solcher Menge befindet, dass bei Erhöhung oder Ernledricrung 
der Temperatur dteSchwingunesdaner dessoznsamraengesclzten l*en- 
dels nicht (oder kaum) geändert wird. Die Aufgabe ist, diese 
Queeksilbennenge lu bcstSmmai. 

Ehe wir iedoch dieselbe In Betracbtui^ zieheD, wollen wir 
ebige vorlSnfige BemerfcitDgen iDaehen. 

j. 1. . 

Sind «ine Reibe materieller Panlcte unabindeilieb mit einander 
verbünden und es dreht sieb das t^anae System um eine Axe (auf 
deren einer Seite es sich hofinflt tK so ist <lie Wirkung irgend 
einer Kraft, die an einem Punkte des Systems angebracht ist, in 
Bezug auf die Winkelgeschwindigkeit des Systems dieselbe, als 
wenn di<^vMasKe I^m* (bei der m die Masse irgend eines Punk- 
tes, r seine Entfernung von der Drehaxe, und Z die Summe aller 
mr* bezeichnet), in einem einzigen i^unkte vereinigt wäre, der 
sich in der Eutfernung 1 \on der Drehaxe befindet. (Einen ele- 
mentaren Beweis dimws Satzes sehe man z. B. iq Ponlllet- 
Müller Physik und Meteorologie. 1. S.^)^) Die Summe Xmr* 
heilst das Trägheit smomeni des Svstrms. Ist diesem System 
von materiellen Punkten ein K<Crper, so wird £mr* durch /r^dm 
ersetst, ausgedehnt auf den ffanzen Kärper. Wirken nun anf alle 
Pmikle diese« KOrper« gMebe, pamUeie beechleonigMide Kräfte. 
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von denen jede durch 9 ausg^tdrÜi^t werde ; so ist die Wirkung 

auf tien l^mkt m gleich wi(p, und die Wirkung aflrr Kräfte aiifdfn 
Kurper \&i die näniÜciie, als wenn eine einzige Kraft £m(pT in der 
Entiemung 1 toq der Drebaxe» parallel mit den irühcrn Kräften, 
aombracbt wtre. Em wird also der Körper scbwincen,^ wie ein 
•inUicb€8 P^mM von der Länge 1, dessen Masse (in einem ein* 
«igen Punkte vereinigt gedacht) z:=,Jt^dm und deaseD bewegende 

Kraft ^fmbn, dessen beschlennigende Kraft also as-v- ?f^ 
fr dm fr^dm 
~^ 'f^(lm ^ ^ IHmer der OsiillatioD efaies ebifiiolien 

Pendels von der Länge 1» auf das die beschleunigende Kraft ^ 
wirkt, ^ - « demnacb die Dauer der OszUlatioo des susammen- 

gesetzlcD Pendels ^^^ = :t^f^^^^ ,ve.m die he- 

kannte IJrsrlifounigung der Srhivcro (ssÖ'^tSOHlK)) be/cu linet. Ist 
/ die l.,iri:,n' de.s einfachen i*en(lcls, das unter dem Einflüsse der 
Schwere die nämliche Osziüationsdauer hat, so ist 



fffrdm 

also .V 

j_ Jr^dm ft^din 

^-"/rdm Mri ' 

wenn M die Mas^e des ganzen Kurpers^ die l^ittfernunir «les 
Schwerpnnktes desselbeo von der Drehaxe bedeutet. Hferaos 
folgt: 

' /r^dm = lMri, 

wodurch man das Trägheitsmoment eines Kerpors ohne alle I^ech- 
nung hcstinuaen kann, wie diess schon En 1er in seinen Anmer- 
kungen ixi liobins Artillerie, UL Anm. zum Vlll. JSatzc, 
zeigt ^Man sehe auch Corioiis Lehrbuch der Mechanik 
fester Körper. $. 43. und Pnisson Mechanik. II. §. 
In den ohiircn Formeln kann man auch das Element des Gewich- 
tes einfuhren statt des Elements der.^sse. 

Sei mnnnebr bei 0^ Temperator: 

die Länge der 6tange /^iß=.a, ihr. Radius =r; 
die Dicke des CkfössDodens Clh^, der Süssere Radius desselb. =rj; 
die Hohe des Gelasses DG=Cf der innere Radius — f*^; 
die Hohe des Queelüsilber*; im Gcfasse DH—f\ 
das Gewicht der Volumcneinbeit der iMa.sse der Stange ^2^= 
„ „ „ „ „ „ des Gel&ses =<!i; 

des Quecksilbers sc^; . 
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der Kdeflisieiit der lineareiii Ansdeliiiaii» d^ Stati^ dlDr P Ttm 

IKTaturerliohuTtfi; =/•, 
„ des liclässes (Vir 1^' Tem- 

Seraturerhohutig =Ai, 

Berechneo wir nun zuerst frdm bei 0^. Diese GrCsse besteht 
aus folgenden Tliellen: 

c) filr die Stange iUI ist 



•» 0» 



6) fdr den Boden des Geftsses 

c) (ttr den obem Tbeil des GeCaases 

il) Ufr das Quecksilber 

Ueiöst jetzt die Summe dieser Grussen, so ist förO^ Temperatur 

frdm = AT. , 

Erhöht sich ouo die Temperatur zu 19, so hat man io K zu setzen : 
statt a min a(I-fi&0; statt d:6(l-fi(i<;; statt e:c(l-FM; 



e ei «1^ _ 

und um den Werth f zu finden, den man statt f zu setzen hat, 
bemerke man, dass bei 0^ das Gewicht des Quecksilbers 

=(V-rW|fe «od bei <P;[rs»(l+2^<)~r«(l+2ifcO>/' rf^/-, 
ist, 80 dass 

(r.r-ra)/'= -r2(l+2A0] 

Setzt man diese neuen Werthe in K, so erhält man den 
Wertil iE*, der ^ftdm bei Tenperatnr ist 
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Gtau eben «o fiodbt «ich bei O'': 
und (ür 19: 

weDD A\' au!' Kl eben so gebildet mrd, wie X!* aus 

Die Länce des einfachen Pendels von gleicher O.szillatioiis- 

k K ' 

dauer ist also bei 0^: -^^^ bei i9: -^^.^ Damit al«o Kumpeusa- 
tion Statt finde, iBiiaft 

sein, aus %vo!rlier GIei<linnir flor W*»r{h von bostimmt werden 
muss. Sie i^t im All^enieiiien in ßezug aut / voiu (iteo Grade. 
Da / aus dieeer Gleichung nicht Terschwindet» 80 ist eine Kom- 
pensation unabhäf)ui|; von dem Wcrthe von t nicht rauglich ; man 
wird also f innerhalb der Grünzen der Tcmperaturwechsel nehmen 
und alsdann f berechnen. Auch kann man fiir «'ine Reihe von 
Werthen von / die entsprechenden Werthe von / berecbneo, 
nnd, ivsimihreDilnrenzeD gering sind, denMitteiwerth für f oehmeD. 
Wären aber die Differenzen der verschiedenen Werthe von f be- 
deutend» so wSre eine Kompensation geradesu unmdglicli. 



ITelier die Vtewegung einer Hugrel Im 
Ifaafe einer Windbttelise. 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Mwer an der hftherm Bürgettclivle sa Sbübeim hA Hdddbefgv 

Um diese Bewegung zu bestimmen, soll vorausgesetzt " erdnr. 
dass die Ku«el irepflastert (umwickelt) sei, also fest aufsitze; Iii- 
ner ««ei die Üeibung derselben im Laufe =6 (so dass ein Gewicht 
▼OH b Kilodnr. nOthIg wire, sie ans dem Lnofe an siiheo) ; ead* 
Heb mCge der Widemtand der Luft anner Acht gelaesen weiden/ 
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Ks habe nun der an den Lauf an<^e8chraQbte Kolben einen 
Inhalt =/c Kiibikniütcr , sri r (Irr Halbmesser des Laufes in Metern, 
a seine Län^e iui näiuliehcii Maa^se ; icrucr werde das Ventil, 
welches den, die geprcsste Liirt enthaltenden Kolben abschliesst» 
wShrond t Sekanden geöffnet und ee sei die Elastiadt&t der ein* 
geschlossenen Lnft gleich dem nfachen Drueke der Atmosphäre 
(bei mittlerem Harnmeterstande . dort wir voraussetzen) | eedlkb 
sei (las Clewicbt tier Kugel =p KUogr. 

Während der t ersten Seiranden wtHcen auf ^e Kugel einer* 
' seits der Druck der im Kolben eingeschlossenen Luft und ander- 
seits die Reibung und der aUnosphlriscbe Druck. 

A X c r s 

, , ^ , 1 1 

Sei demnach in vorstehender Figur AB die Llnge des -Laufes 

(c nu'tr ), AC <ler Wog, den die Kugel während der x ersten Sekunden 
durchläuft, Äder l*unl:t, in dem sio sich am Ende der Zeit / (< r) Itefin- 
det, AX=x metres. Der Inhalt von AX ist —r'itx, demnach die im 
Kolben enthaltene Luft In den Raum k-^-n'htx ausgedehnt; Ihre Span* 

nie 

niifig beträgt also nuch "^^ ^S^ Ataiosphären, also ist derDruckanfdie 

Kogel r= j-^.^ . ivenn m gleich de» I>nieke der atmosphirlsehen 

Luit aul 1 Quadratmeter (m= 10330 KUogr. uugeföhr). Man hat 
also 

^^g, 

wenn g die Beschleunigung der Schwere (=9,8088 metres) be- 
selehnet. Hieraus folgt: ^ 

g. pt,« =x mnkg log ( — ^ • ' i - (6 + mr^jt)gx, (2) 

wem V die GeschwiadigiGsit 'Im Pnnklf JL btieutet. 
Hieraus folgt: 

^= V ci log(l + bix)-^c^, 
01 = — ^i = X' ^"^"p ^ i«t,,woi*os folgt: 



(1 



0 V^log(l-f 6iar)~i?iar* 



(3) 



Da dic-^ps- Integral nicht allgemein bfsfrninit werden kann, so 
begoügen wir uns mit einer Mäberung» indem üx immer klein sein 
wild. Treibt iM« die NShetung bis a«r «kvten PeleM ven m, fto 
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kommt man aof eUmtiiclM Fonktioiieii; irir trollen im» jedocb 
mil der sireiteii PoieUB to» x bcgnigeo und seCiett 



o » 

80 daw 



1= r— ^=_i==r 



worin a|6|>Ci und 2(«i6, — Cji)>«i6i»a: »ein moss, d. h. 

miir%> b + r^« nnd 2(Miiy%r-— 6— fnr%) > "^"^ jt. 

Die erste Bedingung ist jedenfalU erfiillt, wenn Bewegung erlbl* 
gen soll, und die zweite zeigt; das« ' J 

jg (OT?ir%-~6j- vt r~7i) 
sein wird, was immer der Fall sein wird, wenn 

— s^psr-' — 

ist i^tzen wir diess .voraus« so ist 

wenn p irge nd eine gan se, positive Zahl ist» und man dann flir 

2{aib—c y^ Weinsten, positiven Werth nimmt. 

Von ^«OUi *=^^^^%?r*^ •st>«=0,widd«wir^<?^^%i£ii 
voraussetzen» so ist 

Demnach ist die LSnge 

Fände sich p>a, so häftp flle Kugel den Lauf schon vor Ende 
der Zeit r verlassen, und es wäre die Zeit t' , nährend welcher 
•b Im Laufe gewesen wire: 
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^ - V «, V iifiji^cT^ 

uuil die Geäcbvviudigkeit, mit welcher sie detuelbeu veriiu^eti: 

ist aber ^<a, so bewegt sich die Kugel noch ferner im Laufe. 
Ist nun am KfuIc der Zeit t (vom Verfluss der Zeit t au gerech- 
uet) die Kugel in F und heiüst CY—y, so ündet sich« wie oben: 

woraus sich ergiebt: 

welche Formel die Geschwindiijkeit im Punkte I' !irs(immt. Setzt 
man hierin y — a — q, so erhalt laaa endlich die Geschwindigkeit, 
mit welcher die Kogel den Lauf vertässt, filr die man fiadet: 

worin q durrh die Formel (0) bestimmt i«t. 

Diese Lnd^e^^chwindigkeit zu bestimmen, haben wir uns zur 

Aufgabe gesetzt. 



Vebuersaufffalien für Schiller. 

I 

Von Herrn Oskar Werner, 

Schüler des pol^techakchea lasUtotes sq DraidcB. 

I 

Folgendes is»t zu beweisen. I 
FOr jedes beliebige p und positive ganze r besteht die RelstioD 

I 

p 2.4.0....2r 

. / ixr-1 2.4.6....(2iw2) 

(F^riMtswig folgt.) 
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Heber die UentffAt der Pyramidal- 
und prtomattoelieft Sehnltte mit des 

Verwandttscliaften der Collmeation und 

Affinität. 

Vflfli 

Herrn Simon Spitzer 

sn Wien. 



j. 1. 

Möbius stellt in meinem barycentrisclien Caicul zuerst das 
Princip iIot Collmeation auf; er sagt darüber folgendes: Das Wesen 
dieser nenrn VrrNvnndtsrhaft besteht darin, dass lici z^vei obenefi 
«»der körfKM liclirn l\aiimen jedem Punkte des eitieii Kaunies ein 
Punkt in dem uiuiern Kaunie dergestalt entspricht, duss, weun man 
in <iein eineii Raame eine Memge Gerade siebt, tod allen Ponk* 
ten, welche von dieser Geladen getroffen werden, die entsprechen- 
den Ptinkte in den) rtndem' Räume glelchfaUs durch eine Gerade 
verbunden werden können. 

Aus dieser Erklärung leitet er die Eigenschafltea dieser Figu- 
ren dnreb Rechnung ab. Andere TenroHkeinniiieteD diesen Gej^n- 
stand tbeils durc ]« analytische, theils durch geometrische Arbeiten, 

aber es herrschte darin kein eiiM-nflifher , "ahrer jjeometrischer 
Zusammenhang, es fehlte das üand, das sie inniger vereinigen 
sollte. Man hatte, um mich der Worte Steiner's zu bedienen, 
nur eine Summlunf^ von ans einander liegenden, wenn auch sehr 
^ scharfsiniii^eii Kiniststürlon , aber kein organisch snsammenhin- 
gendes Ganze zu äitande gebracht. 

f 2. 

Ich habe versucht, den geometrischen Zusammenhang collinear- 
ver^vandter Figuren zu erforschen; ob es mir gelungen, mOgen 
Sachverständige entscheiden. — Wenn man eine Pyramide 

durch Ebenen schneidet, so haben je zwei dadurch ent- 
stehende Schnitte eine solche Relation gegen einan- 
der, dass jedem Punkte des einen öchnitt»» ein Funkt 

Theil IX. 29 
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de» andern enteprleht, derf^evtstt, das« wenn drei Punkte 

des einen Schnitts in gerader Linie liefen, die drei 
Ihnen entsprechenden Punkte des andern Schnitts ehon« 
falls in gerader Linie enthalten sind; daher entsnricht auch 
jeder Geraden des einen ebie Gerade des andern Schnitts. Man 
nennt solche Systeme von Figuren, die diese Eigensehaft haben, 
nach MGbiuSj colHnear- verwandte oder coUineare Figuren. 

§. 3. 

Wird die Pyramide saniiut ihren Schnitten auf irgend eine 
Ebene projicirt> so sind auch die Prqjectiuneu der Schnitte coili- 
nw. vetvaadt. diili nach den Gnggt^im «kr Pr<4eotion«Lcfar« en^ 
s|fr!cht jeden» Pkoktc ?m Rnume ^ Ptfnlt - der Prejecllon, und 
ireon im Kaunie dre i Punkte in einer fieradcn Heg:en, ho liegen 
41*1 PcoL^^ivucn 4jie«4ii: (Ui^i Piutkte auch iu einec (Geraden. Ja, 
segar-K«^' Prejedtonen Eineti Schnittes sind '4A)fllnear* verwandt, 
denn die beiden Proiectioncn einer Geladen sind im Allgemeinen 
wieder Gerade, nnd jctieni Punkte der «'inen (.'fraflen entspricht 
ein Punkt der an<lern. Liegt ein «Schnitt in einer projicirenden 
Ebene, so ist die Projection desselben eine Gerade, daher kann 
auch eine Crerade mit irgend einer Figur eollinear- verwandt sein. 

§. 4. 

Man kann daher hei der Entwickelnn2: f!rr (Irsrt/.r» der colli- 
nearen Figuren sowohl von den Schnitten der Pyramide als ihren 
Projectionen ausgehen, die bei- den erstem gefundenen, so oft es 
mOgUeh int, auf letitere ansdehiicn, und umgehehrt. . Auf diese 
Art lernt man zugleich den innem Zusammenhang der rlmnllehcn 
Grüsaen und ihrer Projectionen besser keamtm* 

f5. 

Man nennt den Scheitel der Pyramide das CoUineatiouscen- 
trum, die Üurchscbnittslinie der Ebenen beider Systeme die Colli- 
neationsachse. Dieselben Benennunc^en gelten auch für ilirc Pro» 
jcctionen. liier k;uin der spezielle l^^aU eiotretön» dass die Colß- 
ucatipt^iatihse in elAQQ. PuinL^ über|^eht 

■ ?. 9. ■ 

Nach diesen Erklärungen wird man im i^ande sein, zu irgend 
einer (Seraden ab {t^ClX. Tis. 1.) ds« Systems I. ihre ent* 
sprechende AH des 83^enis fl. sra finden. Man lege nämlicW 
durch O und afi eine Ebene: der Scfiiutt dieser mit der Ebene II. 

fibt die verlangte Gerade, f.ben .no kann man zu iri;end einem 
^unkte e des Systems l, »«einen ent«^|>rcchcndeu l^unkt C des 
Systems II. finden; man verbinde nur O mit c, und verlängere 
diesen Strald so lange, bis er die Ebene IL im verlangten Punkte 
C schneidet. 

§. 7. 

Je zwei cntspreclieude Geiade zwetcr rotlinear -venvandten 
Fkpjrcn sebneideu- sich in der Coliineatiousacbse; denn betrachten 
w» ifgend awel ert p fw ch ta d e CSciade, ser |i«g«ii sie nach dem 



Digitized by Google 



347 

Vorhergehenden in einer Ebene. nIo mrisseii yich daher ücliTiriflen. 
Ihr DurchschnittFipmikt lie^t aber, w<ii er derGenulon des erKteii 
Systems angehört^ in der Ebene des ersten Systeme, und weil er 
auch der CScraden des ZMr«iteii Systems ani>ehurt> In der Ebene des' 
zweiten Systems; er gehört also beiden Ebenen an, daher lieet 
er im Durchschnitt b<;ider. d. i. in der rf>llineation8achse. Es 
schneiden sich daher auch je zwei entsnreciiende Frojecttouen der 
'Geraden in einer Geraden; was besonderil fdt die Geometrie de- 
ecriptiTe benerkenswerCh iet. 

Daratn folgt: Ist in Taf. IX. Flg. 9. von ztrel Figuren die 
eine derselben ABCD, die Collineationsacbse 31 N, und ein der 

erstem entsprerbeTi^ler Punkt a ge'j<'f>en , so Insst s]< h mW I.cich- 
ti^keit die mit der ersten collincar - verwandte bloss mit Hülfe des 
Lineals constmiren. Man verlängere nSmlich AD^ bis die Oolli- 
neationsacbse in 1 ^geschnitten wird» so ist 1 aucb ein Punkt der 
Linie ad der entsprechenden eollinear-verwandten Figur, ^'erbin- 
det man 1 mit <f . so ist ad die der AT) entsprechende Gerade 
Verlängert man dann Aß^ bis zum Durchschnitt 2 mit der Colli- 
neatloiMaclise, so ist % wieder ein Pnnbt der ▼erbisdet nian 
daher 2 toit a, so ist ab die der AB entsprechende Gerade; ver- 
längert man BC bis 3, verlHudet man 3 mit 6» so erfailt maii kc, 
n. a f. 

9 

Unmittelbar daraus folu( Ti w iidi r e ine Heihe merkwürdieer 
Sätze', von denen ich nur iul^adeu uiilühre: Drehen -sich die 
Seiten eines neclcs um n feste Paulrte, die in einer Geraden liegen, 
und bewegen sich n — 1 Ecken desselben auf eben so vielen festen 
Gerri(?en , welebe 8ich in einem und demselben Punkte O durch- 
schneiden , so bewegen sich auch die übrige Ecke und alle andern 
«ntsprecbenden Punbte in andern festen Genden, welcbe mit 
jenen den DnrclisclHiitt O gemein halten. 

Unter alleft Paaren entsprecbender Geraden selelraen sich ewei 

besonders aus, man nennt sie die Gegenacfcsen. Denkt man 
sich nämlich durch die Spitze O eine Ebene pnralU I /u einer 
der beiden Ebenen gelegt, so kann sie diese Ebene nicht schnei- 
den, wohl aber die andere, zu der sie nicht parallel ist; und zwar 
in einer Geraden parallel zur Collineationsacnse. Die dem jedes« 
maligen Schnitte (Gegenachse) entspreehende Gerade liegt unend- 
lich entfernt 

§. II. 

Zieht man in einem Systeme mehrere parallele Gerade ahy a'h', 
a,"b"t.,: (Taf. IX. Fig. 3.)« legt dann durch jede derselben' und 
dmrch das CoilinefttioiMentrum Ebenen, die sieb In einer Geraden 
AfW schneiden 9 die an den parallelen Geraden parallel ist, imd 
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sucht man den Durch^ichnitt L^' dieser (lemdeii mit der andern 
Ebene, so Ut J3" (In der Persjiektivlehre unter dem iNameo Begeg* 
nungspunkt bekannt), da er nicht nur im Dnrcbacbnitte der Ebe- 
nen A"ab, A"a'b' , ^"«"6",.-.., sondern auch in der Ebene IL 
liei-t, der Durchschnitt jener Geraden, die den jjaraUplen Geraden 
ab, a'b' y a"b" entsprechen. Aendera diese parallelen Geraden 
ihre Richtung, so ändert auch A^R' ihre Richtung, sie bleibt aber 
immer in der Ebene A"B"Ii', Man siebt daraus * dass der Ort 
der Durchs ch ni t ts jntn k te derjenigen Gerade n i m S v st em 
IL, welche par ;il 1 1' len Geraden im System I. en tsj» r ( ch e n . 
die GegenachKe MiS des Systems iL ist, oder aucli, dasm 
jeder Reibe paralleler Gerfiden in dem einen Systeme ein Punkt 
in der Gegenachse entspricht. Eben so ist der Ort der Durch* 
Schnittspunkte der Geraden im Systeme I. , die parallelen Geraden 
im Systeme U. entsprechen, die Geeenachse des Systems L Die- 
ser äate Hast sich auch sehr vortheilbaft fiir die Frojectionen der 
Pytwnidaisehnltte übertragen. 

J. 13. 

W ir können die colliuearen Figuren auch noch auf eine zweite 
Art betraebtea. Es sei i<BC(Taf.X.Fig.4.) dieGrandfläche und O der 

Scheitel einer Pyramide; denkt man sich diese GmndflXcbe ABC 
als fest, und die Spitze O der Pyramide als veränderlich, so wer- 
den dadurch nur immer andere und andere Pyramiden beschrieben. 
Schneidet man sie alle durch eine Ebene, so sind die dadurch 
entstehenden Figuren coHinear-venrandt, denn es entspricht Jedem 
Punkte m des einen Sv^^tems ein Punkt des andern : una diese 
waren eigentlich allgemeine Betrachtung der Geometer. 

Wir wollen hier zijerst die allgemeinen Benennungen festset* ' 
xen, und dann einige Gesetze dieser Figuren entwickeln. 

Der Durchschnitt der Scbnittebene mit der Ebene ABC (Taf. X. 
Flg. 4.) i^t die Collineationsachse , auf ihr schneiden sich alle ent- 
sprecbetiilen fJeraden, es möge der Punkt O' sich nach was immer 
liir einem Gesetze beivegt haben, die Fignren sind einander wenig- 
stens zu je zweien collitiear-liegetul . und haben daher einen Punkt 
(CoUineatiottScentrum) , wo sich die VerbinduDgslinien der ent- 
sprechenden Punkte schneiden. Die Beweise dieser Sätze sind 
so einfach, dass ich sie ganz übergehe. Le^t man durch O und 
O' Ebenen parallel zur Schuittebene, so erhält man im Durchschnitt 
diaaer Ebeii6n mit der Ebene ABC die Gegeoachse. 

U. 

Bewegt sich der Punkt O' in einer Geraden, so haben alle 
Kiguren nur Ein CoUineationscentrum , die Punkte aa'a^a!",.*. Üe- 
geo Hi einer Geraden, eben so Wb^b".... n. s. w.^ denn sewobl 
AOt ACy , AO".... liegen in einer Ebene, als auch «, u' , o*...., 
daher der Durchschnitt beid*>r in elnor Geraden, die durch die 
gemeinschaftlichen Punkte aa'a". .. heider Ebenen gebt. 
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Hinsichtlich der besondern Lace des CoHineationsceotrains 
«mI der CollmeatioiMaclise kOniien fiugenile Fftlle eintreten : 

Ij Es kann das CoUineationscentitim unendlich entfernt sein; 
dann geht die PyTamid«» in »'in Prisma über, die Durchschnitts- 
fisureo stehen in einfacheren Relationen, raan säet, sie seien 
»Tfin, oder stehen In der Venrandtsehaft der AflhiitSt 

2) £s kann die Colliuuationsachäe unendlich weit entfernt 
•ein; dann sind die schneidenden Ebenen parallel, die Schnitte 

äkaä Shnlich, können aber auch congruent sein. Die Spitze der 
Pjrr^ide oder ihre Projcrtton nennt man hier Aehniichkeitspunkt 

■\) k')iinon die Collineationsarhse und das CoHineations« 
centrum unendlich entfernt sein, f\. h. es wird ein Prisma von 
parallelen Ebenen geschnitten; die Durchscbaittsfigureu öiud dauo 
nur oonffmeei 

Aehnliche FSUe laaaen aieh aueh hei der sweiten Betneh' 
tongeweiae anfinhrea. 

Wir haben Mäher die eoinneaien Figinren in der Lage i»elraeh- 
tet» wie sie unmittelbar aas dem Pyramidalaohnitt entstanden sind, 

oder in dpr La!»e der Projectionen dieser ihrer Srlmitte. Man 
nennt sie so eigentlich coUinear-ltcgend. Denken nir uns nun die 
Figuren in einer solchen Lage, dsisa nicht mehr, wenn man je xwei 
entsprechende Punkte mit einander verbindet, sich alle verbin- 
dim^slinien in einem Punkte schneidrn . so ist dir Praiie , wie 
findet man da zu jedem Puolite oder zu j«'der Geradt^n dt s einen 
Systems den entsurechenden i^unkt oder die eutsnrechende Gerade 
im andern,' wie kann man die Fissuren wieder In Ihre orsprüng- 
liche Lage bringen, oder hauptsächlich: wctrhe Geeetie finden 
zwischen den Efenjentcn heider Systeme statt? Ich will hier ein 
für ailcmal bemerken , dass die tiesetze» die ich hier aus einer 
Betrachtangsweise ableite, sich auch anf die andern anwenden 
laaaen. 



}. 17, 

Es seien in Taf. IX. Fig. 5. .iBCD und abcd vier einander 
entsprechende Punkte in entsprechenden Geraden lieider Systeme 
iiegräd» so ist wegen des Strahlbüschels OA, OB, OU, OD, 
der Ten den awei Geraden ad und AD geschnitten wird: 

ab ad_AB^,AD l 
^'ed—Cß'CD' 

und diess ist dm (leset/r , das z^vischen vier in einer Geraden 
liegenden, einander entsprechenden Punkten herrscht, und das, 
wie man siebt, auch dann noch stattflnden muss, wonn die beiden 
Systeme irgend eine andere Lage haben, denn es hingt Iiiesa ven 
den Abachnitten der Punkte abcd vnd ABCD ab. 
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Sind daher vier in gerader Linie liegende Pnnkte ABCD 
(Taf. IX. Fig. G.) des einen Systems uod drei ihnen eutsprecbendo 
abc des andern Systems crpirobon. so kann mrin den vierten rHindeu; 
denn in obiger Proportion sind die drei ersten Glieder gegeben,^ 

und w Bei das Tierte onbekannte Glied ^sm, so ist d volUcom* 
meo bestiiDiiit.* Barch ConstructioD findet man ihnanf folgende Art. 

Mbo siehe zwei Gerade unter einem belieliigen Winkel, trage 

auf der einen die Punkte A'/i'(^/)' und auf der andern die Punkte 
a'ö'c' auf, so dass A'fi'z= iB. B V ^nr, C IV CD, a'b'^ab, 
b'c'=bc ist, verbinde 6 mit Ii', c' mit C , den Durchschnitt O 
mit ly Terhiindeii, sehneidet die o'o' in d', den man dann auf der 
gegebenen Geraden anftrfigt. go Aasn cd^e^d' ist. Behufs des 
Beweises ziehe man noch OA' , so hat man einen Sfrafilhffs-chel, 
der von den zwei Geraden A'iy und a'd' gescbiiitteu vvird : daher 
findet die oben aufgestellte .Proportion statt. FOr affine Figuren, 
wo die Strahlen aA, bB,,,^ parallel sind, nrnss sicii noch nebst* ' 

dem verhalten :j|^=^^,= ^Y^=r:.... >lan kann daher bei affinen 

Figuren aus drei in «gerader Linie Iie*;endcii Punkten ABC des 
einen Systems uud aus zvtei ihnen entt»ureche^len ab des andern, 
den dritten Pankt e finden, und zwar dareli Constraetion auf fol- 
gende Arten. 

1) Man ziehe In Taf. IX. Fig. 7, a. \\ ieder ?nvei Gerade unter 
einem beliehii^en Winke! . trfi^f» ntif dteselbe Art ^vie vorher die 
Pnnktc A'B'C'u'b' auf, verbinde i^' mit^' und ziehe durch C eine 
Parallele zu B'b' , so ist c' der verlangte Punkt, oder: 

2) Man ziehe in Taf. iX. Fig. 7. B. zwei parallele Gerade, 
" f& auf, verbinde A' mit a», Ä' 



trage wieder die Punkte A!BCä^ ^«....h»» . , ^ 

mit b' und C mit dem Dorchschnitte so Jst c' der veilangte 

Punkt. 

Die Beweise beider (yonstnietionen ergchen sich aus den Ge* 
setzen der projectivischen Beziehungen ebener Strahlhfischel' 

§. 19. 

Schon aus diesen Gonstructionen ergeben sich die folgenden 
Sätze: 

1 ) Sind zwei Gerade und in jeder derselben drei beliebige 
Punkte gegeben , so können diese Gerader» immer als coltineare 
Gerade und die drei Paare von Punkten als entsprechende colli» 
neare Punkte angesehen werden. 

2) iSind zwei Gerade und in jeder derselben zwei beliebiee 
Punkte sezeben , so kdonen diese Geraden immer als affine €^ 
rade und die zwei Paare von Punkten als entspreebende affine 
Punkte angesehen werrfm. 

Denn nimmt man in der einen Üeraden noch einen beliebigen 
Punkt än, so kann man den entsprechenden Punkt in der andern 
Geraden nach dem Torhei^Eehenden finden. 
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Es sind fünf Punkte ABCDE (Taf. X. FiL'. S.) vod vier ibow 
fol^reciiende Punl^to ci^rr/ einer collmearen Fiirnr ge^lieu* nuw 
soll des Punict e, nelcher dem Punkte E collinear i«t. finden. 
Man bilde durch Verbindung der Punkte AB CD und läicd die 
beiden ToHstündii^D Vierecke, ziehe die AE, die die FB in M 
8chneu!rt. surlie den dem Punkte J/entsprccheiideu Punktim andern 
Systeme iin) . verliinde u mit in, so ist die^e Verbiriflnuü^linie der Ort 
de^ Punktes, e. \ crhindet man nun z. B. auch 6 mit uodurch 
man erhält, und sucht den entsprechenden n, so ist such yn 
der Ort des Punktes s, daher ist s im Durchschnitt beider Oerter. 



^ Es sind vier Punkte ABCD (Taf. X. Fig. 9.) und drei ihnen 
entspreeJjende Punkte aOr, einer atlinen Figur gegeben, man srdl 
de^i Punkt d, welcher dem Punkte D aflin i«t, finden. Man ialde 
dipqh Verbindung der vier Punkte ABCD das vollständige Viereck, 
so erhält man die zivei neuen Punkte M und iV, suche die ent^ 
sprechenden afHinen Punkte m und ;( in den Geraden ah und bc, 
verbinde m mit v und ft mit a, so ist iro^ Durchschnitt beider der 
verlangte Punkt d. 

Es kunnen daher im All;xPinoinrn /wei Ijcliefiiirf' \'ierecke als 
collinear und zwei beliebige Dreiecke als aÜin angesehen Herden. 

f 5B. 

Durch diese eintaclie Betrachtunj^ der ('olÜneation und Afli- 
nliüi der Figuren als PvramidaUcbnilte und durch die«e vcenivcu 
Sfitse ist man im 8tsm{s, eine zahlreiche . Anzahl von Aufgaben 
zn tösen, und überall den ^ei8tigen, geometrischen Zusammenhang 
mit der i^rosstcn Ails^emeinheit zu vereinen. Sätze, die sonst 
lange üeweifiie bedurt^en, werden dadurch voo selbst klar, das 
schönste, die'Kesel- und Cylinderschnitte erscheinen nur als ein* 
zelnci spezielle Fälle. Wir froHen iran gleich versuchen, mehrere 
Au%sben jujt, Hülfe unserer getronnenen Sfttze zu losen. . 

1) Es sind zirel Systeme cotlinear^liegender l^unkte gegeben, 
man soll die Gegenachsen beider Systeme construlren. 

Üm diese Aufgabe zu losen, suche man zuerst die Colti« 
neationsachse; sie geht nach §. 7. durch die Dnrchschnitt^jmnktc 
ents]»rechender Geraden; verlängert man dahor in Ta 
a6 und AB, ac und ^4C, so sind il/ «»owohi als A Punkte der- 
setben, ddhsr ilfJVdie GoUineationsachse. Die Gegenadiseti Ue» 
gen nun mit ihr parallel, und zv^ar in den DurchWlinittcu def, 
durc h O, zu jeder der beiden Ebenen parallel gelegten Ebene; 
zieht man nun durch Q z. b. zur aO nnd ac Parallelen, und Terlän- 
gert :^ie so lange, bis sie die Jli^ nnd AC schneiden, äu eibält 
man die Gegenachse des Systems ABC Rhen so crhfilt man die 
Gegenacbse des Systems ooc. 



t 
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2) ¥j» ist eine Figur des einen Systems, die Coilioeatious- 
aehse, das Collineatiooscentrum und die Gegenacbse des andern 

Systems gegeben. Man soll die mit der gegebenen Figur colli- 



(Taf. IX. Fig. die gegebene Figur , Pcp die CoIUneatioDsachse 
und MN die Cie^eriachse der zn bestimmenden colKnearen Figur. 

Wir entwickelten in §. 11. den Sats: Wenn man durch A" eine 
Parallele zu iruend oiner Geraden, z. B. nh zieht, bis sie die 
Gegenachse in Ji" schneidet, so ist dieser Punkt B" der geome- 
trische Ort der Durcht^chnitlspunkte jener Geraden im andern 
Systeme, die zu ab parallelen Geraden entsprechen. Wollen wir 
daher die der ab entsprechende Gerade im andern Systeme erhal- 
ten . so zieheTi wir don)» das roinnpntfoTiscontTum eine zu ab pa- 
raüeie Gerade, vcrlaogern dieselbe bis sie die Gegenachse in B" 
schneidet, so ist ein Pankt der zu suchenden Geraden. Die 
ab schneidet aber auch die Collineationsachse in einem Punkte, der 
ebenfalls der zu suchenden <Jeraden gehört, weil je zwei ent- 
sprechende Gerade sich in der Collineationsaj-hse schneiden, es 
sind daher von der zu suchenden Geraden zwei Punkte bekanni^ 
daher auch die Gerade. Ffihrt man so fort, so eihSit man aU^ 
den Geraden nh. bd, de ii. s. w. colKnear liegenden Geraden^ 
daher auch zugleich die coliineare Figur. 

3) Es sind zwei cnllinearc Figuren gegeben, die nicht coli!» 
near liegen, man soll das ( ollineationscentruni und die C oiiiuea- 
tioosachse durch Constmction bestimmen. Nehmen wir an, wir 
h<itten bereits die Gegenachsen gefunden, ziehen wir dann aus 
einem Punkte B" (Taf IX. Fig. 3.) der einen Ceirenachse zwei 
Strableo B"a, B"ß, so werden die entsprechenden Geraden a'b', 
d^bf^ im andern Systeme einander panlJel sein und tod der Colli- 
* neationsachse ein eben so grosses Stfiek «/} abschneideo» da die 
zwei Strahlen abschnitten. T'm daher unsere Aufgabe zu hissen, 
imis.sf'ri wir zuerst die (ieircnachsen constrniren, das geschieht 
aui iulj^ende Art: Es seien in Taf. X. Fig. IL ABCD und abcd 
collinear- verwandt; Ich ziehe in dem einen Systeme ABCD zwei 
Paar zu einander narallele Gerade MN, M' fS' und MP, M'P\ 
und hostininie in der collinearen Figur die entsprechenden Geraden 
(indem ich zuerst zu den fünf l^unkten ABCDM und abcd den 
dem M entsprechenden m suche, dann eben so n , /> , ....) ; in den 
Durchschnittspunkten R, S sind z^vei Punkte der Gegenachse 
enthalten. Hat man auf diese Art die (iegenachsen der Figur 
ABCD (Taf. IX. Fig. 3.) bestimmt, so kann man das Stück aß 
leicht finden; man braucht nur die parallelen Geraden ab, a'v 
nher die Cregenachse dieses Systems zu verlängern. Um noch 
B"a zu finden, denken wir uns die Ebene 1. ])arallel zu sieb selbst 
fortbewegt, oder ))loss eine Gerade P(p' parallel zur Gegenachse 
gezogen, so sieht man, dass ttß: u'ß' ^ uB" it^ B" , woraus man 
vB^ finden kann. Trl^iit man vB" nun Ton B' aus auf und sieht 
die Parallele Sur G^enachse, so erhält man die Collineationsachse. 
Sucht man im andern Systeme aucli die C^ollineationsachse, legt 
dann beide Systcnte über einander, dass sich beide ( ollineatioo«- 
achsen decken, und zwar so, dass sich die gleichliegenden Geraden 
in einem Punkte derselben schneiden : so sind die Figuren colli- 
near -liegend. Das ( oilincationseentnim findet man durch Verbin- 
dung entsprechender Punkte. 
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leh will Dur noch emäbnen, da«8 (aat aUe 8aUc aus Stei- 
nerne systematischer Entwidcelunc der Abhnneigkeit 

geometrischer Gestalten von einander sich unmitt^ber auf 
die coiiioear-verH-aiidteD Figuren anweaden lassen. 



Veber einen aUgeinelnen IielmatB der 
StMfk nnd fUber ^nl^e geometrische 
und statische §ätze von der Pyramide 
nnd den eekisen Kürpern Überhaupt. 

dem Heraasgeber. 



§1 

leb tvill zuerst den folgenden Satz beweisen: 

tiehrsatt. 

Wenn hetieUigc Krajte im Ratime unter einander 
im Uleichgewichte sind, so sind immer auch deren Pro- 
jectionen auf einer iedeo beHeblgen £beoe anter ein* 
»oder im Gleichgewichte. 

Beweis. 
Die gegebenen Kififte seien 

P» Pl» P%t ^4>""J 

die Goordinaten ihrer Angriffspunkte in Beziehimg auf ein beliebi* 
ges rechtwinkliges Coordinatensystem seien 

•«» ^1 «» ^i»yifhi ^1» y»» 2*r ^3» 3f3» ^; 
«» ßf «I» ßi' 7i ; «f»» h> vti «»» ß^- yaJ*"« 



U4 

B&eo die auf bekaüiite Weise gewNumeoeii BestimBiuagnrlnkel 
ikrer KichtungeD. 
Ist nun 

die Gleichung einer beliebigen Ebene, und werden dnrcli 

V* ^'f Ii» Jil> tl» V2t ^» ^il»'-' 

die Ceordinaten der Projectionen der Punkte 

(a-y:), {j:^^, (a^a^a:») » ••• 

auf dieser Ebene bezeichnet; so ist, wenn wir der Kärae wegen 

setaen, nach tiekunnten Fonnelu dt:r anuiytisj^eu Goometfie: 

«• s. w. 

Bezeichnen wir imn die Projectionen der Kräfte 

^> ^\» ^»•••« 

auf der durch die Gleichung 1) cbaniklurisirten Ebene respective 
durch 

JI, ili, i4. Hg, H^,.... 

und die 90° nicht übersteigenden rVeigungnu iikkel ihrer Riebtungen 
gegen die in Rede stehende Ebene respective durch 

*• h* H» 

so ist 

4) i7==Pcost,i7|sP|CQ8ia,i4=P,ces^, J7,^i',.ci>si^,.... ' 

Bezeiclinen wir aber die aui gewöhnliche Weise geuonimenen 
Bestiinmungswinkel der Richtungen der Krifte 
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Ii, i4, ü,. n,, J2^, 



durch ' 

1^*ti Z; Vi^'^'tfWf %>^a«Zi5— •» 



•» ifft« wie 'm der AbhandlaDg Archiv. Tbl. VI. Nr. XXXVIII. 
19 voi 24) fliexelgt habe, wenn wie dort der Kflrse wegen 

geseUt wird : 

(^^+ Jg^-I- CT coe g^(Jcosg«f ^cos ß H- Ccosy) J 

^'^= irV^T^T^ ' 

_ (^»f ^-f CT cos |g — (/< cos a-\^Bc osßi-CcofiY)Ji 

_ (^HÄHCTcosTr- Mcosff + gco8/gH-Ccosy)C 
iid 

od ebenso Ifir die andern KrSfte. 

eoeleos^=Goaa ^ .^»+"5^+7? " ^ + y)» 

cos t cos = C05 — ^ COS a\B cos jS + Ccos y), 

mi, wie mao mittelst ieiehter Recbnaog findet: 

CO» i (§ c<*s 1/; — ij coa 9>) 

f« ^ ^ ^ cosy— »cog/3> -f ^ (;coanr«»;ircoey) / 

coa t (1} coa j — i cos'^) 
s ^a_^^_|_ ' ^ U^(^^08y*'"g coa p)'^B(z coa ■ a? co« y) ) 

+ C'(a?coa/J— -ycoa«) ! 
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C08 i cos 9> ^ i CO« ;() 

H 

= ^JiTJ. jiz i ^ cos y — 2 cos jS) 4- Ä (x ewa—^xeomf) 

-|- CXdTCOS |9 — 3f CM a) 
' D 

Also ist ofenbar In einer bekannten Beseicboung 

8) « 

Xncosx==21^oey-- ^a_|,^^^^ (^JSffcosgH-igXPcos/?-f CZFemij) 
und 

9) 

Z17({go8^ — » cos 9) 
«» « 

= ^j5q7gä^p^[*J^P(yco8y'-»zcosj5)+BXP(xcos«--«eosy) 

+ C2;i'(^ cosß—^ Cosa) . 

— jfk^^^ci (AZPcoR ß - BZPcoa a) , 

Ji (ij cos X — cos ^) 

» ' 

A 

= ^ ^\A£P(y cosy zcos jg) + ÄJJPCtcos«— Jpcosy) 

4- C-£P(« Qosß-y cos c) 

— ;jp^25:j:^(ÄXPcosy— C£Pcoa ß), 

SU (^cos — ^ cos x) 
= j^^|^ t^^P(ycogy— icos/3) + ^ZP(zco8« — ;rcosy) 

-f CZP{x C08 j3 — y cos«) 
i<i.f. Jr»4. c2 (^^cosa— il^cosy). 

Weil nuD nach der Voranasetzung die Kr&fte 

P» P\» P%» Pt > P^t •••• • 

unter einander im Gleicheeivicblo sind« se ist oacb dea Gnittl* 
lehren der Statik bekanattich 
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2Pco«a:=:0, £Peo8ß=iO, XPtoBY^O; 
£P(xco8ß — ycoBa)^^, 

I!P{z cos« — :ir cos y) =0. 

Also iftf nach dem Obigen ancli 

£ II co8(p—0, OTco«t^=0, Zil cos x=0; 
£TIQ co8if/ — 7/ cos 9) = 0, 
2^/7(1} €08% — ^co«y) = 0, 
£n(jli cos 9> — I cos 2) = P; 

und nach den GfiindlehreD der Statik sind folglich auch die KriUte 

n. Hl, Ut, iz«».... 

nnter einander Im Gleichgewichte, wie bewiesen werden sollte. 

Wenn man die Projectionsebcne als Ebene der a:y annimmt, 
so erfordert der Beweis des obigen iSatzes weniger AufanTul von 
Caicui wie vorher; derselbe ist jedoch hier absichtlich, oament- 
Keh auch des Folgenden wegen, in möglichst grosser AUgen^n- 
beit geUrt worden. 

«.2. 

Für an einem und denii»elhen l'unkte wirkende Kräfte läs^t 
sich nnn eher auch der folgende Sat^ beweisen: 

L e h r $ a t X0, 

Wenn an einem und demselben Punkte beliebig viele 
Kr&fte wirken, und deren Projectionen auf zwei belie- 
bigen sich schneidenden Ebenen, jedes dieser beideo 
Systeme für sich, unter einander Im €ilei chgewichte 
sind; so sind jederzeit die gegebenen Kräfte selbst 
nnter elnäiider im Gleichgewichte. 

Beweis. 

Wir wollen alle im vorhergehenden Paragraphen gebranehten 
Bezeichnungen auch jetzt beiMhalten, und nur amieunen, dass 

die Kräfte 

P» Ptt P%» P%f P^f»' t 

sinmtlleb an einem und demselben Punkte wirken sollen. Sind 
da^n 

die Glelehungen der beiden sich schneidenden Ebenen, von denen 
oben Im Satie die Rede gewesen Ist; so Ist naeh jf*!* 8): 
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A 

9ia£gAnz fthnUche Art fär die zweite Projectionsebene in einer i 
toieht durch sich selbst TerstSodlicben Bezeichnung: 

^n'Qo»q)'==JSPco6a- ^^^^^^ A\SpcoHtt^B'JPcaBß^C^Pt08y), , 
j?ircoe*'=-JÄo»/S-2^q^^q^^^Ao^ C-^Äoey). 

Weil nun nacfi der Voraussetzöf^'j HIp Projerfionen der ^eee 
Leuen Kräfte auf einer jeden der beiden Projettionsebenpri nnN-r - 
ehuiDder im Gleichgewichte sind: so ist nach den Grundiehre» 
der Statik 

^J7cos9>=:0, £JIco8^=0, 27i7cos2=ü 

and 

2;n'co89'=0, -SJI'cos^'=0, £n'coax'=0; 
also nach dem Obigen 

O^XPcoBa-- ^j^^ (A£PcQS4it + B£Po9mß + C^P&Myh 

B 

0=£Pcoaß—^^^^^^^^lA£PcMa^BZPc09p + CSPcWf)» 
0=-SPcosy-^pq-gqpg2(^XPcos«+j[?^l>co^^ + C£Pcosy) 

4' 

^=^PcQ^ß'-' ^»^^^^^^ {A'£PcoBa^B'£Pto&ß^C£Pcmf}, 

' C ■ ' • 

^^£PcQBy^ ^i^^^^^^ {A»£P^wa+B£PcMß^C£PMr)^ 
trorans sieh lelHit die Gteichnogen 



I 
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C£PeoB a = A£Pto8 y 

uul 

A'ZPcosß = li'^PcoHa, 
B'£Pco8y=: CSPoMß, 

freeben. Nimmt mao nuo cüe erste der beiden durch die iÜei- 

tbarakterisirten Ebenen alö Ebra« der au ao, wo« oßV^itbar ver- 
itütet ist; so ist 

^=0, ^=0, C=l . 

mä ib%licli nach dem Obigen offenbar 

SPcasa=^0, £Pcosß:=^Q; 

iIm toier nach dem Obigen 

^'^^Peoffyr^O, JPHPcmfsrO. 

W«l nun aber nach der Voraussetzung die beiden Projectionir- 
cbeoeo eich schneiden sollen, so kann offenbar nicht saglelch 
=0» Ä'=:0 seilt, nnd es Ist atso nach dem Vorhergehenden 

SPcwf^O. , . 

Diber ist jetzt 

2;Pcosa=;0. £PmBß=^0, ^f^coay=0; 

and nach den Grundlebren der SUASk sind folglich die an einem 
nd demselben Punkte wirkenden Kräfte 

P, Plt P%» P^9 P^fm,», • . 

oBter einander im Gtelchgemchle, wie- beniesen werden sollte. 

Für auf eine ganz beliebige Weise im Ranme wiikende KrSfle 
IM sich ferner &r folgende j^Si beweisen: . 

Lehrsatz. 

Wenn Kr&fte auf eine beliebige Welse Im Räume 
wirken und d^ren Prejeet innen auf drei sich In einem 
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t 

Punkte schneidenden Ebenen, jedes dieser drei Sy- 
steme für sich, unter einander im Gleichgewichte 8iiul: 
so sind jcfler/.eit die gegebenen KrSfte selbst unter 
einander im (■ leichgewicbte. 

Beweis. 

Wenn die Gleichungen der drei sich in einem Punkte *»chuei- 
denden Ebenen 

A"j: ^ B "y + C"i + Z>":=0 

sind; so gelangt man zuvorderst nuf dirselbr! Art wie im vor- 
hergehenden Paragraphen zu den drei loigendeu Gleichungen: 

^PeosKsrO, ZPexmfts^, SPcMy^O. 

Weil nun aber nach der Voraussetzung die Projectionen der 
gegebenen KrSfte anf jeder der drei Pr<^eetioBsebenea Ür rieb 
unter einander im Gleichgewichte sind, so ist nach den Gntnd- 
lehren der Statik bebanDtlich 

2!n(^co8tlf — i^eos 9) = 0, 
£n(fj cos -tp) = 0 , 

^ildCcoä 9> — ^cos x)=0 ; 

sowie fflcner In einer leicht dnrcli sich selbst TerstSndlicheo Be* 
seichoang: 

Z JI' (I' cos V — 17' cos 9') = 0, 
ZW {1/ cos x' - cos 1/;') = 0 , 

and 

Zn" cos ^"^rf cos <p") ~ 0, 
£n" (7i" cos f — r cos^) = 0, 
M'^a* cosy^— |''cosx') =0. 

Mittelst dieser Gleichungen und der vorher schon gefundenen 
- Gleichungen 

£Pcosa=:0, ZPcosj3=0, XPcosjrssO 
etgeben sich aber ans $• 1. 9) leicht die drei folgenden Gleichangeo : 

+ rr/>(.r cos^J—ycos«) i ~ ' 
il'£P(ycos/— 2C08j8)+ir2:P(zcosa*-;rcos]f) | 

jfXP{jfeoBY^scMß)-^S^£P{xeoB«-':pcoBy) j _ 

+ €>'^l»(arcos/S— ycoso)) 
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Au« der ersten dieser drei Glekbungen folgt, wenn naD wie 
im ^orbergebendeo Paragraphen 

•etzf , aaf der Stelle 

£P{j; C08 ^ — ^ CO*» «) = 0, 

und die beiden letzten det* drei vorlietgelieiideti Oleichimgen wer- 
deo dadwcb: 

A'SPiycMyscMß) + B'SPizetta« — itcosy) = 0 , 
i4"2:P(ycosy— 2cos/3)+-ß"2:i>(2cosa-'acosy)=0; 

woraus eicb ferner leicht 

{A'B"—B A ) -Sy^(2cosa—a?cosy) =0 
eigiebt WSre nnn 

A'ß"-B'A»=iO, 

so wfirden die Dnrcbsehnittslinien der zweiten nnd dritten Projec- 
tionsebene mit der ereten, deren Gleichimgen 

A':r + n',/-{ D'~ 0 und + /i'"^ f /> " =ü 

sind, sich offeiil»ar nicht s(:hnoiden , wir riorh unter der ijemach- 
ten Voranssf tzufi'j nothwpfiHi«; erforderlich ist. Ahn ist nicht 
A' B^ — B' A" , und naei» dem Vorhergehenden ist folghch 

£P(y cos y ^XGos /lO =0* 
£P{xetm a—xcMf) ssO. 

Uaher haben wir jetzt die sechs foli^eudcu liieichungen: 

SPcoBüzsO, £PitOBß=a, ^Pcoey^O; 
SPixcasß ^ycoBa) ^0, 
XjP(y <:08 y — z cos ß)=sO, 
SP(t cos a — arcos y) = 0 ; 

aus denen sicfr mittelst der bekannten Grundlehren der jSlatik anf 
der Stelle ergiebt, dass die gegebenen Kräfte 

P, P,,/»,, Ps, P4 

unter einander im Gleichgewichte sind, wie bewiesen werden sollte. 

§. 4. 

Ans {. 1. und 9. 2. ergiebt sich nnn unmittelbar der folgende 
Sata : 

iMi n. 24 
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Das Gleich ü'c wicht belieblL'cr auf einen und densel- 
ben Punkt wirkender Kräfte wird dadurch voUst&ndiff 
bedingt, daas die ProjectioDen dieser Kräfte anf swel 
beliebigen aiehBcboeidfeDdeD Ebenen, jedes dieser beiden 
Systeme für sieb, untereinander imGleicfagewiehte sind. 

Eben so ergiebt sich ans {. 1. and 3. dh> folgende Sats: 

Das Gleichgewicht zwischen auf ganz beliebiee 
Weise im Räume wirkenden Kräften wird dadurch voli' 
ständig bedingt, dass die Projectioncn dieser Kräfte 
auf drei be I ic It i g en sich in einem Punkte sehn eidenden 
Ebenen, Jedes dieser drei Systeme für sich, unter ein- 
ander im Gleichgewichte sind. 

Von diesen Sätzen kann man «»fters bei dem Beweise anderer 
Sätze mit Vortheil Gebrauch machen, wie im Folgenden an einem 
Beispiele geseigt werden soll. 

{• 5. 

Wir wollen uns jetzt ein Dreieck AiA^A^ im Kaunie denken 
nnd die Coordinaten seiner Ecken Ai , A^, , A^ respecti\ e durch 

yi y ^1 ' -'-i^ ^i'i -^'3' j/3 ' bezeichnen; so siadbekannt- 
lich die Coordinaten de« Mittelpunkts der Seite AA^i 

Durch diesen Punkt lege man ein dem primitiven Syntenie paraU 
leles neues Coordinatensvstem, so sind die Courdinateu der Ecke 
A3 io Bezug auf dieses System nach der Lehre tod der Verwand* 
long der Coordioaten: 

^3 - 1 ^3- U^i + ^2); 

nnd nach einer bekaTintf n Fi'Z(Misr ha(lt des Schwerpunkts des Drei- 
ecks sind folglich die ( ourdinaten des Schwerpunkts des Dreiecks 
A^A^A^ in Bezug aui das in liede stehende neue Coordinaten* 
System offenbar 

' il^-4(«i+a^U il^-4(sfi+»^l, il2.-i(*i+^|. 

Also sind die Coordinaten des Schwerpunkts des Dreiecks 
A^A-iAn^ in He/iic; auf das primitive Coordinatensystem nach der 
Lehre von der Verwandlung der Coordinaten: 

' iyi ^yd + '1 fya - 1 (yi +^2) 5 » 
i(ti+ia) + 3;i3-i(5i+i*)i; 

d. i. 

was auch sonst schon bekannt ist. 
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• §.6. 

Man habe jetzt eino beHebige «seifige Pyramide, deren Gnind- 

fidie urifi Spitze respectivp A^A^y/i^A^ An und O sein mögen. 

Die Gnindiläcbe oehine mau aU Ebene der a:^ an , und bezeidme, 
i» foraosgesetzt, die Coordinaten der Ecken 

Alf A^t A^p^—Am, 

Mpeettve dvcii 

ie CoonDnateD der Spitze O aber dnrcli t> V» ^ 

Wenn wir dud die Gleichniig der Seitenflldie AfA^O dnrcli 

Ax-tBjf^Cz^D^O 

loMchneD, 00 iat 

An diesen Gleichungen folgt durch Subtraction 

A («1 — + B(3^ = 0, 

B * 

a:j — ;ra -f (^1 — 3^2) { =ft 

fif^Üdi» wie man bieraub leicht tindet: 
Weil mm 

id» ' 
»t, so ist 

•der attch> wie man leicht findet« 

94« 
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oder eniUicii anch 

(yi-:y«)irr-(xi— d:äj)5y ! — 0 

die Gleichung der Ebene AtA^O, 

Die Coordinaten des Scbvi-erpunkts dee Dreieeke AiA^O sind 
nach dem Torhergehendeo Paragraphen' 

Die Gleichungen einer bdteiiigeji durch diesen Punkt gehenden 
Linie «eieu 

Soll nun aber diese Linie auf der Ebene AiA^Of deren Gleichung 
vorher entwickelt worden Ist. senkrecht etenen, 80 roitiui nach den 
Principien der analytiachen Geometrie 



sein , \xm\ die Gieichuogeu der dem. Schwerpunkte des Dreiecks 
AiA,^0 auf dessen Ebene «eiikreeht stehenden geraden Linie sind 
folglich nach dem Qbigen: 



y— »(yi+yii-H) 

Folglich ist die Gleichung der Projection dieser Linie auf der 
Ebene der xy, d. i. auf der Grundflliche unserer Pyramide: 

oder 

Uicmach i^tud also üherhaupt die Gleichungen der Projectionen 
der in den Schwerpunkten der Seiteuflächen 
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AiA^Ü, A.j,A^O, Ayxi^O,....Aa-iAnO, AaÄiO 

unserer Pvr;niin!e auf (Ich Ebenen dieyer Seitenflachen senkrecht 
stchtii i( n geradeo Linieu auf der GruodUäche der Pyrauiide re- 

u «. w. 

y-i(3f»+ifi +ii)=-~E^I*- 1(^*1 +01- 

BesÜmmen wir nun die Coordinatatt der DurclischDittspaDkte der 

Isten und 2ten, 2t€n und 3ten , (n— l)steu und »iten, 

nteu und Isten 

Plojection; wo erbalten wir, wenn der Kflnee wegen 

(i/i— ?/2)0/2— y3)(y3— yi) 

+ Vi - ^z) + -^i + ^) 

(y2-ili)(ys-3^4)C^v-3^2) 
+ y2 (-^-a— •'«•-t) (-^3 4 + ^) 

(ys— y4)(y4-y6)(y6— y$) 

+ y4 (^ö—'^s) (^ö i vi) 

+ y» (^S— «^4) (^» +^4+Ö* 

F«-i= (yii-i-yto)<3h»^yi)(yi— aib-i) 

. + 3r»-i (:t:» - JT, ) (a:« +«, + D 

+ yi (^»-i - ^»») (^»-i + + D , 
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Fn =■ {ifft—yi ) (i/i (1/2 ~yn) 

fmer 

+ ^2 0/3 -^/yi) 0/3 f-»?) 
+ a-a (yi -^2) (yi ^y-i+v) » 

+ ar« (^-y4)(8r>H-y4+^) 

6a= (0-3 -0:4) (.r4— X5) ( r, - j,) 
11. & w. 

Om^l = (^«-1 — ^n) ( J*n — ) (oTi — Xn-g) 

+ ^1^-1 (3r«-^/i ) (yn-^-yi + 1?) 
+ *i — y«) (3N>-i + y« + 1|) . 

+ ^n(yi— V2)(//l f .'/•2+ »?) 

+ *i» (y«+yi +^) ; 

und 

=~-yi («i'-^s)— y»(«ii— «i)— ys(ari-a:i), 

=— 3to (^4--»^*)— y4(j^*— -y»(a^»--*4). 

* u. 9* w« 

y«-l^n— J^l) — y» (^1 — A'n-i) — yi (xn-i—an) , 
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«•= Ä(jlk-jli)+«iÖh-f«)+a!i(Sh«-ft) 

=— yn(*i-ai) -9i ("r-*^ 
guM wM, für dieae Coordinaten die rolgenden Ausdrackc 

U 8. W. 



Ffir die dreiseitige Pyramide, d: i. fiir n^a, ist: 

(^a— ^3) (-'^»+•^3 + > 

Ft= (y3-^i)(yi-y»>(y«-1^) 



ferner 



+ ^8 (yi -ya) (yi +y«+'?) • 

+a^(y»-3fi)(yii+yi+^) 

+ (y«— ya) (ya+y»+'?) • 
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+ ^1 (ya-.ys) (,y2+;y3-f v) 

und 

= -.Vl (^2— »»s)— 3^2(^3— ^l) ~i/3 (^1— 

ff^zs St (yi ~3%) (^2— i^s) +^ 0/3—3^) 
==— ^3 (^1— -^2) — yi (^a— ^3) —^2 (J^— ^i)- 
Abo ist in diesem Falle ofltenbftf 

F, = = 

Gl — 62= C»3, 

uud es cr^iebt sich daher jetzt der fol<;eude merkwürdige SaU von 
der dreiseitigen Pyramide oder dem Tetraeder: 

Die Projectionen der auf drei Seitenflächen einer 
dreiseitigen Pyramide oder eines Tetraeders in deren 
Schwerpunkten senl[recht stehenden geraden Liniea 
auf der vierten Seitenfläche schneiden sich jederzeit 
in einem nnd demselben Punkte. 

Dass sich die vier auf die Seitenflächen einer dreiseitigen 
Pyramide oder eines Tetraeders in deren Schwerpunkten errichte- 
ten Perpendikel, — im Allgemeinen wenigstens, — nicht selbst 
in einem mul d^mselhon Punkte schneiden, lässt sich aus den im 
Obigen eiitwickeUen Formein und Gleiehungen leicht ableiten. 

Wenn man die obige, hier absichtlich in etwas grosserer All- 
gemeinheit {^eiühite Rechnung gleich vom Auraii^e au iiloss attf 
den besondern Fall der dreiseitigen Pyramide elnseiiriiibt« se wbd 
dieselbe fctirser und einfacher. 



§. 7. 

Wir wollen uns jetzt vier auf den Seitenflächen einer dreisei- 
tigen Pyramide tj^a^'^t deren Schwerpunkten senkrcrht 
stehende Kräfte denken, und annehmen, dass aiesc Kriifte samiut- 
lieh nach dem iussern — (oder auch nach dem innem) — Ranne 
der Pyramide hin wirken. Die auf den Seitenflächen 

^^^^^49 ^1^8^4> ^i^a^4* ^t^t/^s 

senkrecht stehenden Krftfte seien respective 

P,, P„ P„ ^4 



Digitized by Googl 



m 

BwMlefaiM wir «H* «iiUmb Wetgi g— I ah el te .Huilullrhii« 

A^A^'^.if A^A^A^f A^A^A^ 
gBgm die Seitonfllciie AiA^ m|»f«tiv* dmch 

h» 

•o sfaul die auf den Seiten 

A^A^ , ^1 /I3 , Ai A2 

des Dreiecks J^A-y-'^i senkrrrlit steheiulen Urojectiooen der Kräfte 
Pi • i^t» ^ der ä«iteQÜaclie AiA%A^ offenbar respective 

PiOnii, P^mni^, P,eio^ 

und die Projection der vierten Kralt /\ auf derselben iSeitenflSclie 
verschwindet fiezeiehneo wir ferner me Il5ne der Ecke A^ Ober 
der Mtsufliehe AiJ^A^ dorcli If«» so ist «IfenW 

t 

^ils4|ii4— I ^3 • sij, - -9^-5- . 

^ ^ t ^ A ff* AiA^.H^ 

JA,A^^kA,A,.-^^^^, 

und wenn wir daher jetzt annahmen, dass die vier auf den Seiten- 
fl.'irhrn <ler Pyramide senkrecht stehenden Kräfte sich unter ein- 
ander wie die Seitenflächen, auf d^nen sie senkrecht stehen, ver- 
halten; so ist 

n . n ,9% __Aq^A^ AiA^ AiA^ 
* ■ siiiij sinij sin%' 

aUo 

/^tsinii:/'jisint2-/^»ein^ =: A^A^iAiA^iAgAf.^ 

d. b. die drei Projectiotten 

Pi^iaii, P^ami^, P^tanig 

«tttder SettenflScIie AiA^A^, deren Riebtungen anf den Seiten 

AgA^, AgA^f AiA^ 

(I( s Dreiecks AiA^Am nenln'eeht stehen und nachdem vorhergehen* 
den ParnürnpheTi sich in einem und deniselben Punkte schneiden, 
verhalten sieh unter einander wie die Seiten des Dr^ecks Ji^^^y, 

aui denen sie senkrecht stehen. 

Wenn aber drei Kräfte in der £bene eines Dreiecks, deren 
Richtungen attf den Seiten den Dieiecicn nenlvedit «teben und 
sieb in einem und demnelbeii Pimicte eebneiden, sieb wie die Sei- 



m 

trn r!f>s Dreiecks» auf denen sie senkrecht stehen, unter einander 
verhalten und StHnrnitlich nach dem äussern — ^uder nach dem in- 
neni) — Räume des Dreiecks hin gerichtet sind, so sind diese 
drei Kräde jcder/.eit unter einander im Gleicht^ewichte. Ist nftm* 
lieh in Tnf. X. Fig. 12. ABC das ges^ebene Dreieck, auf dessen 
N»'i^eii AC* Aß die sich in dem Punkte O schneidenden 

Htchtungen der Kräfte Pa, Pb% Pc senkrecht stehen, so ist nach 
der VoEMiMetsuDg . . 

P^iPkiP.=iBCiACiAB = aibtci 

fäao, weil bckannHich ^ 

' - ' 

a : 6 : e = sin^l : 810 siD C 

Ut: 

/^a : /'i : /'e = sin ^ : äiu : sin C 

Bezeichnet man nun idier die von den Richtungen ^er KrSfie 
Pb, Pe; Pa M : Pa, Pb eiiige6cUofl«eoeD Winkel raipectiv« 

durch ß, ao ist 

A-^u^^im, B-^P^W, C^Y^IW 

und folglich 

siu^=:8ino, 8iaiS=8iD^, sioCssiny; 
also Dadi dem OHgen 

/V: /'a • ^0 = sin : 8in/j : sin y • 

Bezeichnet man aber die von der Aber den Punkt O hinaus ver- 

|äns;crten irichtuTio; Her Kraft Pa mit den Richtungen der KrSfke 
Pk und Pc eingeschlossenen VViokel durch ^ und ^, so ist 

also sin/}=sin9)« &my=&iüi^\ und folglich nach dem Vorher* 
gehenden 

Pa ' Pb I Pe = sin « : sin <p : sin 

Macht man nun Ph^OTiy, Pc — OCi und zieht durch /?i eine 
Parallele mit 0C\, welche die gerade Linie, in der die Richtung 
der Kraft Pa Hegt, in A' schneiden mas, durch C eine Parallele 
mit OBi, weMie die |;erade Linie, in der die Rlefctviig der&aft 
Pm liegt» in A' schneideiL mag; so Ist mich deo Principlcii der 
Trigonometrie 

OA* t OBi = sin a: sin^ , 
OA!'t OCt ^sflin tf : sin ^« 

Mach dem Obigen ist aber 
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9llB V 

folglicb 

Daher fallen die Pankfe Jf vmAAf' in einen Punkt, deo wir 

durrh Ai bezeichnen xvnllen, zusammen, und es int OAi^Pa. 
Weil nun 0^|=Pa die durch den Punkt O gehende Diagonale 
des mit OBi-=zPt und 0(\-=Pe als Seiten beschriebenen Paral- 
lelogramms ist, so folgt aus dem Satze von dem Parallelograninie 
Her Kräfte unmittelbar, dass die drei Kräfte Pa^ Pb, Pm VOter 
einander im Gleichgewichte sind, wie behauptet wurde. 

Nimmt man jetzt alles; Vorltrrjrhende zusammen, so ergleht 
sich auf vüllig uuzweideutige Weise, dass die Proiectionen der 
vier auf den Seiteuflächen einer dreiseitigen Pyramide oder eines 
Tetraeders in deren Schwerpunkten senkrecht atehenden, sämmt» 
lieh nach dem äussern — (oder auch nach dem iniiern) — • Raumo 
der Pyramide biu gerichteten, und sich wie die Seitenflächen, auf 
denen sie senkrecht stehen, unter einander verhaltenden Kräfte 
mf jjeder 40r vier iSeüenfljicheD der PvraBiide unter ehiasder in 
Gleichgewichte sind, woraus sich mittelst des in §. 3. bewiesenen 
Satzes unmitten):ir <*rt,Mrfyt . dass <lie vier in Rede st<<henden Kräfte 
jederzeit selbst unter einander im Gleichgewichte sind. Also hat 
man den folgenden 

Die vier auf den Seitenflächen einer dreiseitigen 
Pyramide oder eines Tetraeder« in deren Scliwerpunli* 
ten senkrecht stehendeot sftmmtlieh nncb d^m Sassern 

oder sämmtlich nach dem Innern Räume der Pyramide 
hin gerichteten, und sich wie die Seit^enriiich en der 
Pyramide, auf denen sie senkrecht stehen, unter ein- 
ander verhaltenden Kräfte sind jederseit nnter einan» 
der im Gleichgewichte. *) t)^ [ 

f. a 

Da sich ehie jede Pyramide in lauter dreiseitige Pjnrimiiden 
/erlogen lässt, so ergießt sich zuvorderst mittelst ^nz Isicbtef 

S( filfissr und der brk^nnten Grundeigenschaften de» iSrfnvprnunkt» 
auf der iSteHe, dass der im vorhergehenden Para«;ra(>li< n i>o«ie- 
sene Satz von der dreiseitigen Pyramide überhaupt fiir jede Pymr 



•) Dieser Satz rfihrt von Gorgonne her and ist von denisflT>i ri In 
den Anoale» de mathematigaes pures et ap|^i<|H4bt. 1^ %, mitgetlieiU 



Digitized by Google 



372 

mide voo gaos beliebig»? Seitenzahl gilt Weil maii^ aber ferner 
aidk jedes Polyeder aus lauter in einer gemeinscbaftUdieB Spitie 

zusammenstossenden Pyramiden bestehend denken kann, so era^iebt 
sich auch auf der stelle, dass der ia llede stehende 8atz gaoz 
allgemein für jedes beliebige Polyeder gilt. Man hat bieibei nur 
sn beachten, dasH je zwei auf derselben, z\^'ei Pyramiden anfl:ehu- 
rendcn Seitenn?i( lie sonlcrorht' stehende einander filpiche und direct 
ent«;e2CT»<^e«et2te kralte sich gegenseitig; aufheben , woraus dann 
alle» Uebrige ferner ganz von selbst uud durch die ieichtesteu 
Schlüsse iolgt, was weiter anemflüiien iSgUch dem Leser ^Qber- 
lassen werden kann* 



Veber eine In der WaliMehelnllcb« 

keltorecbnnns vorkommende analyti- 
sche Au^abe. 



Herrn Professor Dr.' O. Sdilomildi 

an der UniTMilttt ni 



Bei der Untersuchung über die Wahrsebeinllelileelt a posterleri 
%vird man bekanntlich zu der Aufgabe geflUut» den Gliozwertli sa 

finden, weichem der Auadrudc 

* 

worin ist» so nahe kommen lumn als man es verlangt« sobald 

man die ganze positive Zahl unausgesetzt wachsen» also d un* 
be'jTÜnzt abnehmen lässt. 8ind näTiilich r und xd die einfachen 
Wahrscheinlichkeiten zweier enteegeu£;esetzten Ereignisse A und 
B, von denen bei xa-l-tt Versuraen A mmal und £ nmal einge- 
treten isty so haben wir Cü"*«»" als WahrMcheinKchkeit flir das zu> 
sammengesetzte Ereigniss des mmali^f-n Vorkommens von A und 
des iimaUgen von 7i, wobei C den ^^ill()illi;llk(H^flizienten (m-f ;j)m 
=(f/t-|-ii)« be/eichnet Ist nun v a priori nicht bekannt, so steht 
ihm noch der Splelranm Ton 0 bis 1 offen, und man kann also^ 
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weiiA man sich die Einheit iu k gleiclie Theik» getheiit.deikkt iinii 
^•sl sdit» Air V der Reihe nach 



oehnen, wonwe wegen e-fir=l, also w=l — «, folgte -dass liir 
das fragliche zusainmengeeetxte fireignise die Tenschiedenen Wahr- 
scheinlichkeiten 



«fadt indtitt ktimien. Diese giebt als mittlere Wahrsdielnlidikeit 



Soiiaber p Jeden zwischen 0 und 1 liegenden Werth annehmen 
|[9imeo, so dfirwn wir es nicht bloeenrungweis ssd« 3d etc. set- 
xen» sondern wir müssen es stetig von 0 bis 1 ^ehen lassen, 
d. k. ^vir müssen die Intervalle jener Sprüni^e inifer jede noch so 
Ueiae Grusse hinab vermindern. Üa in diesem Falle k ins Un- 

C C 

cdffiebe wSelist, so können wir statt -^zzi ^"^'^ % schreil»eny md 

tii C von nicht abhänpt, so reduzirt sich jetzt die Aufsuchung 
d» mittleren Wahrschemlichkeit auf die anfangs genannte Auf 
gde. Bieselbe ist sehr leicht au fösen, wenn man das Tlieoiem 

LimÄt/(«) + A« + ^) + /(«+ 2^) + — I ' 



f. 



Toraü^sefzcn wtIL ncU «ich dann die gesuchte Grfinze auf den 
W«fth deti ifltegraies ' ^ > 

0 

reduzirt, der ohne Schwierigkeit entwickelt werden kann; ist man 
tb« beim Vnrtrnfrp Her Wahrselieinlichkeiti^rechnung genothiirt auf 
^«1 GebraiK Ii «irr Integralrechnung zu verzichten, so entsteht die 
Frage, wie man aui elementarem Wege den nunieriscben Betrag 
jener Gränze auffinden könne. Hier scheint nun Condorcet der 
einzige zoi sein» der die Frage beantwortet hat> aber leider auf eine 
b hdchsten Grade unbefriedigende Weise % und diess yeBanlasste 



*) Ist (7/rT)7nf — fi^n irgend eine« der fiÜrder der cinjj^e^flftmmfrfpn 
und zur Abkürzung hiizzz%^ so setzt Condorcet voraus, duss die 
hMe der A— 1 totbetgelieaden Glieder a«f die Form 
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mteb nrgprCogUcK Ahr mdktb Vottri^M 4le folgenden BetnuiitaiigeM 
sQBiiifiilireD, die auch sonst YieUelw «Mge^ Inferesne Imben. 



Versuchen wir zunächst die Grunze zu bestimmen, u eicher 
sicli der Qootient 

itiSlieit, wenn wir die ganze positive Zahl k ins Ünendlicbe hin- 
aas wachse», das «hennils positive und ganze m aber ceostaot 
lassen. 

Da l'»=l, 2«=(l-f-l)"», f 3)'",.... ist, so haben wir, 

unter Anwendung des Binomiaitiieoremes tür ganze positive JBlxpo- 
nenten 

3^sl 4- Sil .2'f 11^. SP -^ f% , 2*-h.«. -1- »M. 
4*=1 41»! »d^^sit. 3*4-11^ .d*«!'-. 



(il4l)"»s=I 4 flii . A-l- ms. +1% . .... -I- m» • A». 

Addirt man Alles mit der üciuerkung, da»» mns = i ist, so hebt 
sich heideneits die .Summe l"* + 2" + — «HhA"*; beseichnet man 
noch l«42« + .... + A« mil Sm» so bleibt 

(/* -f 1)"» = A + 1 + miSi -i //i^iSa 4- mm-i ^Üm-i , 

,oder m-|-l flir m gesetzt: 

+(m+l)Ä«, 

wovans folgt 

^ ^(*+irt'-^(*ti) _ I s. ^ + 1,„,5.+.... 

T jn^i ^o»-^ ^mr-i 



vahi i4 , 5, <7ete. anhottfarnnte KoeHsicnton h«4mitmi, gehnidit weiden 

Ifönno ^Lacroix traüe L-lriuent. du calcul des probabilit^s, truisi&me Odilias 
page 153.). Solche gan« tinmolivirtc und aus der Luft gcgriflenc Hvpo- 
theten dürfeo sich aber heut sa Tag« uicbt mebr im Gebiete einer „ex- 
akten*« Witewitrhnft btidna laiMS. 
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Da die in des Pareothese stehenden GrilMili sSnunllidi poflÜlv 
tünd, 8o folgt liieniu» uDiaittelbar 

Ferner Ist oCTeDbor 
«L i. 

S»<h.h^ oder Sm<AHh 
folglich ^ 

< + iw*i + imtAi*+ .... A». 

Ueter deb Koefliiieiitea t, 1%, ieife,^.«.*..^ 

gewiss einer der grvoete; setzen wir den tVefth desselben, der 
f( heissen inu|^, gfatt aller aodereii» so. ist nach dem Vorigeo 
um so mehr 

d. i. 

< ^iA2 (1 + A ^- A* +.... + A«»-«) 

oder ^ 

Setzen wir diess statt der ein^klammerten Reihe in No. (1), eo 
sabtrahiren wir snTiel> es bleibt demnach zu wenig fibrig und 
also ist 

Aus den ÜDgieichuDgeD and (3) ergiebt sich nun durch DIti- 
sioo mit (A + 1)»+* ^ 
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IMe Differenz «1er GrSeeeo, amkicben deoen UegU 
nfimlich 

Ifisst sich aber für beständig wachsende k unter jeden beliebigeo 
Grad der Jüeiobeit herabbringen; denn es iet 

s=l för m=l; 

und aisü, doi wir in nicht kleiner al«» die Einheit nehmen, der 
GrSnzwerth der fragiichen Differenz 

=Lim^;^|l— Ol Oller =Limj^U— 

d. i. in jedem Falle =0^ ueil ^ seinen Werth uu-ht ändert, wenn 
auch k vräelint. Die Grl^seen reclito in (4) und (5) rOcken also 
einander immer n&her mul nähern sieb, einer und der nämlichen 
GrSnze. Ihr gemeinschaftlicher Gränzwerth ist dann auch der von 
Sm: (h \ ly" \ ^, u<mI diese Grosse nicht ansserfaalb jener Wertbe 
fallen kann. 6o Unden wir nun 

i 

oder 
Da 



ist, so folgt hieraus noch 



jpjTi =iirFi' ^ 

Das auf diese Weise gewonnene Lemma kunnen wir nun sogleich 
waf LSsnng unserer unsptangilcben Aufgabe benuteen. 



■ 



ü. 

Verwandelt man jedes Glied des Ansdrad» 

im (j ^ (2d)« {l--2d)" + (3^)" (1 -ad)'» + 
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oach dea Binomialtheoreme ITir canze positive Eipfmeoton in eine 
WtAtf §o nimint derselbe die Form an: 

+ »,> 2" d"' — 7li 2'"-»- 1 5« ♦ » 4- »2 "2"' ^2 ^»11-1-2 _ 2"»+' (5 "' + 34- 



4. L bei Addition in vertikaler Richtung ^ 



5et2t man noch und dividirt mit U, so wird 

j |a-a— + (1— 2d)" -f (3^)"» (1— 3d)" + .... ) 



(8) 



Lassen wir nmi k ins Unendliche wachsen, so ergiebt sich der 
CUnsvrerth jedes auf . d^r rechtfw Seite stehenden "Gliedes nach 
Formel (6). indem man it'=// — J setzt, wo mm h ebenfalls unausge- 
setzt snnenmen mnss ; die Keihe rechts gebt dabei in die folgende 

w + l w + 2^i«+3 

nun den gesuchten Grinzwerth darstellt. 
E0 lässt sich über noch mehr thun; man kann nfimfich diese 
Mhe und sogar die allgemeinere 

^■"ir+i+^"' ^STi' ^^^^ 

WMiD ü eine befiebige Gr6s!Be *lftt, auf folgende Weise summiren. 

a 

n 



£s hei&&e Tn iii«i»e 6uiume» so ifit durch jVIi^ltiplikatiori mit 14"^ 



Thea nU 95 
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(7, 



_5i — [. ai> 

a «+t a+2 «+4 ( 
Hier Hast sicii iw«lte HorisoDtalreihe rechts auch so sdueiben : 



n 



weil Wo-"i +««-....=0 und immer ^=(ii—l)j ist Sowirdnnn 
nacli No. (11) 

, (»~l)o , (»~l)a 

+ a+1 a+5* «H-3 



Nimmt man die unter «»inander stebesden Grosseii zusammeii 
und berücksichtigt, dass immer 

nip—i \ nip ~ (//i f l)p , also (m+l)ji— mp— » 

oder 

ist, so wird 

, (n-2), (n-l), ■ 

4 i. nach No. (10) 
- Mittelst dieser IMuktioDsfofmel findet man leicht 



Digitized by Google 



379 

_ «(ii-l)(n--2)....2.t 
'■-■(a+«)(a+«-l)....(a+l; 

Bod weil oacb (10) ^i>^^ vermuge der Bedeutung von In - 

jIq "i I ■ 1 .2.3....W 

ü " ö+l «+ 2 • *a f II ~~ a (a+ 1) (a-|-2)....(a -f n)* 

Nfaniiit man a=iii-|-l, so erhält man die Stirone der Reihe in 
if^mAdm diese den CSrfinzwerth der rechten Seite Ton (8) darstellt 

«0 wifd jetzt fiir ^=J« 
Lira ^{^-(1— d)»+CM)»(l--3d)»+(Wr(l--3d)« 1 

.... + (Ä:=Id)"'(i-/^d)«j|, (12) 

1 , 2 • 3.«** fi 



" (m+J) (w»-|.2)....(wi+»+l) 
WMsit unsere Aulgabe vollständig gelSst ist. 



Aüff^tteine BeduetiaiKironiiel fOr 

* gewisse bestimmte Integrale. 

, Von dem 

.Herrn Professor Dr. O. Schlömilch 

ao der LJniTer«iitüt &q Jena. ' 



I>as bestimmte integral 

worin a und b ein paar wesentlich positive von Nnll verschleclene 
Grossen bedeuten mögen, lässt Sita auf folgende Weise umwan- 
deln. Zumt bat man identisch 

25* 
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1 r X ^ b 

Y 4aö-|-(<wr — 

wovon mau sich leicht durch die Bemerkung überzeugt , dass * 

ist; setzt niat» dahof unter dem IntcCTalzeichen jorjon c!<t Finlnit 
gleichgeltenden Faktor zu» so uimmt aa& Integral fulgt^nde Form an: 



b 



Führt man eine neue VerSiiderliche y der Art ein, dam ax^^—y 
ist, 80 folgt ^ 

und wenn .7 die Werthe ar:=ao und :r=0 angenoromen hat, so ist 
eTitsprocbf'THl und y= — » cjoworden. Demoacb geht da*» 

Integral unter ^io. (J) in das (olgeude über: 

Denkt man sich jedes dieser Integmie in zwei andere von • 
bis y=0 und von jr=sO bis y=QD xerlegt, so bemerkt man gleieh, 
ibss 

MtMn rouss, weil die Funktion för negative y die nimUche 

isti wie für positive Hieraus folgt noch 

Da femer die Fonktion 

die Eigenschaft hat: 9i-^i)=^^9(i'9)» folgt leielit 
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Nd bteratifi wieder 



y 

Dnrch Substitution der in (4) und (&) gefimdeoen Resultate redu- 
nl sieh anser Integral in (3) auf 



Voglddicn wir jetzt die erste Fonn des lo^grates io (1) mit 
Mer, so hallen wir die Gleichiing 

Sabea wir Doeb 
«folgt* 

wd nitliin eriialten wir zuietst 

Dl da» Integral aof der rechten Seite ofenbar viel einfacher als 

^.as auf iler linken ist, so kann die vorstehende Gleichtmi^ nis Txo- 
fitiktionsforme! dirrn n und lässt in dieser Beziehung tuunche iiiter- 
e^äAote Anwenduiigeo zu, von denen ich hier besonders eine näher 
Wracbten will. 

Sei f{z)=zer-*, «o wird 

/»OD ft» 1 />« 

Werth des int^les rechts ist aber beitauDÜich =:^«)uod 
Iblgtich haben wir Jetxt 



^ Archiv. ThI. V. 6. 90. 
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y*e-«***'+S)a»Äs— (7) 
0 2a 



Dteoes Integral lisrt sich wieder bemitxen» an aelir nwck dm 
Werth YOD 



findtn. llaii bat nlmlieb Immer 



1 / « 



also« weim man ifcs=c^-f a^ aod tzsx"^ setzt : 

Durch Substitutioa dieses Ausdrucks in No. (ä) erglebt sich 
cos/3ttatf. ^^^^4 =2 J eoBßuduJ^ 3* 

/«OD /»0 

= 2/ / cos/Jtt.ar.«-« Saa*. 

Kehren '(vir die Hoihenfolcje der liitci^rationen um, iDdem wir erst 
nach u und dann riuch iategriren« t»o ist 

Hier lässt sich der Werth des nach u geaomnicneD lotegralee mit 
flillfe der bekannten Formel 

leicht angeben, indem man x tUr y setzt Es wird so' 

/»OD 

d. i. nach Formel (7j für a=«, ^^g-: 

/>« cosfa8a 

Durch (lartieile Differenziation dieser Gletchuog nach ß ergiebt 

sich noch 
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imd diess siud die beiden Kormein, welche so oft in der Theorie 
bestiaunttn Integrale gebraucht werden. 



Quid in Jknalysl MaUieivatica Taleaiit 

Signa illa a^, IiOg\>(x), 8ina;, Cosopt 
JLrcsino;, Areeo^oD^ disaulsltio. 

Anctore Dr. E. G. Björling, 

od AcmL Cpttl. Decam Math., ad Qjmm.Amt* imtat Math, detiga. 



(Ex Acäs Äcaä, ScienL Stockholm, amto i846.J 



' lUaatr. Cauchy siguorum, de quibus heic quaeritur, plera<pie 
ccriis dratmt ipaaium ^ et y et „Baseos*' b rtiiodhrn eK Aaap 
1^ esse toUeoda statuta oempe 

sigoum Ji^, quotieB pars realis ipsius :ir negativa sit, nisi eodem 
tempore y rcaliä et quidem valore oumerico integro 
fnent ant =0; 

iri^* Logft(a;), uon solum 1^) quottes par9 reallf> ipsins x ne- 
gativa Sit, sed etiam 2^^) quantitate x qudlibet, dum 
pars realis Baseos 6 negativa est; 

m eigna 

SIgia iUiiMi därnnandi canssa duplex haec eAta eat On« 



Ctuchy, Anal. Alg^br. n«c nott Bxt«c. de Halk^m. T. I. (18M) 
1. — Quo licci in loco nlroqiie realU tantammiKlo cOiiBldcr«U fit ff^ 

per tarnen planr ni>paret »icno , >]um y realis est, damnato abrogatum 
koc qaoque C9»e siguum pro y imagiuariä: — id quod {»raelcrea ex co con- 
gtat, qaod Cauchy, ubi iu „Lc;. da Cale. Dlff<r. (Le^. XI.)" slgnam 
bMZ' pro y imagLoarii d«liniCum iladt» mIm m 2« qailm« po«itivii 
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niuiii 8cilicet, {{uim compleelUiir uuiveräalc ülud sigiium {{a:))v, quaii- 
titatoin nulla — dum pars reaKtiripsiu« a: negaUxvsi est, nec •imiil y 
quautitas realis iiumerice integra aut 0 — digna qoae peculiari quo- 
uaiu sAsiu} distiiiguatur vUa est. PSec id suluni; scd s'i forte ad- 
ini*«siini forct lioc «ignum, eti.imsi pars realis ipsius .7- ne«(ativa 
esset , et quidciu ita ut signilit ationeni illius pro hoc casu ex de- 
linitione ipi»tujj ((x))!' aemiaü modo ac signiücatiouem cjmfdem pro 
parte reaR a: positiv^ deduci placuisitet; non posset fieri tspiin an- 
cipltis huic sieno an in casu, cujus heic meutio est, adsignati sensüs 
lei Dierito jttdicareDtur Geometrae. 

Tum signi lOc) ideoque ip«iu8 ctiam Log^;r) — « dum pars realis 

ipsius X negativa est, etiamsi Basis ö realis ac positiva fuent — dani- 
nandi caussa duplex fuit cadciUj f|uani modo citavimus Quibns 
autcni addiictus rationihiis princeps Ule Geometer eis^nnm hoc 
Log6(^) — quaequae sit .r quaiaitas, dum partt reali«» Ua^'eos 
b pfg^htm. est iBterdlxent Amilyäi, id quidem' in opete ptae» 
daro ,Xe'i;oos du Calc. Differeutiel'' (Le^. XI*) fuit explica- 
tum. In eo scilicct, ut plane apparet, positac sunt nae rafionen, 
quod jam aatea Signum oy pro negativi ^sius 6 parte reaii fuerat 
abrogatuni. • ' ' ' 

Quae tandem fuerit Caurhy perill' f-m-sq stgnonim Arcsinx 
et Arccos .7- (.r reali numerice > 1) exciud« iidoniui , bis fere rerbis 
obiter exuUcari licet. Post^uam in „Ii et,, du Calc. Differ." 
(Lev*. Xi.) ambo» cj^uae in sigois Aresin ((x)) et Atccos((x)) com* 
prebenduntur, quaotitatnm agminaexbibuerat Anctor, deindeosten- 

dit agmuiibus hisce — dum imaglnariä est sesstt-^ßST ~| (a et B 
realibus, ß haud =0) — suam utrique inesse quantitatem ^raeci- 
pue notaodam et quidem ita conifiaratam, nt, sl ponatur x realis 

(s33:«)'et numerice -'^1, in j^^^co^aj demnm qnaoti* 

tatibns praecipue notaodis signa Aresin ^ et Arteoed; ad^eenda 
esse censet. Quo pacto comparatls äequatiooibus 

Aresin4;=:94:£tV^ ) . . . 

^ ^} proutp positiva est aut negativa quautitas, 

Arccos^c i£li V —1 ) 

[9> 9k > dl eertas dehot. quanlitates reales], 

Cauchy admonet, si in eis ponatur ß=0 (ideoque ^ realis —c)» 
fieri ut D et in 0 abcant atque ^ ei Ii?, in Arcsin a et Are- 

cos«, quoties a numcr. ^1 sit, at vcro dum a numerice 

'^l poiiitur, fieri ut exprcfsionum D et «uus cuique redat 
valor quidam band —0; — quo ex evenlu fatali sufficienteiü sibi 
datam esse censet rutiuuem exciudendorum in iioc casu ex Ana- 
lyst signorum Arcsin x et Arccosx. Sdlieet In hoc easu (j9s€^ s 
nomer. >1) »»Texpression db^/' dt« »^admettant non pIn' 
une seufe valeur, mais deüz vaicurs egales et de si- 
gnes contraires, leeecondmemUre*' (aequationuro, de quibns 



*) Yid. locam modo cit. opcru Excrc. de matkcm. 
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min^ On deit donc üIqts 8 ahstenir d employer la no- 
tatio ri ArcsiD X*' (pag. 126. Le<;. *^ur !fi Calc diifför.) et 
»Ia notatioo Arceoa^" (pag. liö. ibid.). *) 



VenimeniinTero quis est qui noii videat, auanti sit discrinu- 
nis ex Analysi rel uniciim» nisi aliter lleri neqiiit, tollere «ignuiiif 
Certe nobis quidem hac ipsft drciiin8p«cll<me coimnolla in mentem 
venity ut rem datA occasione dili^eTitiori cuidam examini sulnice- 
resins. Q"o fijcto ut ]»rimiim nobis fuerat exploratum interaic> 
ti8, quoium supra meutiouem fecimus, haudqiiaqtiam 
opus esse Aualysi, id nobis curae iiabuimus, ut rem uninibus 
Bteratam dubfis expositori eseeums. Quem tarnen in finem, noD 
emnino petoimus, quin ad ipaa priDcipia doctrinae quantitatum Ima- 
rniariannn regre^snri esscmns. lacimas cxpleturi nonnullas et ouae 
fii<re princtpiis hucusquc itulrfinita quodaiuniodo relicta eranl, eaaera- 
que [inirprto haud niiiiiiiii inoiiienti **), perfecte determinaturi. 
L&iie iactum e<»t, ut, quae in iuaoibu<» ebt, dii»quisitioni jproposi- 
tmi faerit primcipla dectrlnae Qaantitatun Matlieeeoe 
AftAlyticae (realium aeaue aq ii|ia.giiiariarttiii) apto re* 
roBi ordine et quidem aaeo cerfp iit, quid in genere va- 
leant si^Mja illa in ti^ulo cooacrip.ta» perfecte conatat» 
brcviter exponere. 

Qimp cum ita sint, ante omnia juvat referre nentiquam mAm 
in mentem vcnis^e, ut ])()stquani ea . quae a Cauchy inde tauto 
cam istudio urtiüciouue siugulari exstructa fueriot, demuliti fuisse« 
MS» nee «fnideni randamente evipiam novo noTitni enpeistraere 
aefificiiiin conaturi essenuis. E contrario id nobis habemae pro* 
positum, ut incolumi qund disposuit Caucby aedificio adponamus 
pr»» virium uiodulo novi aliauantulum fundamenti, cui postea super- 
«tniatur (si fors ita frrat) alia quaedam domns priori ab Iatrr(^ r^d- 
Jungenda, — vel ^»otius uuii8si8 auiba^ibus: Salvis u^que deiinitio- 
wBoforn C auch y an 18 sifnoniiD» de qnibue a^lnr, nbieumque iis vti 
per illairtr« Cauchy hucusque licinim ftkerit, nos postqmun ratto* 
nibuj< rite subductis invenimus nihil omnino impedire, quomiDUS 
caeteris ♦•tinm in casilnis conservata haec siijna ad usum Analy- 
jseo?« iiisiuiieiii vertaiiUir, id riobis hoc tempore injuiiximus nego- 
ttuiu ut, quibus baec signa bi8 ipsis iu casibus Jure vindiceotur 
qoentitatibusy breviter (qaoad lieri potent) ac perspicae ezpooatur. 



•) Ailinonrre lieii iovat, Hluslr. Caucliv. qiiamrfuriin lioc loco .signa 
illa Ari*iiiX »'l Arcio*^ «brogauda esse ccnsct, aulca lamcu alio quotlam Inro 
(Aaal. Aigebr. pag. 326. et U27.) eailem kacc ftigaa et quidem co ipsu iu 
caMi, cii|tt» »upra ««Blionem fecimna, Aiulyst conccsdase «dhibendii. Yermiko 
tarnen »ignifi .itiunrm, quA pracdita X\\nc stilerat haec siqna, male sihi con- 
ftarc baaii Jatct. Forsitan haec »^^»a est inctiritt , cui doliralur qiiuil ]>(>«itff» 
pronuilgavit magnus iUe Oeomelra iulenlictum : — • cujus praclcrca ^ut iuira 
yatebiiif in laeniiA qnadUm argammtailoiiit raudet culpa. 

**} Etcuim fierL nou polest , quin Iii» ipsi« lacunis rationibusqne albi 
haud perferio ronMantibus tribueiida %i\ ciii|»a eorouit quae «vpra comnemo- 
ravimua , iuteriiiciorum. 



Digitized by Google 



389 



Cd licet exposItSonl llaud omnibiu otras fiteilt aigHbttm per^ 
docendi«, quft» rem spectent, ratieciniis an|oe argmiieiitie; tarnen» 

ut ne abrumperctur iiiepte filuin orafioris, non ]>otntmiis (juin cun- 
ctas ploriMuue in locis sibi jyropriiuj majori« certe momenti forma- 
lasy earumaemque licet iieriiiuitas ex scriutiH iÜustr. Cauchy jam 
perbene notas , adponeiiuas curaremos. Praeterea vel maximi inter- 
init, ut culqoe Sectioni, qnaenain definitlones Analyaeoa 
lege«c|uo antepositae illi postnlarentur, nominatna foiet 
praescnptiim , cum videlicet in fincm ut salvis, quae in prae- 
cedentibus Aualyseos partibus statutae fuissent, legi- 
bus Dovas heic omni absque coutrover^ü et awbigaitate acidi 
licerct *) 



Quid In Analysi valeant signa iUa 

iTapg^j Cotx, Secj?« CoseedP i 
Arctgo;, Arocot«, Aicaee^r, AvceoMc« ) 

definire, id uuidcm iis^ quae diseertationi huic proposita sunt, in- 
tfiBo flaue eohaeret negra: nee peeenmiui quin boe loco fateamv 
tis, Guae de „fanetionibne bisce conpoaitia*' tradidit 

Caucny, haud panca (eademqoe majoris ad rem momenti) habafe 
nos adjicienda; aed haee tarnen et alia, ne justo proliiior evadat 
disaertatio, in aliud terapus differeoda cenaemua. 



e) ,£ir «o iMsmi («l ftcili patet) adoiai« oonMiiaitur, opiaati so» is 
•ystemate A«aIyseo» oporier« noÜOttM, qnae heic infvrnstiLr, iis, qua« ante* 
poAttao esse puslulüntiu , immediate »uccedere. Sic ex. gr. nil impeiUt, qao- 

miitus piTTcc tc dcßaiatar signam illud , y rcali {x reali aeqae ao imagi- 
uarit\) , i'tiamäi niilla prorsas haic Sectioiu prasmissa füret doclrinüc serieruai 

inüflllatuui particula» — id <^uod reverÄ bic üeri poMO cornjaoastraul i* 
M 9. Cup« L MibMC|Bi«tis — ; ax eo lanao. mtaim» «onaiqoitnr n^wt aoa 
aa, quae in kiace {f^.- •ooanmt, doctrinae illi seritmm Qrealibat ctrt« tat» 
mini^), C^mah^ ipao «nfilova (AmU* Al^br« Cliap* VIII»), j«ra «laa poM* 

pQnenda, ' 
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CAPUT l"-'". 



Qvd in AsalyBl valmt cignom 

a) *»• 

Quid valeat hoc Signum x reali qn&Iibet eodemque tempore ,y 
quantitate reali tali , cui cedat valor immericus iTitrirpr nnt U, nec 
•oo X NiiTnorum (quaiitifatem positivam) dmofante atqiie y rea- 
lem quamlll>tit, id cognitiun heic jure postulatur. De caetero ut 
piaeciäc deüiuatur locus ^ quo dos heic positos esse fiogantus, in- 
ocare fovat in $». 1. et % euhseqneotibQs postolari: 

1^ quatuur ilias operatioiiei^ Arithmeticas, realibus applicatas 
qnMrtItinIwWj, OBa cain iUi« qoae ad radicee Nnmerontm positivas 
n n iM Uny Pdeatias (Ezpoaente leall qu^bet) pertlneant; 

% etementa TrlgoDometriae planae (vid. Caochy, Anal. AI- 
f ^br. Not. i. paff. 425—435. nnA eom „Pr^Hminalrea*' ibid. 
11-13.). 

j. 1. 

De QuantitaUbui in ffmere prolegomtna* 

l. „Quantitas realis" nobis erit Numerus fqnnnt. 
pofsitiva) aut negativa quaut. aut zero. ** — „Qu.mtit.is 
iti irenere" vcl „Quantitas Analy tica" vel etiam vcrbo 

11 antita;«" expressionein complectitur quamcumque formae 

c I ß V^l (« et ß rcaJibus); ipsi a nomen cedit „pars realia 
quautitaiiis" Co^fficiens ipsius V^l." 

Imaginaria Tocatur qaantitaa, cui Co<;fficieDs ipsius V^l 
haud 0 sit; e contrario fnmMila nnaquaeque ßV^ — 1, cui |3=0 
sit, soIi a aequivalere ideoque realis es^e quantitas censetur. 

Notio illa „Modulus qn n n ti tatis" satis cognita est. Ex 
definitione ipsa »^quaiititatum aequalium'^ rerta ronseqnlfur 

fieri noii po^se, quin muduli quantitatuni aequaiium 
aequaleö ipsi sint> et 2^) eam solam =0 esse auantita- 
fem» cui modalna =iO cedat Tum ex ipaa deflnitione notio* 
Bsm „Summae*S ^Differentiae'S Mprodueti (Dignltatla)^ 
et »Quoti*^ patet, quid valeat atgoum 

0) . «!f»eu(«+iSV^-^l)a, 

duB, 9 quantitate quäühet, y reaÜs «et quantitae va« 
lere nuinerlco Integro (=si:m)» ecilicet 
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a^ssxxa„„(m factoribiu), ar^sz^» 
nee noii dam ^=0 est (certe nUA dnml ar^sO lueilt)*), sdKcet 

2. Qudniam (ut satis constat) uimntitateni u-^ßST —t quam* 
übet (modulo ss^ posito) fonaulA iUa 

(2) ^(Co8Ö+V^:::iSin6) 

exprimi licet, 6r realem denotante <]piaBtUatera , quamvisGunuiiie 
eligi phcuerit ex Iis, qaanim Sinus et Cosiaus fonauiis iUis 

flattsfociant; pateft^ 

V} dam a positiva est, Beere »»Argumentttm" (t eoop- 

tanr=Arctg — , ideoque tunc loco ipsius a \ ß M —i ^ubt^titui 

iatam • - 

2^ dum a. negat iva est. licere 0 cooptari T-f-^f ideoque 
tuiic loco ipsius a-{-§\f ~\ substitui 

(2^rfCo8(r+7r)+V^Sin(ir+jr)] sea -9(Co8T-|- V^SIdt); 

atque 3^ dum a=0 est (ideoque quantitas ipsa formae jSV — 1) 
Heere ioeo niius ex arbitrio substitol vel C^') vel C^), eo quidem 

Tt 

paeto ot litterA HIA t intelligatur 4: priori in easu, posteriori autem 

"Fs"» P^'Jut puöitiva est /3 aut negativa. Licebit igitur couten- 
dere amba« illas aequationes 

« + V^= i: e (Cos T + Sin x) , 
(qoanon illa positivis « qqibaseamque, negativis haee, vaiet). 



Qiiod altioct ad »igimm illud 0^ {jf üal<1 qunntitate gcucris cujuscum- 
q««), hoc loco (ne gnlt« sapcrslt dttUlotionii) »taiei onaino ittfUcar« jn^o» 
bit* qaonlAm Koc Signum in Analysi ou^quaui oeoirffll, atsl nbi liniMi» ift 

quem convcreal quantitatc X ipsA (hitic tcmporit propositA) in 0 conTer- 

gente, ai^niiicclur , no» in »cqucntihus — ubxcumquo de signu erit quaoalio 
(cerlc cKirpto ca«a illo nnico 1) — verba illa „ccrte niai j;=0 ftto* 
rtt** suliint«Ucctft -veli«: cajos praotcro» roMrtMioait memoriam qnihna 
docet loci« ttvocanilMa enr«biBii»> 
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•tianitfi a=0 iuetit, permanere legitimaaeoquldem paeio 
BtlitterA Wik % tunc Itiiea ips«» tu q«em Arct^^.'Taiore 

tpsio« a nDmerico indefinite decrescente conver^^tt, 
iBtelltgatnr, qnippe qiioiiiaiii,.tetideDt« « in itfro ex plaga posi- 

7t ß ^ 

tivä, ±^ ipai sunt iimites hujus Arcftg^ (prout poaitiva eat^ aut * 

n 

negativa) et quidem >vice vertiä -^-^ tendeute a in 0 ex plaga ne- 
gativa. . ' .... , . 

Ex his porro consequttur — • auaequae sint o et |9 quantifat68 
to!»»«? frprtf» nisi nmbnc =0) • — fore ut, p realem denoteutfr i^jBl* 
üUtem valore uumerico integro aut 0, Semper valeat 

• ■ 4 

{i) ... j:P = (a + /3V^^)P = ^(€o8;?d + V^l;SiQ/>d), 

«Tcalon denotante« qoamviscuroque aligt placuerit ex um^ qoacaili 
Sam et Cosinus aequatiombas 0) seu oonditioni kmet : u.: 

aiiis&ciant; eamqne ipsam ob rem contendi licere« prout et po- 
sitiTa est aut nogatira, malere 

unbäsque simiil acquationes hasce, dum a=0 est^ co qiiidem 
pwto ut litteri iUA t tunc limes ipse, in quem Aretg^ ludore ip- 
tm tt Dumerico indefinite decrescente convergit» intelligatur, ideo- 
J:^ in supehori» at in inferiori -f^f prout po^ittva est aut 
oegiUiva ß. 

De BüdicUnu et PotenUü (Eapanente reoH) ^ßumUtaUe 

cufuteumgue. 

Ott. Qaaatitat ip«a haad =0 esse sopponitor. (Vid. Not psg. S88.) 
L Si convenit (ut reverft fort consaetodo) signo ((a + ßV — 1))" , 

In 

wCTiter seu^J^o:, eam intellitji lormulam gencrnlcm, rjurie in 

le cunctas simol continet ipsius a: Kadices nt^ ordinis {n ouQiero 

m 

tum signo ((jr))" eam, quae in se mtam Dignitatem (m numer. 
int) ttoiuBciijusque barum Kadicum continet» 

m l 

et Signo ((a?))-« intelligi -i 
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•oi- - (m et «"iiiim. fait)t «enper halMfi 

(6) ((ar)>»a:V»(Co.^+V^SIn(i^)(a}y, 

d deootante (ut supra) atque 

(7) ((l))^=aC©e2JtftJt+V^IirSiB«*^t«. 

valore ipslus Ar, praeterquam quod niiraerns rrlt integer aut 0, in- 
determinato relicto, aed tarnen pro certo äUtui licet tributis ipsi 
2ifc «z ordhie omnUnm, qui inter 0 et n Ondueive^ veraantar» mi- 
meronun pariium Talorimw (0 inciiia.) reverä eziode cunctos, 
qnoram capaz sit membnun illad (7) posterius, ctniiparatos esse 

▼alorev. Et qaidem si fiierit L e. v$kft ipeivs |» numeiicus, 

ftietio iitediietiliUis (m et n inier ee primi, n>l); concli Iii va- 
loree ewit numro eodemque in casn 

(8) ((l))-^=((i))i=:(a«)A 

Ne ip8;\ qnidem positione sin^ularl valoris ipsius f» nunierici 
iotegri aequatioues istae (6) et (7) irritae evadunt; praeterea in 
lioc casQ^^nt ex aeqqat (4) patet, ((^»^ in ipsan abit Tan* 
demque si' eonvenit. eigne ((ar))^ — (cui equinem signo in Analyst 
nullu8 hucusque fuit sptisu^ tributus) — enm nitnlüi^i formulara, in 
qoam membrum (6) posterius posito abit, ijleoque ((ar))** — 1 

xso:^; exinde jani nobi» venia cousequitur btatuendi veras perina- 
oere aeqoationes ilias (d) et (7), qnaeqnae sit ^ quantitaa 
realts ae fationalis. 

Qaod ad singularem Olam positionem xss^t atHnet* fieitnm 
eet und. cum ed, quam dat aequatio (6), 

(fl). . . .((— l))/' = (Cosft?5+V^Sm^7iX(l))'', 
haae^MsMaie aeqnatieoeni 

(Q') .... = Cos (2;t+l)f*3tJ: Sin(2>t + 1);*» 

ex edquecunctos (nuiiieroii,ubipIurimiim) olicere valores tribnende 
■ sncceisiTe ipsi (ßk-^l) omnes,, qoi iater 0 et n (ipdusive) versan- 

tor, mniietonim imparinin ▼aieces» Et qaidem ai fi^erit (valer 

Ipaiiis I» numeticus) IVaello Irreduel%lli8» euaeti ht m tralei«a diretel 
annt eedenique in casn ' 

(10) . , • , 

Dato jara unicuiquc eanim, quae in ßigno ((j:))" — „Expo- 
nenten ^ reali ac rationali comprehenduntur, ouantitatum no- 
mine Mfi*Potentiae Ipaina 4r' » ex aequat (6) lex babetor 
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Dotabilis ißta: Cuucta^ ai vis comparare qoantitatis csjaa- 
dam ft-pot#iitiaa, snffielet «t carvU aniiia t|ii«elib«t In 
fi-potcntiaa niiitatla ex ordine omne« muliiplicatnr» 

seu (ut e:\m aliter prnnuntiari licet) : Unica ju. - nnfpntianim quan- 
titaKs o- quätihet per rauHipUcatä, quid valeat geoerale ülad 

siguum ((j^))^ habebis. *) 

I 

2. In aeqiiationc generali (0) , uti supra est monitam , 6 quam* 
übet afi^umi liret quantitatura realium, quaruiu Sin. et Cos. legi (5) 
satififaciant. Eorum tamcQ, quae scquantiir, ve\ maxinii interc8t 

ut jam ad formam, quae aeqaatioiu. huic (6) Ulato ibi t (i..e. Arc^^) 
coDtiogat« pTobe attendatnr. 

Dum cc po8itiva est, quontam tunc 6 cpoptari licet t ipsura 
(§, h), aequatioui (II) inde forma eontiDgit kta t 

(Ö'). . . . ((*;>^5=^(Co»|*t+V^Sm|:ir)((l)V» v . 

=((^)y(Co«i*«+V^::n:siDpT); ' • 

dum vero « negativa est, quouiam tuoc 6 cooptarl licet t-j-n, 
((x))M=:p^[C08,i(T+«)+V*=TSIll,tlT+:r)]((l;j>' " ; 

• .... 



*) Bim« ipwtlltMt ^-poienllanim Ip'»!«« x «x m«Mtiro (6) postoltfrl leu 
ex fonttolA 

c<M9ip«raittiir , aptum si Uibuerit yalqrem singalarcA. öi,^ Jali» (quem 

placiiwil poliMimam). Cimtwulo iain foro ni niia alMr« foonaUrwa. 

^(CM/i«-|-V^8ia|i^DCoiaik'/iiri:t^8Sa8^/Mr]> 

per ((1))M maltlpUeRtoy ytoiiiielnia tll lü qnod reyeri patel «K «0» 

i|«od Iqco «iriiMqii« «BBAcmni luforn, 

tCo»/«6 -|- 1 Sin /4d) [Co* 2*'/t«rdb'*'^ Sia ajk'/isr] ((!)>» 
tMi (qnod Idea valvt) hanun 

•cU. lp»i Sikv «oto alsBo alroMque dieeti, mbttiivi Ueel 

■ 

^ (Cos ^ + 1^ Sin/i6)((l))^ , 

quippc qnonl iiu litlera b (uti snprn est Tnonilum) designatam volomu« arcuiu 
q«tm potiasififtAia piacaerit «ligi ex iu, qjOfNram Sin. et C^m^ ipaä (ö) 
MtUfacinnt. 
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atqne dum a=zQ est, quoniam iimc ß cooptari licet ex arbilrio 
ivel v vel T-^n (eo quldero pacto, quod in §. 1. erat commeinoni- 
Jtma), ona hanim (6'} et(G*) Talet «eque ac altem» eo qnide«! fActp 

ut litterA r tone limes ipse« in quem Arctg ^ valore ip^ius a bu- 
merico indeäaite decreBcente convergit, inteliigafur, — h. 6. db 2 
in aequat. (0% stt^^ in pront poeitrra sit aat negativa ß. 

Cuncto« ai qnia voliierit elicere valorea diverses, quoramcapax 

Sit menibrum aequat. (0') ef (6^ unamqnodqtte* SufBciet (utl snpm 
est moDitum) ut ipai 2^ io 

(7) . . . . ((l))^ = Cos2X7i3t+V^Sin2Äfi;5 

» 

successire oinnium, qui iater 0 floTiomuKitoTem valoris f4 numerici 
(inciiis.) versantur, numeEorum pariuiu valores tribuaotnr, atque 
ipt»i 2^4-1 in 

(9') . . ((--]))^=Go6(^+l)fft«db V==iSiii(3ifc+l)fM 

success. ommum, qui eosddm iatra liiuites.versautur, uumerorum 
Imparinm valores tnbuanfur. 

3. De Potentiis Princ.ipali Ims. Ex fi- potentüs . quanti- 
tatis x unaiu prae caeteri^ et ouideui iiota lila (j;>" seu xf* iusigairi 
Juvabit Cnlnam potissiinttiii tribuatur hoc si^num, deeretarocb nos 
onmlmn primo meminisso oportet, quisnani illi sensus in singnla- 
ribus partium Aaalyseos praecedentium casibus jam faerit tributus» 
sciücet 

1") T Numcrum denotante, signum .r" illi ipsi Nwnm, qui 

(»-potentiam iiujus contictt, fwit rcservatum; 

2^) X qnantitate quälibet« dum ipsi f( valor contigit mimericus 
integer aut 0, signo a-f* 

si fuerit a poöitiva, reservata erat aequatio 
(11) .... a:*»=^{Co8ftT+V^Sin/iT), 

sip vero a negjativii« aequatio 
(HO . . • Ä/'=^[CoSfi(T+7r) + V^Sinfi(r+»)] 

= (— ^ )^ (Cos fiT + Sin iiT) , 



■eiieet 



(—IV* = Cos |i« VV^ — 1 SiiifiW, 



atque, si c£=0 fuerit» una liarum aeoue ac altera aequatio (eo, 
quod supra dicebatur, pacto), seil bramsr 
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proiit positiva erat ß aut negativa. 

Quorum cum ca. «|uae aH (pi a nt 1 1 atem a: parte sefiU 
baud negativä in^tructam attiiietit, in lege isthac 

flcilic«! t dam u^O eat deDotaiite.;^^, provt ^pitBi(iva.e8t 

•■t nei^alM-» oontitieBtnrc jantpatet '«HBOHia, qo» coo^iatiir deft* 
nilio aigni dpf* (dum ])ara realis »Ap^ins o: haud BMativa 
«>sf), pro ^ reafi qua übet eildemque nUlopaii» ioipffACi«; adguir 

escere jure optimo licere. 

Quod a(l r parte rca^i iiegativd instructam attine^ 
quoniam iu hoc casu praeter (11') auUd adstricti auinus lege prae- 
cedente, patet, quo eoncilietar Dnic casoi definitto signi «f* geiM- 
talia» licere in ipsft hae (HO adqoiescere» 

Quae jam defioita^ Amt Aolbäe jcw;- iil' exmembro aeqaatioiimii 

{&) et (Oj secundo constat, eae sunt ft-potentiae ipsiua quae 
positioni frz=0 in expressione (7) ipsius ((1))^ generali dehentur. 
Hae ipsao suut, quarum utrique nomeo „ft-potentia ip^siusi x 

Srincipalia" aeu ,,Talor ipaios ((^»^ principalis** » (al- 
ira nempe, dorn a liaud a^aliTa est, altera dum « positiva) — 
«M|aa em reaervatam« JtMiuQ , ^.qi^illbet reaU ac müoiiaii» habantur 

alfae bi gmere, piout a band negativa «at aal v^gallira, 

w 

(U) . . . .a^=tt«>»(Co8,»T+V^Siii|iT), 

scUicet 

(1») (— =:^(CöafMB + V^8lBf*»). 

ee qeideni pacto ut, dum a=ji) est, Utterä illä t tone iimes ipsetr 
in qdem Arctg^ vaiorelpaina ainmkerico indefinite' decr eacedte cod- 

%'ergit, inteUigatur (i. e. prout ß positiva est aut u^ativa)». 

Tarbo igitnr ; i • . •: - 1 

(16) .... OlV^>*«(V WC<»V±V^-4Si"^), • 



(13) . . . 



prent positiva est aut negativa ß. * 

Observ. Dolenduni sane esse videtur qood de .r'< heic, abi> 
de a reaii ac rationali quäcumque ageretnr» uon ideiu pJane, ac 

Tbul IIL. 28 
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uM anlea de.M niunerice integri (0 inclusive) illata erat menfio, 

tk-tierit conteodid viakr« (inqnam) ambas illas (14), prout a posi- 
üva fuerit auf in^cativa, atque pro «==0 uiiain aeque ac al- 
teram co, quod supra dicebatur, pacto ut litterä r iu hoc cafu 

Kme^ inteiK^retqi* Jb qaeia Arctg^ valm ipalu« « mii^ericp 

TT 

indefiuite decreüeente €oqver|^tj b. e. J:^ in superiori (14; ut vice 

renk in inferior!^ prout posltiTa fuerit aut negativa ß. Quam 

«cUicet 81 tehiere prormutiavUi^erous assertiooeni , iJ jure (dum ß 
■e^titra' noÜt vitia asaet tiaftaadum» ^ood «ao signo eodem* 
^^03 V^^)^ dnabuflr^ cefte nM fi fefte iotegr^ numeriee iiitO 



J 



■r. 



II fMii. I M. . ; V.(^|PyM(Otab^ ^ V^Sln^) 

M l>;i . - t-' ■ ■ , . - ■' ''.:t ^ • * 



tribift«^ <^on(us4(Mi(*m wtMi'^aBe grai-forem A^al^'si ind'nxiiiseinus. 
1' ^ald imteni ir> ^^ndd^faidkMiV ut ex verbis novisainäiar )plane 

apparcf. ({iiantitatum illarum a:^ seil fr^ | ß\—\y* suuni titrnqao in 
liniitem cunvergit» decrcHcente valorc ipisius a numerico indetiitUe, 
certe dum ß ne&ati,\^k est ^eo u valore numerico inteero aut 0: 
Donae rel roelios fuiaset consaltam, ai, qaeroadmodum de aigno 
^ lyita fßß, dßüy aio Munaue de aifmo. ipso (ßV — IVm staii d a» 
nus fore (iTH|i!;im) ut in Änalysi iuisijit.hh .Klhihoretur hoc Signum, 
nisi quo limes uinquaiH-, ^igiHjUcaretur ipse, in quem iinauiiiaria ea, 
cujus tunc mentio srit, quautitas a:^ parte sud rcali iu 0 decres- 
cente indefinite convergat? (quo ex statuto id nobia praetaiea 
com modl eaaet profectuin , ut in aequentlbna nulli opua foret aigni 

(ß V — 0" n'f'ntione sueciali). Verumeninivero tali quodam decroto 

Änalysi vol p»;8sime lore ronKultiiin, ex eo solo pntet, quod in 

Analysi saepeuuaieru Iii ut huec tbrmula — 1 äeparataui deiio- 
tat suique quasi, juris qpautitateni. (ideoque nou tunc teniporis linii- 
tem mo^o, in quem unnni vel altenim genus quantitatum — 1, 
v^loce numerico ipeiua a tn^afinite dccrescente» conversat) : ex quo 
cohsequitur Analyseos noii minorii« interesse, ut notio illa „pO' 

tenfi^ipsius ^V^ —1 prin ci pa Ii s " [seu quid valeat aigmtm* 
(/3 V^ — 1)^] defmiatur, quam ut certa sit stabilisqu<* vis sigiii Ipaioa 
(«+^V — aUir'poaiti^'a sit aive negativa qu.intitn.s 

Quum jam in eo erarous beic supra, ut definiretur hoc signum 
(ß V — 1)" — [vid. aequationem (10)] — : imlf,^ ex antecedenfihus 
p^i^ter i^ouuationem (11^}», e^ndemque non lübi ile ^ numeriee in- 
t«^ik, <^t Q constijtut^, iad«tricti erfuna« ie^ praecedente. Re 
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i^Üm jjsri id feoium nohix fui88e relictum »egofinm videbatur, ut 
l«gen) muc (ii") ft qiuUibet reali ac rationali raUm esse defer- 
mvHis, praeaertim quum tali ex edito id iosuptf commodi redun- 
teil, nt äeqoatf onam illanim (14) altera certe , acilicct 

(tt + ßV^y Ä^(CoÄf<t+ V-^Sitf f»t), 

legitiina exmde non solum pro a poaitivä sed pro tt kaud uega* 
tira reddfta sH. 

(De hac re plura in Not. I. sub fiiiem DissertatioiiU.) 

npf]Tmfio]iibiui (&) et (fi') cum (14) eoliatls perspicitur omni 
ig cuu baberi. 

<IJ) ((^)y*ifci^ ((!)>', 

id i^uof? prnpferea jam coj^nltum erat ez ea« qaae in flne art 1. 

praece^L e\[>osita foerat, lege. 

Et quidem ex (14) patet naberiy dum o negativa esi, «emper 

m «*«=(-ary«(-^iy«, 

■ec tanteu semper, dum « haud negativa est. 

Nota. 

£o in casu, quo sIt „Expotiens" Uta ft fractio, cui cedatNume- 
ntor nnitaa ij^^z» ^ ^^^^ ^°^)' potentiae illi priocipoU ^ Iwo auo- 

n 

oue siunum V-r nomenque „Radix ex quaotitate x wU gra- 
Qtts principaliö'* reservat^ crunt. 

Noamet hoc modo definiti aignificatiooe notolae Vsc, adlicet 

• « } 

ea, quae de bac uotula in partibus Aoalyseos praecedentibus (seil, 
dam X Numerus, est nee pop ^ }) statuta sunt, neutiquam laedere 
patet ex aeiioai (14) et (15). Radii ex NadkerojEkuodam prin- 
cipalis (nt appareli) ipaa ea^ o«l nomen io Elemeatb «etait 
«Mdiz numeri poaitiva." 

4. Quibua pthkitb jam conatat, quid in Analyai valeat aigniiro 

eerte dum, x quantltatc qtiMibct, realls est ntfpie rntionalis. 
Irrationali nullus oninino in nraecedentibus, exccpto casu illo 
smgnlari ß:=^ et et positlvA, tributus fuit seosus. Licet igitnr 
abUnc^ omni absque praieced^ntlülu i^oxd, sigriunoi ISkd: In^böc 
«(iMicn.n (» irratiff&ivli) mismbro AMindo aemllomp (11) et (11') ~ 
mm ipaiaa (14) — aeaaivalens statuere, qiuppe qüoniam hoc ad- 
nu99o .'^^qiiat ipsa (Ii) iderrtica. dum psstQ ^onitvr« evadlt. QttO 
facto jam, quid ?aJeat signum 
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(1) «»• 

quaequae «it quautitai» realUj periecte est determi- 

iiatum. • . 

Monere juvat hoc loco nihil sane impedire, quommue aequatio 

illa (6) ideoque etiam aeqii. (C) ot (6") hoc etiaiii in casii (>i irra- 
tionali) ratae .sistantur . qui|)])e Tiunniam tali quantitate siguo Uli 
(C^))^ Aiialybi nomluiu tributus luit sensus». 

Omnibus jam eis, qua« de Potentiia qnantitatum hucnaqne 
statata faetuot» prindpiU in tiaum coUat» memorabile hoc eoinpa- 
ratnr ' ^ 

Theorema. ' 

Siquidrni, ;T—ct \ ß>/ — 1 «|uaBtltate qu^Übet (cer,te 
haud =0), o et ^ realibu», 

p reafls sIt ouneriee integra ant 0, 

I» realis quaelibet,- 

^ modulus =V^a^^ß'^, 

.0 realis, quam potisKimum placuerit eligi ex 
iisy quuruiu ;S i u. et ('o8. aequationi (5) satis 
racinnt» 

ß 

Semper obtiuet ' / 

(I) . , . . «cu (^[Co«6 + ir=3Slii^J)P 

= (Cos />Ö + V — 1 Sin pe\ ' 
Ol) . • eeu ((^[Cosö+V^lSi»a]))f 

=:pf (Coaiiö + Sin 

= {Sm)Y (Cos fiö + V^Sin ft«) ; 

nec noD seinper, prouf « poaltiva est ant negatlTaj 

(lU) arP = (± e [Cos» % 4- V^Si n t] )p 

(IV) ((ar)y'=((l: ff [CosT+V^Sin 

= ((± e))/* (Cos f*T+ V^Sin ^t) , 

et quidem, dum «=0 ost, superiori aeque ac inferinri 
ttti licet sigDO« eo quidem pacto ut litterd t tunc limes 

iatelligatur ipae» in qaem Arctg ^ yalore ipaius « no- 
merico decrescente indefinite convergat« b. e. dum 
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saperlori «terU «igiio, et T j dum iDferioti, proot posi- 
tf¥a e«t avt negativa 

tum Semper aequatio obtinet 

(V) . . . . a:f^=:(±^CiMT-^V^iS\nt]y 

z=z{±Q)f^ (Cos fix + Sin f4T), 

eft quidcm subjectA conditione ut supcriori ufaris signo, 
dum a positivä est aut z6to (quo in casu novissimo lit- 
is 

teri ilU f limttes i: ^, proat ß positivä est «at noga- 
tWa, intelligantnr)» -inferiorl aatem dum oegativa est «; 
«eilicot 

(VI) = 

(VII) . . .«-^)y*=:r(-p)f.((I))M=^^.((-l))^', 
(Vni) (-^)^»»^(— l)^=^"(Cosftjr+V" — ISinfUi); 

porro 

(IX) ((^»^rrarA' ((!))«: 

adeo «t, cunctas si vis ohtinere qtianti tatis cujusdara i 
fi-potentias, sufficiat ut principaiem iiiias fi-potentiam 
er omses ex ordine {t-poteotias unitatia multipl tces; 
eniqae, dum « negativa eat» 

De caeteVo meminfase Jnvablt, noa aolum eaao 

(XI) . . . ((l))/'=Co»2itf*«±V^Siu2A>», 

(XU) ((-l))^=(-l>»((l))^=(Co8fi«+V^Sm^i)r)((l)y. 

(XnO . . . =Cos(2X:+l)^*»±V^Siii(2jfe+l)^i», 

io quibua k (indeterm.) breviter „nomerum Int aat 0" 
deBo^t; 

' 'Ii' 

aod etiam fore nt» dum ft rational!» est qaantitaa 

TW 

— 4- aut (in et u n unie r i int.), pro certostatni liceat 

tributis ipsi 2k in (XI) successivc omnibus. qui i n t ( r 0 
et n (inclusive) ver^antur, numerorum purium (ü iii- 
cius.) atque ip»i 2it-f 1 in (Xli') succeaaive omnibus, 
qui eosdem inter limites versantur, numerorum impa- 
rium valoTibus reverA runetos (et quidem numero n, 
abi plurimos), quorum capaces sunt i{l)y* et ((—1))"» vol- 
leres ex membr. poster. (XI) et (XII') esse comparalos; 



I 



taademqu«, ab« Ctt«rit fraetio irredvctibilis (« et i> 

iiiter se i>r!mi, n>l), coneto« bos utriusqve ((l)y' el 
((—1))/* valores ipso esse nuvnero n« eodeiaque in casa 

(XIII) (a))*^=((l)^. 

(XIV) .... ((-l))^^=((l'-lj'"))». 

• Carotlarium. ' 

RadHM))i!s quantitatani reali^nu Theoremati ron- 
venienter praec<Mlt iili totidcm sunt (luttütitutis cujuscumque 
(rcali» aeque iuia^inuriae) M>i orüinis Railices, qiiot contineat 
Index'' (numenta ordinia Ji) unitatea; praeterea ae4]uatio Üla 
(IX) indicat, cunctas s'i placeat nti ordinis radices quantUatis com- 
parare, Hufficere ut radix ipsa principalis (ejusdem ordinis) per 
omuea successive unitatis raaices mU ordinis multiplicetur. lUque, 
dam A Nnmerum quemdam denotat, habentnr 

!^A:=:i(i))\VA 
et ■ 

id quod jani iiisaper (VI) et (VII) indicabaot 

Sin vero placet ambas basce ipaii V^(b.e.ndioa|irin* 

cipali ex val(»ro nunierico quantitatis 8eu, quam vocant, 
Arithm<>tt r j\ ipsiu« A radire \e\ notins eo ipgo Numero, 
qui radiceiii nt> ordinis cx A coQÜätj expre^^as habere; aequatio- 
»es UUe (VI) et (VII) suppeditant 

( fA=i(\)r.vA 
(LV) j et 

( ^^A^(i^l)r.VA, 

quaa equideni htt» fere verbin iiiterprrtnri licet: Cunctas si placeat 
coroparare nü ord. radice« ex ,quanttUte reali« sufücit ut Artthuie- 
tica «d ord. radix ex Talore qnantiCatIa mkmerico por ovanes snc^ 
cessive ejusdem ofdioia radices ex unitate positiv^ aot ne^tivl» 
prout quantitas insa proposifa positiva **st mit negativa, multiplice- 
«nr* Praeterea tiae ipttae sunt aequationcs novissimae^ ex quibas 
facti cooseqaltor lex illa notisslnia. In omnibiis inquam nti ora. radi- 

n n 

cibua ex niimero A uuicani VA, dum « iiii|);ir est, at duas + v'^'i 
n pari, ea.8e realem; ox negativa autem quantitate ( — A) uni- 

n 

eam — 4uni n est, at n pari ne unam qtudem, esse 

realem. 
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Nota. Prvbe tt*4t iiotarnldm ?tum(|uiun fieri ut V — — A 
Sit (dum n>i): Wh, utpote quae principalem ^stu« ~^ ^ficit 
ni4ic^, «cmpfr imagioaria eist quaotitas« scilieet "Ii.-. 

v1j*äVJ.1/--.1-VJ.(Cosj+Vj^SId|); 



*) Fieri qoidcm pole»l ut graviter ferenda, primo sallem iotnilu, videa- 

lur liccntia realem, dum exAislil, quantilalii negalivae radlcem denominatione 

n 

\,radicit prihcipali«*' a^no^iie aimpUei Craadandi: scu («|iu) üno 
onnla complceMnuir terbo) tcmara foraim . iridabilav a« praepropere aclBM, 
i|aod in polenlii» quaatilati» X (parle reali negativi} non ea poti»simnm 
omata fueril danateaaatiene itj^'^uo^pAlU** aigao^a UU M*, ea (inqnan) 

qaaa raalla i|i!la aTadit»' dunL^r raalia «at at |» formt n impari (acil» n 

pari nulla e^ra«, «(nac in I^^A contineuinr, raaUa MOfj, VatB|p|a#aii cx 
«o, ipiod|»-potantiaa ipaiiia X {parle raaU iiagaliTA) omma ^ta« lant torilittU 

=^ (Cos fit + Sin i.»)[CuK2^t|-1 (|A;-|-l>/«7j, 

pfitet quod dijcimn'; ofTrudicalom alitcr ^vitilri non poase, nisi j*,« coopt irt^fur 
ea, rujti» (2k +1)/* iuiegro «it ralore numerie« dam ita lieri potetit. 

noaqoam evabtil« niid forte faerit ^ ralionalla 
»c valore aumerico fraclionU cui ced;it imparis numeri denominator, pro« 
pterea patcl omnino arbitrio nikil aliud case relictum, quam nl yttl stgno 
complures et quidem altae aliis ^-Tuloribua propriae sabjicianlur notionea — 
(Id quod revcrA si forat adotlaanm, periculum e«t ne ex hoc ip(»o in Can- 
chTHDum i\lui\ indüccremar conailinm »igdi huiii<i Tß, parte reali ip<;iM<« ^ 
Megativd, ex Auaiy&i prorsu» tullendi) — vei etiam cä, «|aam coa «(upra in- 
iTlmiia, ralioaa (qnamvU primo forsan conapMi«l ap^iMl jfrM aa 
fcraf offensionis) tlofininfnr lior «.i:;nuin. T'frum crif;alur potisAiinum id fn 
eile coiutat ratione iiaiütä emolumcati , quod Analysi «iontingat cx dcünU^ou*^ 
ita eomparatl« vt iit omnem /a quadret i(realam imAo fton' ntnnt atf inlaglmi- 
rlam). Nec id solum; alia est quaedam insnper, eademquc ad Uunc naqna 
diem (qnod jnre licet mirari) ueglecfa, graviaümi »g^tte ad rem difMafifdam 

momenii ratio ea, quam indicant iege» illae in nnm. 2*^). 3**} et 4°) 6», 
reUtae: quippe quibaa inopiaatom fera tfotlaaimamque, quo Iniar ae colue» 
rent Tincnlo aocietalia ambo qnantitatum ganero ,eo, qw4o>4i«a l^fi« dgai» 

illi« :tf* (<^•ltll Imnlo T/»4*1^— l) el negativa sit x quA parleni fiaf^m 

nec ne -~ inieiligenda statoimnt, est indicatum. Qn^ demnilLperspectA socie- 
tato primo qnidem patal, qnemadmodvm in qnaatllalibna «igio"^(x)) eom» 
prekensis nullam omnino signo Ix notandam realem (dum X ucgaliTft e»t 
parte reali) drprekaadt linebitf' tit ^oqn^, dam in eo -res agiinr vH ex 
agmüie quantitatum ((x))/* eligatnr Xf*, id sanc levioris e»se inomenll qitM 
forte iatw C(^))^ illaa qnaepiam exsistat, cni pro /«-valore quodam »pct iali 
foro! ) cedat reali s tum vcro f^cincep« h.ind practerit , si ratione illA forsi- 
tdu praeoptatA delermioarctur XH' ^ro X quA partem realem negativa), pro- 
feclo fore nt incaaiom abiret faod modi» dLKimaa T^uAulom aociatatfs itii4-* 
cnm omaihus, qoae ex mlr4 hae eoajnncliöiN ' pcbdant', leglitM Analyai vero 
aallKaribn». 

■ , : 

Praeterea jure licet rontnidcrp iam «i^no ipso — \' i pffecium CMO, •! roall 
iVIi lltl ordini« radici ex («~vi) ««U» contigerit xemuaeraiioaia. 



4M 

5. Idiomata potentiarum principalium praecipua. 

Ex aeqnafione (I) theoronmti« prn prrdf^ntts rectÄ eollsequihtr fore 

ut, cujusvis sint eencris quantitates .r , .r, . t.^ Xn , si modo 

reales fuerint ac numerice integrae mit 0 istae /»i» 
27^,.. ..pn, ratae sint quae sequuntur leges (quarum praeterea anc- 
toritaa, dlun Nqmeros denöta^t, eX: Elei^entis jam 

cognita eat)! 

a:J».ja»».«'J»a..,.Äi»ii=j;p+p»+i'»-*--^p«, nee non '—s=i:eft-'P, 

;pP . x^i' . u^P..., oTnP = (jrJ:ijrj|,...ir»)P atque = ( ^ ) • 

Sin vero reale« equidcui at ceteroquiu iudeterini' 
natac relictae supponaotur Exponeotes fi, fi, fi,....^; non ntsi 

certis subjectis conditioiiibus legps valent eaedcni (quamvis sie 
quoque in geoere Vis uti iiceat, ut safi« constat, dum Numeri 
sunt X, :ri ^Tfl). 

. 1^ Haed tataieii aleqiiatio 

M 

(19). . i • • . .4P^.«?,»^.«..«^s=« • » • 

namquam uon valet, ideoque non mious acquatio 
atqae in aptcle baecce 

Demonatr. Nam» paHevealHpsiav^hattdlicgafivA^aeqnatio 
(V) dat 

Et qnidcro, negativi ipsio/i paH^ roali» a«q«.(V) oun (VJU) 
conjnncta dai 



n 

xt^xi- .... ar 



+ V^SIn(^f,t+.....+(«)t 



.(-i>"(~iy'....(-t)'' 
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L e. quoniam eic (13), vt patet, 1)\..(-1)"=(— 1) * \ • est, 

, iQ. £. D. 

2«) Aequatioilla 

(21) {xt^y^^^xt^ 

valet (fi et quibiiseiiinque) certe qnotieix, parte reali 

ipsius X ha Uli iieL;ati\a, (»rod uctum iUud limitibus 

^ kaad eaoadat {% deaatao^, uti aai»<»le()i. 

Denonatr. Eat enim in hoc caso (parte real! x batid oega- 
ÜtA), aeeoDditiii (V), ; . 

uec II Oll, quooiam heic fiT limitibu« Ulis ;£ü^baudexceflerel^e4deiu 
(V) 

. , Q. E, D. 



• 1 1 



Nec ]iiiii.U« yalet,i^^a acquatio, auoties, parte reali 
lpali||9i^*|jiega^yA./.prbdu4)t^ illua ^it^n) limttibua 

J:2 h&nd ezeedat Nam parte reali x negativ^ ex aequ. (V) 
et (VIII) habetur ' ' * ' ' " ' • • 

\ ' ' : I.iiii . II'», 

nec DOf, ^oniaiv, beic limitibos Ulis its-liftud eice^eret, 

eAdem ex (V) 



I .1 



2uae quidem io hoc casu (negativ A ipsuu» or parte reaU)^everÄ va- 
nrtm confieit IpMiw ar^^, 'Weundinft <V)-*et (Vlf^. — QI'E.'D:" 

Qiiibusoani praeterea in caaibus rata ait nec ne aeqnktio fflk 
(21), f* et xaalOiiui indetermioatis relictis, id opaa non heic eat 

exponi: quippe quod, nbi forte sit opu8, perfacili semper negotio 
licet dtöceroi. De caetero in § 4. sequentl (pag. 4M.) ünhersalem 
magis ac vere notandum casuani, in (niibüs; valoat ista ae^uatio, 
cliaracterem iu medio profereudoin curai)imus. Quadrati hoc ident 
hu aequationem . , • . • i». i , 
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quae quidem c»rte (ut ex modo alUtis patet) vim habet legitirnam 
1^ quoties» parte reati x haod oegativä» illorum 

|iT neutrum limitiliaa dt^ excedftty atqne ^ quotiea» ne- 

gativd ipsiu» x parte reali, prodnctorum fi(f+w) et ^r-fss) 
neutrum limitibuts dbg «^cedat. • ' ' ' 

3^) Aequatio illa 
(•23) . ♦ • vaf»a:,f»,..^iift = 

vaint (jx quäUUf't) certe quoties, realibus ipaarum 
«i,..-.^» partibuö haud negativi«, summa illa 
. '• 1 < • '* • • • 'i" ' : : ,T » .< lt. 

(24) « + + 

Umitibus haud excedai: — uW fidelicet 

r= Aictg|, n = Arc^ ^, .... »»= Arctg ^; 
atque ' ' 

«s±«+irV^=T, a^ssu^+A ^^..-«»^«aAiV^- 
Demonstr. Quod enim partes reales omniuiu ^KL'.tJ '^^ 
haud iiegativae sint, ideoque {q, , .... ^ moillfloii ieoolmmi/f J 

d7=s^(Co0T-|- V^SiBT), :ris=(i(Co«Ti + V^l Sin^)^.*. 

.... :r„= (Cos r« + 1 Sin »«), 

propterea «eeimdnni (V) habetur 

a;/*a;i^..,.aV*=(««i".«»WCosf*(r+ri+...+T»)+V^^^in/*(T^^^ 
i. e. 



1t 



qvippe quiniam summa illa (24) iimitibiui ir^^band ezcedere pp- 
•Üp^ erat 

4: D; 



I ■ ■ 



.Quo4 ad specialem iUam ^ . ; 

(Ä») >ii'»=Ä(Är,y 

attinet, facile patet satisfactum ei esse conditioni hcic supra ex- 
positae, quoties, realibus ipsatum ar et partibus haud 
negativ 18, pars Ipea re«lii prodiictl liaad.jiegativa 
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»it, ^) — Est alias insnper ebtm siDgdaris, quo vslet Ist» (23') 
is inquani ubi, parte rcali a: pajsitivA» JTg ipsa =^1 
fuerit: etenim tunc secundum (X) aaJietiir 

Quibosnam praeterea raj^ibu« rata sit nee Tieae<|uatio illa (23), 
§t indeterminatä relictä, id upus non beic est exuooi : quippe quod, 
«U foite Sit opm, psrfactti Semper negotto Ucel discenii. De cae* 
tero in §. 4. sequenti (pa^. 412.) uniFersaleni magis ae vero notan- 
dum castiiim . quihus raleat ista aequafiot characterem io medio 
pfoferendum curabimas. 

* ■ 

40) Aeqiiatio illa 

*alet (ft qUf^Uhrt), rrrtr qnnties haud neeativae siiit 
parte/» reales tum utriusquc x et xi tum Qaoti ipstiLf 

^. Eteolm sl Ite fiierit, ex (23') habetw «^»f^»y= V- 

Exinde consequitor, aequatiooem lllam * ' 

(IX'* I 
5= ideoque =4r-'" secuodum'Ott') 

¥alere quälibet), quoties band negativa .si t pars rea- 
li« ipslQs X. E Gontrano ista aequatio, dam negativa est 
par8 realis ipsiuB x, neutiquam valet (nlsi WW |l 
tU» intqsra aut 0 fusf ilQ : tuac eaim lialietur 



al ▼Cid! 



4 t 
t 



V 



qooniain heic — x positivä e«t parte reali; et quidem tDaeqaales 
SMiit (—1)^ et i-i)r^, oiai forte Sin^n^Q Aierit 



•*) Vw «Ute fi«ri um pM«M «I «unnft tf<fr, ttsflUliii« ilU« 

' , ^ IT , ,1 ' i . 

«ic«d«tt Vdppt (fnoaUia txi>«.,|iot umit«» ii«1|m« onuiiiifr «reu« «ssblit» 
e^, »lUBaiM qntlm daarmm qnarvB&dajn t at T| limlilbn» luiad «u:«- 
ilciill«tt, cotiiia» c«dat hmA ntpiÜMtm» 



Digitized by Google 



m 

4.3. 

« ■ ^ 



Observ. Postulantur abhinc, praeter ea uuae in hac Disser- 
tationejani sunt pertraciata, sequentia nota : 1^ Doctriua logarith- 

nioruni (rraliuiu) N umerornm priiiiaque doctrinae sefierum infini- 
tarum (temiiiirs realibus) principia ea, quae in Anal. Al^ebr. 
Chfip. VI. expüsuit Ct^vcny, — (itaque, ut naucU complectar. 
summa ,operu| illiiis Anal. Mg^hr. Chap. I — VI.) a^eeH func- 
tiquiim illarum Sino* et Cos je: evolutione 8e< inidani di^nitatcs ip^iusj^ 
(realis) *), atqiie 2'^) Chap. VIII. §§. 1—4 **) operis pjusdein nei' 
non ex ('hap. IX. (de «enebuH terminonim imaginarioriim) ea, quae 
paginae 289 nominatiinque bis verbiß „Cela pose si Ton &c.'* 
praecedunt 

Quid in Analyst Talaat ^oc^ignum 

(1) ^. 

quaieque k\t x qiiaatitas (realls, liK|aam> mit ima^naria)« «od« ait 

y realis, ex praectedentibus jam conütat. Reliquura est ut inve* 
niatur, quisnam h uiy sis,nö in crenerc, i. e. talis qui Exponnnti^ 

cuilibet =jx-f vV^ — 1 (ft et v rcalibiis) qu-ulrci, poti-ssimMüi tribua- 
tur sensus. E^ndem beic persecuturis \ iaiu. qu4 in partibus Aua* 
lyaeoa praecedenfibus pen-entnm fnit ad actisnm «igul ai» pio 
reali determinaadum, nobi« primo quidem ligunetai^ «st negofiiim 

ut Signum boc d^-fH^^-^, dum a Numerna aat ssil» seu brevi- 
tef'aigiimn * ,f = j - 



I n 



*) Cancliy, nt aatU' cMiatal^ lia«e rem in Sbotrltt« icmmn »nmnialiMilB 

»crienim tcrminls Imatilnarii« inslrurlnrnni collrx avil. Quae ni necensaria 
e«se( (lilatio, ex ek rc soiä (iir facile patet) id i\ul>is impefliinanti moraeqnc 

foret obiatam, ut ea quae jam rcliqpu a^nt iigna (3\x^uA ia gcuere, 
caaieraquc) definiri eonimque idiomata axpHcari noa omnino Itcerar, iiial 

Tiam perteriilurl , qunm Caucliy manivil, pr^emissa pu<«Ui1arcmn9 ferc omiüa, 
quao in Anal. A 1 g;, Chap. IX. §.2. ^< n a t ]ias.. 28'). scquiuUur, ramque 

ip^am ob canMam S""^. illum 5. CUap. Vlll. ibid. — ■ At vero qnamloqaidetn 
fanctioaiim ilUmm 8iB:r et Cm 9 reali) aecnndnm dignitataa Ipiln« X «*• 
plicandaram legem facili ncgolio, vi qnidcm problemnti» in pag. 114. AnaL 
Algebr. propo$iti, saociri licet (cui tarnen \rci Jiuc loio Icmpus impendere 
satis foret inepiam)} noa qnidcin, hac re iusi Chap. VI. AnaL Algebr. 
^dUeaiftf jam aiiae morA diaiteti nil ioipadA qnominna «daigna, d« qaiintt 
agilur [j*^, SinX elc] complete defiuienda progredLimor. 

**} NoD (amen ea, quae modo .«(upra in arl. 5. no^lri 2<H allata sunt, 
in locnm paginarujn 243—246. $1 1* Chap. YIII. »ubstituenda c^se cenaere, 
per HO ]iaiel. 

***) Quod ad ca quae hi.>» verbis »uccedonnn 5""' 2<im Chap. IX. confi- 
viimt (sammatioaem, inquam, serieram quaruiiidüm lermüm imngiiiarii« 
iaittneiariiiii) , a«« non (qni iia p«stnlat«r praamlaeaaV f«n ipa«m Söst 
Chap. VITT, altinet, tanlum abest ut praPinlllcii(l-\ nn sint liacc omnia ii», 
qvae a'd «igna de qaibus heir agitur definienda eorumque explicanda idiomata 
parluiraiit (id qaod jam modo »upra monnimns), ut poiio« in systemate ipao 
AnalyMos poatponead« esse haec omnia iis, qaa« opaMalttn hpe noelnim 
coaaiilmiat» ja*« «ta« conoadaadam vidaatar. - 
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(letenniüenms. QuA tanen i» re «atis cogoitAr pnucU tantmittodo 
beic o^»u«> est verbiä. 

NoD Boliim Jane Jldtnm sed ex analogii «tiam praefinitniik ease 
appiiret, tit 3f-Talore quolibet statuator denoitio 



ideoqne in speci«, 0 dmat Baain ayiltmiatia Nefwltol, 

vi qattmm* y*valor« qnolibet, babetar ralatio 

(28) Aß^af^, 

Porro» qiiae ex hia oonsequliiir, aequatio 

. 

(29) . 09.^1 = «rf9i 

nee non biüor Ista 

(30) . . . . i*r.i<».....il»»= J»ff.+^"-+sii 

quoDiain ratae sunt valoribus ipsaruni yit yn quibuKCTt|nque 

(realibus aeqae ac inia^inariU);, exinde recU fjaQiliUuuque, usqite 
DD^Igotio, v'r^aidem le^is 111)08 ntnirtibiiäm Sin/v et Ci^a^ ^ea£) 
sectmdiäii ' di^nitates ipsluÄ ;r 'cüi^ii^aiidäriiiti, deducitvr no^iafvf^ 
Ub fortnae fioita« r^liitib . ' 

nec noD laüor iata 

"(32) ... il^+«^^=J^(Co8[W^J+y;^l6inlWi<J)j • . ^ 

qni ex novissiiiid demuiii patet Mmüno Numetls At 
▼alere iatam 

(33) . .... . Ali^.-A^tv..\Aai'aa,{AAi...,An)^, " 

■ . . . .'.I 

quaeqnae, ei^.y gMai^ito» ;fealiai a«t imaginaria. { / 

:h . Not a. . ' :■ . 



Ex eo Ipao qnod aequatio (31), 6 quAlibel realij anppeditat 

«^V=r=Co8Ä+V=TSiiid, ' 

id efficitut, ut, loco aequatioimm Thenrematis illius in {.2. relati» 
bievieree eaanque ipeiuii ob cavsaaiii vanl pfeenuaeoe coiemodiotm 
•abetttoi Uceat faasce: * 
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(34) . . . af wa (^e*V^^ r= ^a^V=t, 

tarn, prout positiva est'aut negativa 
(34') s0=^(±Q€^V=^yftss(±f)^i!^=i, 

((»»•=((±P€»1^»*=((±*)>*a^1^, 

atque, pro «sO, enpenifi aiit iafcrius «z arbitrio sigonni (pacto 
illo sottto); porro, proiit « fiand Ddgatira.est auf iregatiTaf 
-pötcntiae priocipali 

tandcan^a 

(37) ((l))tec±**i^1^^ atque ((-l)te(— l)M((l)y*=e±(i*+i)^'«V-^, 
. (38) . . . . (— l)M=:«*«y^=:(e^1^)". 



4. 

I. Antec^uam ea, quA« ttotulae illi (1) latissimo senso aceeptae 
(I. C. taü, q^ii ad a-- «t tf-varorc!« quoscnmque portineat) de- 
tennfaiandae inserviant^ atlgredimur, id iiobis injuHctuai est ucga- 
IStm tA, quae proxime aotecedentibus iDtimo coojuncia aunt mexn, 
praacipoa 

lie Logaritbmis Quantitatum Naturalibna 

piincipia praeinlttantar. ' 

ProbUma. Invenir« quantitafaa aa» s «niyaraaa, 
quabna coäiilittQDi buie ' . 

(39) «»s=a + /jV-^ . ' • 

(e Basin denotante py TtAmitfy Ingniifhiiinniiin naturdium, a'al ß 
qu antitate s reales) Hat satis; seu, quod idem valct modulum 
V^a*4-/3* denotanfe an ft quantftatem realem, q«aw potissiilltnn 
eligi placuerit, cujus Sin. et Cog. ipsi (5) satisfaciant) : Invenire 
qvantitatia eaa x univexsaa,. quibua conditioal fiat 
aatis hole 

(390 • * • • • e*=^(toaö + V^-^Sioiö). 

Tali (ai exsistat) qjuantitati tiaicuiqpe lotnia oedat aaaaaatt 
lü|ec »^aV^ (k et V i«aHbii^> ide^qna laqo aeqaafioaiaiaairia« 
aimae banc licet aabatitui: 
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« 



' .1 

«ff iQ9%v^ V^#ipi>)cs«(C(»Är|-V^^öii^) 

OoBinm ex pi;^i (40) jvß p rimo quidem patet^ sl ^uantltA« 

tlla prctpofiita a-{-ßV —1=0 faicset» nullam onnlDO ex* 
•Utere qu^DtHäteni (flnitam) qirX Hat satls proble- 
matl. At ceteroquin seniper — ut iacUlimum rst e>q)ertu — 
prabteaiati reveri fit satis un^qulque quaiUitalum in,fonualfi 

(41) + (6i2^.T)V-l, . 

qnemvis placuerit ip«ii k tribum numeri integri (0 iiiclus,) Valoren^ 



Qnanfitatiiiiij« quibv« «equationi (36) fiat sati^ iinaquaeq^iap* 
ptUabitny ^g^loyarithmg» i|vidajn^ (Uem logarithmoa nafo* 

rall#) ipsliis et ^^idem fonn ola e a upiveiaalia» 

<|eae k se GaQ<;tfi8 ^aü ifqptlDitt ipsiiis « -f V — J »eu ;r (hcevi- 
ter) logiMritlimoa, aigno illlo ({(ai)) iotelUgenda erit. Dnde acquotio 

(42) , . . . /((ar)) = /ß + (ödt2A-;r)V^, 
# teotante (utl anpra eat laoBitam); ■<.«.( 

1^ gTi ! Qaonta», dna « eat Iv ^catvplsrt lloit<0, atqu«, dum 

X e»t —1 ♦ 1^ eöoptari iUst^'ni ' ' ^ i ' i ' i j -«i 

» (4^) paM 6886 - . 



« 

/«_ 1))=» + /(a»=± (8* + 1)» 

haagioariiii omnibus. * 

(4y) .... /((«))=it+/(a))-^d^=/((^))+6V^*. 

^uae qoidem indicat, cuDctoa quantitatia cnjusdam e-loga* 

— ■ -.in^ • * • M 

*^ ^iOMitüi iiau UttUniüoae uuIIq luod» e«, ^ua«. iu jtarübua AfiMiy««««» 

leif QbMie appareü 

Lo«o TQcabuli -iogarlUiinuu»»** «splUatia» di«li«r „logacJUkwiM 
ex »ystemate Iim»co« e.*' 
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rithmos eo modo comparari licere, iit eorum unico ~ 

auera potisä i mu ni t^lic i placü f rit — addatnr /((!)) i. e- ad- 
antur successive ß-rogarlthmi oinneij uuitatis. 

Nota. Es'hb ^atet» feaü quAUbet ix band jb^o), aempei 

obtinere 

(45) • ' 

Nam 

SS ((^)y'> secundum (35). 

2. Dum o positiv a est, qiioniam innc$ cooptari licet t 
(§. 1. art %), aequattoni (42^) inde forma contiogtt bta 

m .... /((j:))=/^+/((1)) +r^-l = /((<?)) + tV^; 
dnm tt vegfttiva est» qaoniam tunc 6 cooptari ]i<;et ^^-i-n, 

(400 . /((*))=:/e + '(a)) + (i^ + *^V^ 

atqne* dnm assO eet, niia« valet ae4ae ac altera a^naiOo, eo 
quidem pacto nt litterA x tone limes ipse, in qaem Arctg^ Talor» 

ipsius a numerico iiulefinite deccescente coovergjt, ioteUigatur. b. e. 
:^ j in (46), at f ^ io (46'), prout poaifi?a est aat negativa 

„Priiicipali ipüius ^((.r)) valore" seu „e-Iojrarithmo 
quantitatiä j: principali'' cuiu ip^um iutelligi juvabit, qui 
secnndo membio aequationis (46) convaaienler, dmm m positiva 
est aut ztfro, et secundo membro aequationis (46') dum nega- 
tiva est a, positioni /> — 0 in ex|)rossione (43) ipsius /((!)) gene- 
rali dobetur. Princiuali huic logaritbmo Signum^ iUud ^(o?) sea ix 
erit reservatum. *) Habentur itaipie , 

^^'^ '/(~i)=«^=r5 

ati|ae in genere, dvm «haird n^gaH^'ü^dst; 
(48) tes/^-pfV^;^ : 



1 ' ' ' 



*) No»met kuc luuüo tlclijiiij^ significaiione notulae ix(X-ritiQr t ^uo- 
libel) raverA enm, qocm knie signu pro ;r=NnittttTO i| in £leni«ntb fa» 
vindioanBl, ««nnim in Intcgro relif|ui»M, idi t<tia p«le| *x «O <pi«4 «cquatio 
(48), qtiac significalioncm hajui» /j'pro jr omni quaparlem re.ilcnt 
po»i(iT& indicat, in hoc casu singnlari ijeulica evadif. Princijiaüi 
igitor Kvflitvi «vjtttdam ««lofaritlinnt U ip«t eil, cul la Eloncali« 
nonitti €<fiil „e-logarilhnnt a«m«ri.<* 



Digitized by Google 



409 

•dlicet, 
dum Vera a negativa 

(48') .... ^ = /^ + (T+;r)\^^=/^-|-/(-l) + rV"-l 

■ 

veibo: semper obtinet aeqnatio 



(40) et (40'), omni in casu habetur 

(50) - ^((*))=^ + /((!)), * 

id quod praeterea Ijkm eognitum erat ex verbis aedaationem (42') 
proxime inaequeoHiHis. • 

Etquidemez{49)patetliaberi, dum o negativa est, semper 

(51) ^=ii-^-§-(i-l), 

nec tarnen semper alioquin. ,i 

Nota ]. Aeqiiatio (50) indieat positivae cuiqoe qoanti- 
tati unicuni esse e^logarifhnium, prioeipalem inqaam, realem; 
negativue autem ne iinuiu quidein. 

Nota 2. Ex aequ. (49) patot. ^ reali quAiibet band z^ro), 
Semper obtioere 

(52) ....... . e^*te = a!#». 

Nam (49) dat 

«cUicet, dum a haud negativa est, ' 

s=i€f^H9^^Y-i) = ^eMtir^i s-ar/» secund. (36), 
atque, dum negativa est er, 

=e^«tW^V^ =^«^«{»+»)V=i - -Bit. secund. (36). 

Nota 3. Janique ex aeuu. (52)^ quippe qu4 iudicatuT esse 
unns e-logarithmorum ipsins a^, consequitur, vi legis itlius ' 
infra aequat. (42') expositae, esse 

(53) /((^^;) = f*^4-.^((l)). 

Quae licet aequatio cum aeqtiatione (60) — juxta quam habe- 
tur /((«))^=s/(d9")+/((l)) -i- conjuaeta aignat semper esse 

/(:r/') + /((l)) = <*/a: + /((!)), 
TheU IX 27 
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ex hae tam^B caveDdmn est ne fidiü ea dacalnr condiiato, «ie quo- 
qoe in geoere esse 

/(x") principalem =fil^. 

t ■ ' , .... 

IJbi ilemnm uLv principnlom ipsitis r" logaritlinuini ronfiriat. id 
iofra erit exiilicatiini. Acquatione itla (53) id coiistat soiumuiodo, 
quantitatuiu omuium ex parte alteri suam cuique ex altera parte 
aequivaJere* 

3. Idloraata «•log^ulhmerum principalium praeci- 
pua« Qaae logarithmis (realibus) Nnroerorum pro- 
pria sunt soUtisqve |[n>VM»T^hem aequatipnidus' 

/(x")=f^Är, (fi reali), 
-f /(oTi) + .... + f{u'„) — l(.i\ri ....o-«). 



J(^,)-/(ar)=/(^); 



idioniata iioii nisi ccrtis subjocti.*^ rdnditionibus, dum iji."^!.-? a.', a*!,... 
....:rn seusus quantitatuia auarumcunique subjicitur» integra 
mancnt. 

P) De aequatione 

ea ipsa, quae in 2^),pag. 401. de acquatioue 
(21) ...... i (a!^«) J* 

prontiii tiari licebit. 

0emonstr. Semper equidem ^kc «nvin cenficilex e- logarith- 
mis tpsins xf*, secund. (52). Contendimus autero hoe locp conficere 
eam ambobus, de quibaB a^tur^ in casiliits prim^ipalem ipsum lega- 
ritbiniiin l(art^), ' " 

Logarithmus ipsius aef* prinpipalis, juxta, deQnitionero, est 

(56) . . . . , M=^ii^)f.TVi-^h f . 

denotante Jl modulum ip^iue» a-f' atque . 

parte ejnsd. a/* reaii ' 

et quideoi, ab altefii purt^, * j ^ .^^ • 

(67) ... . iUx=i,.[i(±QHT\/:^i 
Quod autem« secundum (3G), habetur 

scilleet _ * 
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et quideni ^ . ' *\ 

=l^"e^i(r+j')y^, IT negativa ; 

propterea priori in owu («r baud negatbi), ^oties mx limitibiui Ulis 
±^ Iiaad ezcedat, obtlnat.lata: 

nec m'mujä poiitenori («t D«gativ^), quoties /t(T-|-9s) hisce Jt. ^^^^^d 

excedat (ex quo condQqtiitur esse partem ipsios as^* realem band 
negativam), ista 
1 

/(e") + f*(r + jr)V^= [/(- Q) +TV^]=<»te 
casüs hirjiisce. 

Q. E. D. 

Quibusnam praeterea casibus rata sit ista at-qnafio (55), iJ 
(utii forte hü opus) perfarUi Kemper negotio, coUatid quideiu iater 
se aequatiooibus (50) et (57), licet>it discerni. 

Nota. Id certe constat, qautieä 

(65) . i(xi') = iUx 

sit, toties hanc etiam obtinere aequationem 

(21) <a'*)^=«kw». 

Nani ^emper habetur > 

(x")'f = ef^^, secoad. (52), 

ideoque 

sse.'^.«^, quotita lala alt (55), 
qiiae autem ipaa e/ff^ mnaqoaiD noa ssaf^^ est, secundom (52)* 
De aequatifine UU ' 
(58) . . • /(ar) + /(j:i) + .».. + ^arii)=/(a;a:i...^ii) 
ea jp»a, qqae in 3^) pag.402. de aeqnatione 
(23) xf*Xif...Ji:t^ = (xari..«;!^)^', 

proauotiari licebit. ' 

Demo D Str. Seiaper equidem ani|iipfi l(^) -t ^^i^i) -f -|* Kxn) 
uanm confiiit ex i -Iog uithmis prodiicti {xXi».,Xn) , quippe quoniam 
baf'c ) f .. . fi^mper =jrxi,...af»i est senmd. (3Ü). ('»»n- 
teudiiuus autciu hoc loco summaiu iKtam casu, de quoagitur, ip^iuu 
conficere logarithmum principalera i{u ii i „). 

Logaritbmua ipaioa (mik-><^ principolis, jimia deiDifiopem, est 
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ileiiotuiile U luoduium prodocti seXi'**'Xn atque 

r-Arc(tg parte rtflii ibid. ^' 

et qaidem, ab iiltera parte ^ 

(00) /(^) + + .... + /(^«) = 'üb ^) +'(± Pi) f /(db ^«) 

+ + n + - • + ^-)^- 

Quae atttem ambae remA, dum haud negativae «nnt partei 
oinoiiim x, Wi,..»Xn reales eamque ob causaam 

atque 

aeqaalea aont, quoties sdnuoa lUa t -f Ti i- limatibits 

haud excesserit _ _ 

Q. E. D. 

Quod ad specialem iilaiu 

(68') J(ar)+/(ar,)=t<(a?Ä't) 

attiuet» facUe patet in eam quadrare» quae in pag. 402. deaequat 

(23') xf^Sif=:(xaiy* 

pronuntiebantiir edirtn r no hoc quidem excepto. quod poiitivi 
ipaiaa w parte reali rata tsit non aectis aequatio 

(58") . * * . /(.r)+/(— l)=ii:/(-.T) *) 
ao iata 

(23") a^{-i)f* =^(- xY, 

Qnibuanam praeterea casibus rata sit aequ. (58;, id (ubi forte 
sit opus) pernicili Semper negotio, collatis inter ea aequationibn« 

(50) et (00), (liscrnii licebit 

Nota* Id certe eonstat, qooties 

(5b) .... /(ar) + ^(u;i) +/(j^-|i) = /(.tJri....jrj») 

Sit, totiea haue etiam obtinere aequationem 
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(23) .... ar'*arj/*....jV*=;(JM:i...-ar«>**. 
. Harn Semper habetur 

xf^Xif„..^J^ =i ef*^^ifi+""i ''») , secund. (52), 

tdeoque 

s^^9*,....x^^ quoüe» rat» sit (58). 

qua* aateni ipsa ^a»,...^^ numqucim von :gi{xxi xny^ est» 

aeeiiDd. 0^2). 

d**) De aequatiooe illi 

(öl) ^K)~/(j^) = /(f) 

ea ipsa, quae in i^) pag[. 403. de aequatione 

proDQstiar! lieebii 

Nam huc ipso in casu (partibus ipsarum x, et band 
.negativis), secuodam (58'), habetur /(ar)-|-/^^^=:^«i). 
Enode coosequltnr» aeqnafioneiii 

m '6)=-*'' 

non secns ac Utam 

cm (i) 

valere, quoties haud negativa sit pars rcalis ipsius x, 
r^eatiquam vero, dum negativa est x qu4 partem realem, 
Talere eaDdem patet ez eo quod tall in casn sit 

at Tero 

Nota. Id certe constat, quoties jata sit (61), ipsam 
quoque obtinere aequ. (25). 

Nam Semper liabetur 

•^Ä-jiff , eecuod. (52), 
:=:ef*^t*x-t*) secuAd. (30), 
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id«oqne 

r=z^(lf), qaotles rata sit (61), 

quae aatem ipsa munqiiaiii non = ^* seamdum 

Coloph. Ria jam de lögarithmU princmalibiu qualil 
qae peiacna coininooeff» dwun juvat^ aeqaanonem illam 

(6S8) .... /((a:))-i-/((u^^j)j4-.... + l((irii)) = /((.i:^i...ui:„) 

ideoque banc qaoque ipsam 

nec non, in spede, istam 

(63') .... . /((5))=-«W) 

legitimas quihuscunique ipsarum j: , a'i , o'n valoribus (certe^ uti 

adsolety 0 excepto) pernianere, id quoil revcrii juxta legem (42) 
^goMTiri llceblt 

^ ■ . \ . 



.1 : *j Hl/ 



Quid in Analysi v^eat Signum jk» 
et ^ qüibus'\;u^^tte *). 

1. Ex partibua Analys eos p raecedentibus jam conetat : qu^D;-» 

titate x qudlihof = a + ^ V ^1 (o et ^3 realibua), sl modo faerit ^ 
realia, aemper liaberi / * 

' \ _ ♦ 

(64) .... (« + j3\^)/*=(±o)/^r>''1^-» = e^W^-i), 

(«dl. •^pVdUln a negällVa eüt; tfi«4^a'4-tff 
atqae 2^) « poaitivi .=:^, y=p^vV — ^ (^et v realibua), haberi 

(65) .... ^+»'V"^=et/^+»-t^)'e=eM.<?*''5'V'^. 

Quae qnonlam ambae aequationfea In mvSf^ ^anc reveii eolFtmt 

(66) atanz^. . ' ' .u 



nec aliuii 4|ii()(l|»iain in praecedentibus Aiialyseo.s partibus de si^jno 

illo (1), scU. or» seu {a J /J » , liut fsUituium; jam plane 

apparet non solum jure eaae Ucitumi aed re ipsa poatnlatuni* nt 



Uli ad«olet, ^ liaad 2cro cs<>e )^»ulatur. De aiguo {jU vid. notulam 
•ab pag. 8^ 
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A hoc »de teaiporai («X aaalogU) habcatur aeqaatio iUa f66) 
rata et universalis definitio sigui a^'J io ADaiyai Mathe- 
■atica: itaque, ut expücate eUqiiauitir^ ' . 

(66') («-f-/3Vi:i>"+''r^=:cC«+»'^^)'(«MV"^). 

FMma (66) isia^ {logiliTi^ ^HttiUMi ftut^pAdität 

(«7) . . . ^ . . (^dp^eü^ii^, 

wnif 9 modulum ipaius ^ deDotante, 



|m»ut uars rcalis ipsiiis .r haud negativa pst aut negativa. 

üladem iosupcr ex aeqtiatione ^tiippe qiiil indicatur yLc 

«ms case ex e-logaritbmb ipsiua a9, consequitur, vi legis llnus 
infia aeqa^ (43^ ^poattae/'te^taflolieiih banece 

X et « quibascimiqiia maoere ieffiiimaiii. GeDeraBs Iihjttacd apedm 
ai^ (53). copfcit, i ! , .i , . : 




2l IIa conveniaoter» quae jam antea .dbersia Ipaanini' ^ et v 
^MlboUibüs ^peciallbos fbenittt ädtnlasä/ ^toibtidcdill^ue aVHinc d> 
ftjf-valorihr^ appellabitar ^ ^principalis ip sa y-polirntia *) 

quantif 'if is j:'*, i})si ;uitem t/ nomen cedet „Expo t» o titis." Et 
i\mi\ nd i<ii()ui:ihi [»oteiitiarum principtlitim (latissimo hör sensu ac- 
cepUmiiu) earumi^ue, loga(ithmorum oaturaliuin praecipua aitinet, 
ifqnentea hoc locb exponerl» Juvabif leg^s unWersales, quamm 
eqmdem ditioni (ut per se patct) subditae sunt spedalea eae, quae 

in pag. 40(»-403»406,41i)'^Uenositae idromate^^^ 
fiHKii|»autim £xponeDtibiia nomuat rcakaus «shlboeniflt: 

V) Aequatio iila • 

(70) .... a^airi.,..Ä = Ä»^'»'+""-H^, 
aumquam non valet» ideoque non minus aeqiiatio' 

t ' 

atque in apecie baecce 

■» ' ■ • 

nof) —=0?-». 



*) Niiiil cqui^em imp^dil, qaömiitus Aiiiily<*i ilcm ^iiitlicciiir signam 
ifsum eliaui^i p imaginaiia »it (cacleri?» ni ronslal, in casifnt^ oinni- 

bitthoc ü^iun foii acccplum ci {[uidem eo, 4u«ta latluokit aeqoL fjl^) et (3öf), 
Mm). Nikilonüniu tamen, donec'Analyii fortilan luul coidam fore Tide- 
Mitf t hoe »i^aai iifmaiMaMim (uti lMW|ttiv« aiquii) ecanri liccal« 
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Patet hoc quldem ex ipsa definiÜone (66) iMUi cmu aequ. (33>). 
^ Qaoties aeqnatlo illa' 

(71) l{xU)=ylx 

obtioeat, totieii baec «tian rata eat apqu^ti« 

(72) (jar)?r. = arJf i. 

Nam Semper babe^r 

(^)». = e9'A*^), secuud, definUtaa^iu (Ö6)* 

ideoquo 

qnotiea obtiiieat (71) > 

quae qoidein ipaa <9ivi* numqu^Ai aoii ^4:9Sri est, seeniid. , daft^ 
tutionem (66). 

Quibusnam autem casilras legltlina sH (71), nt oonstet aliqna- 
tenqs, id jnvat probari rf^ilere eani, certe 

ö) quoties, parte reali ipsius .r band negati vÄ, quan« 
titas illa fiv-I^W^ Umitibus Jiaud excedat, neg 



6) qvtoties, parte reali ipstiis jr negativA, quaatltaa 

l/k{^-\-n)\vlq Ii mit ^^^4 ^.j^c^^&t 

Demon.str. Semper equulcm ^Ix unum couUcit ei( ipsis 
y quippe quoniam ^ iHiiiiquam non scs'' est GemteDdimua 
aiitem hoc loeo conficere eam arabobus, de quibos agitnr, in easi* 

bus principalem ipsuni Io<;nrithnium l{xy). 

liogarithiuus ipsiujS p^incipaliä, juxta deünitioueffl, est 

■ • . .. ' . 

(73) /(a^')=/(+/?)+ rV-^, 

R ei T dcnotaritibiis (sicnt in aequ. (56) immutatA mode |( in y)) 
et quidem, ab alterä parte, 

(74) Sfto=7,[/(±p)+TV^. 

QuuU autem, seeuadum (68), babetiir 

scilicet 

£=: tili < V"-^ = ^+rV" ^ 1 . eC«+»V - U^V ^ , 

at band negativA', et quidem 
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tt negaÜTA; propterea priori in casu obtinet 

ideoque, quoties ti%-^vl^ liroitibuä iliis J^^^"^ excedat, secon- 
dum (49) habetur 

»ftiiM In posteriori obtiDet 

ideoque^ quoties ^(r -|-7r)+v/{> hisce + ,j haiid eicedat (ex quo con- 
sequitur esee partem Ipshis as reatent haud oegatlvam)« liabeto^' ; 

/(j:»)=^/ß — v(T +;t;fWvjV — l^iflf^ casus hujus^e. 

Q. E. D. 

Quibusnam praeterea ca«ibu8 rata »it ista aequatio (71) — ideo- 
que etiam (72) — id (tibi (orte %;it opus) eoUati» ioter>8e aequatio- 

ptbus (73) et (74) disce^oi li^ebit. 

lüoitu £x allatis h^Q \o0o patet, quoties obtitteAnt ambae 

tetiea banc quoque ratam e^^e aequatiooem 

(75) ifigtpi d {m*yii 

et imid^ cew ita.se habere«. c^rt0 ^ 

a) quoties, parte reali ipsins händ negatwi, qiian- 
titatoin illaruin ^x-{ vl^ et + neutra limltibus ±^ 
excedat« atque y . 

b) qaoties, negativ^ ipsios x parte reall, qaantlta- 

tttiu ft(t+«)+v/^ et (i|(t+») + Vi/^ n^utralpsis db^^ei^csaat» 

• • *o 

seil« y»f»+vV— 1, • ■ • • 

■ , ' • .• 

3^ Ouoties aequatio illa 

(58) .... l{x) + l{jcx) + .... + /(a:») = /(j:a:i.«.«b) 
obtinet, totles baec etiam rata est aequatio 

(76) a^.a;|»....ar«? = (a:a:i....ar»)». 
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Nam Semper habetur :; . 

\ • ■ • >. .- . ' 

M|^j^ deÜB. (06) et ae^ir (30)^ ideeque, , , * 

quotie». obtia94f (^)> quideni ipp^ onm^uaro non =:(dUB^»..aOf 
est, secnnd. (tonnitiönem (00). 

De ipsä uuteni legis ^ (5^) auctontate » quantuiu^ boc t^pipp»., 
eafis esse videtnr, in 2^) jara pag. 411. est aUaium. * ' ' 

Sic ex. gr. vulet aequatio 

certf^ ^yiu^es, iP^bna realUius haruin x et oti hauj^ne^ati^iä, par^. 
ipsa real» pteducti 'xxi haud* negativa ait; nee obn'aequatie 

qaoties poaUiva foerit ^ quft partem realem. 

«' ii.ij^.. Queties Ae(|ii^tio iiia» y' .L 



.,(61),.,^..,,,, , /CxO-«(p^==/(y ,. , 
obtineat« toties haec MritlrarrMb M.aä^uatio >. 

<^ ^=u; 

(Id qiiod cAdcin prorsiis ratione t\c in 2") ot 3**) probattir). De 
ipHh autcni lep^is (Ol) aiictoritate, ouantutii IjoÜ teiilporei^iMU^'Üs^' 
Tilietur. iu U*0 iaiu uai;. 413. est aliatum. 

, Sic ex. gr^ .valet aequaüo 

(77') ^-y=jr-9, r,.,., 

quoties iiauil negativa stt .r qua partem realem. Siu minus» neu- 
dfiimii'^tfet,' fbrte ^ r^alia * fdefft^ic .nuiieri^ Integ^ aut^O» 
id quod reverä facillimo uscj^uc negotio eädcm, quem in pag* 403. 
aecuti fninins» \i\ experiri i«beb|t' ratione babit4 relationnm, qaaa 
secom 1er t (07)» banuu: 



(67')... (-l)f=«*H^Äe-«w(Co»ft«+V^SIni^rt), 
(— 1)-»= e-'^s^^ = e^^ (Co« |4»- Siu ftw. 
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•im 



Quid. in ABälysi vaieai aigauia . , ' 

(1) . Log»(?^)t 

1. Ouuumn pifmo jmbit, qu^d prdil^e aatoetdelitlbiut intimo 
cmijiiiictom Mt Dezo, hoc aoItI 

ProbUma* tilV0iiire qnantitates eas z uuivert»a8, 
qnibns conditioHl httio 

(2) . * ^ . öi's^d-f ^SV^^ sen « (bratiter) 

flat Balis: b datan rdenotante quantitatem (0 atqoe 1 
exceptio) *), a et ß reales dätaö. 

|>eiinnoiil (66) €0pTiiDieiitef.09iiditioiMni (2) ute ^icet Ideacribi 



(2') = ar. 



ex quÄ patet oxtemplo, si fderit .r /♦•ro, ntillaiti omnikio ex- 
aifitere quantitatem (flpitam; z, quä Hat satU proble- 
matK«-^)!'!'!«"''» ' * ' »♦ ; ' 

At c e ter 0 q pl Hl, Mmcr «oqnaÜD (2') jlmic aeqoivalet» secnnd. 

qiiA isittir Jpai g^aer^ . solutum e^t prohlenia. .. „; . , 

<7"Hnfitnfi!in . (piihus aequatloni (5) fiat aniiSt udaqnaeqoe appci- 
labitur „6-lo{j;ar ithiinis quidam ipsius nec non ,,loga- 
rithmu«, ips^iis ^ quidam t^x itfys't^mate baseoa^ 6*' ***): 



Si forct 0 = 1; ex rclatione Ä« — gs/A, i. c, hcic 1« — ßs^fl), palet 
Ittuc furc prupoMtum uJL iuvcnirenttir (juautiiAic» 3 uui'teEtae cae, ^ujihii^ mii« 
^iltoiki iUret Mtit luds - / < ' 

Ai talis quac|)iam (at ylme ajiparci) lnT«airt ttoik polest, uisi fQrte 4^=1 
fniMel : ci quidem Mti« tmic fit coiidUiuai prupuMlae 3-Talore rjnoHhftlfWUfet 

KiPTiim fjuis , «jtii non viildl riulliuii omninü rxsistorc qunntilattm 

(finilam) U^pf -^ et p reaU|iis), c^aä «düditioui Imic «ttf«V^=0 
ficret aati». 

Onnl «btqae mi^olio palet lianc dcfialtionem ab it», «joae lü parlU 

hvs Analyseos praecc^cntibuA de %{u<t)mlu „Logar i thiuo** alMlnta tttMi 
uüuime ditctcj^t9\ cottgniit e coulrario li»d<va p&rfe^te. 



m 

«t quidem formala universalis ca, quae in «e cunctos hos conti* 
iiet ipsius a: logarithmos, stgno illo Log6((jr)) nee iion — dtun 
nullum adf\st erroris cx suppressä baseos notuIA dismmen — leviori 
hoc Loi^((:r)) *) erit inteKi^tMida. Itaque . subjpctA quidem CO»- 
ditione ut ne sit ba^it» ß zera oec unitat» (uec x^Üj, habetur 

KM) 

&) hog.iix))^'^; 

ex quit patet. cunctos quantltatis cujusdam 6-logarith- 
mos eo mudo cojiiparari licero, ut eorum iinico — quem 
potissimum eligi placuerit — addatur 

(4) . . . , Log6((l))=:~^;=i^V— 1, • 

i. e. addantur successive A-Iogarithnii omiies unitatis 
Praeterea« ut patet» aequatio (3) suppeilitj^ 

(3') i^u{*))°^'Mui:^H=ihogufg))+iv^i, 

' 6 deuotante (uti adsolet), 

N o t i. Ex aeqii. (3) conseqüttur, |» reall qnMibet {x haud 
t4ito)t Semper obtinere 

(8), .:. , .... 4f^»^(^)J^,(.Ur)A 
Nam prilus hoc membrum = ^^^^ gecuud. (06), ' 

^((^)y*» secuniL (45). 
% Dttm a (pars realiö ipöius x) positiva est, quo* 
tone e cooptari licet TssArcig^, aeqnaiUo (3) suppeditat 



(6) • L6gi((;rj;=Ä+!5!^=Lo|f*((^» 



*) Itaqoe «Igniim ]i4M» Loge((j*)) illi, quo aatea nti fuimtis, /((•r)) ae^ai- 
V«tcl ; \f\ quod praetcTca acqnalio illa (3) proxime inseqncu» cum tu oo« trat« 

•') Nam nnuin rcf ipe . (jikmh ^luti^simum valiicrU , ex ^ -lotr'i^'f^Hni«^ i]i*ias 
X'. sit (brevilvr) )i{X^. (^ui huic responiißl € • logitrilhmus i^)»iu» X uutul^ 
X{X) ftignetor. (dcUlc«! xvntk ^-logarilbmis qumiliutit «oom e«iq«e 
spooclcre ^-logarilhronm ejotdein id ex HecLu. (3) plane apparel). VertiU 
conTcnienMr iU, quac ae^nationom (42'} pcoxlme inaequviitnr , kaec «btiaet 
rciali» 

/((«)) = + /((!)), 

idcoque , »ecuiid. (3) , 
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« negativa est, qoMiiui tneO «ftoptari licet T+n, 

aique, dum «=0 est, una val( ^ ruMnio ac altera acquatio, quippe 
qnoniam tuuc 6 cooptari licet ex arbitrio t aeque ac T-f ^vo 
cquidcm pacto illo solito. 

^Principalt ipslus Log »((;r)) Talore" seit „5-logaritliiiio 
qoaDtitatis x jtrlncipali" ex iU» qoas in «9 continet ntembriaii 
posterius aequatioois quantitatibiia «am Ipaam» cai slgniim 

d»etiir j^, intelligi javabit: sea (aliter) tmicom ex 6*logarithniis 

eum, qui principali illi f -logarithnio /(;r) respondet. Hic ipse 
Mt cnl atoiam illqd Logi(j;) t>eu Logx orit resenatum Unde 
aa^piatio Ealietur iata 

(7) Log.(a:)=g=i^Ä:^!V;E!=Log*(±rt + ^V^, 

sciL — Q, dum a negativa eät> alioquin -f 9; nec uon» in apeair^i 

Praeterea 6Z yerbia aeqnationem (3) ptoxim« IdMiteeMibila 
patet baberi aefnper 

(S) . . . Log6((r)) ^ Logft(a:) -f LogA((l)); 

atqoe ex aeqa. ipaA Q), dum er negativa eat, obtinere '^^^^ 

(10) hoghip:) = LogK— ät) -j- Logft(— 1), 

nee tamieii semper alioqitm. 

3. Quaestionl ilK, „qoibusnam in casibus realls all 

datae cujTiJ^dam qn n n titat is iogarithnni s |>ri DcipaHs", 
responsuin jatn faoili negotio ab aequatione (7) lerrilicßbity^quippq 
^uam (7), denotantibus ^ - 



Nnsincr hoc tnoflo dcilnitA si^jitificalione nottilae Log A(«r} — qoiboa» 
^om^ue ip»iu» X aiquc biineo» b (praeter 0 et 1) valoribas revtrÄ avücb^ 
JPNBI hnie dgao ntrdque lumrai x et b Nam«ram denotant« in Elcmenlik 
Jtm Tindicarunt, seiuiini in iutcgro reli(jnissc, id salis patet ex eo quod 
aeqb.itio (T) in Iioc casa aingulari iilputica cvulif. l'rincipalis igitur 
l'^Dmeri cajttsdain ^-logar i ihmu», dum bu»ifl ipsa Ö Numerus 
ni, is ip<ie est cui in Blemfiiitis noaun ee«sil „ A -1 o gar Ith. mas Numeri. 
Kl fnidcm t,0*logiivi thmnm prineipal cm'' dclinilionia j«m nunc 

»or^ptae Pam i|).sam conficcre c[uanti (rttrm . ciii iti ^'np. I. prnecr<^pn!r fribu» 
>iffi iuxi bioc nomcn , id reverik tx ipsA paiet dcbnilion«. öigiiuiu igitar 
^«(J*) huic Ix ae(£Hivalct. 
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_ . , Co^iff. V^— i baseos 

sie licet describi 



(^0 

• 1 



^/ — /A — . .^v . «.Ar—V* 



1 • 



'(denomhiatore Semper fintto nec =0) *). ■ ^ 



Logi(ir)= 

t 

a) t^arli^ reaii baeee« 
haa4 Vegativft 

haMar ? i» • - 

Log6(:r) 

I r 

realis videlicet iissoliain caeibmi» 
seu hnic 

(II) . . Ä'r:^», 

fuerit satisfuchim. Et (|ui(iein taii 
in aystemate unoquoque, cujus 
taeee«: B et T «»m&iaik 
ßililtfiieiMt « li^ec ipe« 



J . ; 

^ 6) Parte /eaH baseaa 
negativ^ 

habetur 

realls videlicet üsaoliain casibns, 

rlÄ— (7'+7r)/ß=0, 
seu huic 

J2T=pr+», :'. . (13) 

fuerit »atistractum. Ff f|uidem taü 
io 8y«teiua^e uno({u(ji|Uje, «tyns 
bfi9«o,8 ,R/ei T cofiditiöm buic 
faitielaciiint» bw i|Mi^ . 



(12).. 



' IR.fQ^T.t 
lUJR^T.T 



realem ddnfioit Log»(d?) prioet- 
paiem. 



TRJR^{T-iTt).iT^:t) 



realem eonfidt Logi(dr) prin* 

cipalem. 



Ex. gr.' Unftati ayetema qnodlibet realem snppe<)i- 
tat, eundcrnque ~ 0, In garithmura pr i n c i ji a I c m (id quod 
japi supra aequatio iJla (8) iadicabat). Alii cuique Numero ^ 



8«llicct «tHipct (uliaupra est monilvn) bwU i|iM # Iwad 5=1 (nefie), 
ideoqa« iä tempes. <|nMililw finita haad =0, ess« pMaUir. 



* 
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ea «olfi realem prafbent lopa ri t?i muri p Fi^l^lplÄleill BS* 
^t^uiutUi (^iitl^vif iiasis ipsa N ii in e r ii i(» 8it. . . ' " 

jVam imsito.T— 0, conditio illa (11) in TfQ=0, i. e. T'—O, 
ahit mudulu Jß indeterftiinato relicto; ut aileri (13) ^ quii>pe ouae 
(po8. T=Q) in (ST-f 7c)/e=^1l aliit, uulio modo satisfieripotest; «rti 

♦.!W«!=:X-?*' . .... 



• 2«) 

ParU reali ipsi^tttf » ne^ativft: 



4^ Parte ftcri^U bag«bs 

II 



' ^) Fikvie r«ali baseoii 
■ ' negatlvft 



+ 



t 
H 



+ 

+ 



•i. • i t.'i 



I 

'S 

5 



Ii ' : « - 



+ 



• — s 

s 

~» . ^ k i • 



ii-i'i! "» • 



4? 



Ii 

' <..<t 

II M l 



realis videlicet üs solis iu casi- 
buö, quibus conditioni 

(15) .... i^+f = ^'•, ' 



realis videlicet lis «olis ia caai« 
bus, quibus conditioni 

sei^ Knie 

/2t+7r = ^rf . . . (17) 



saÜs fiierit factum. Et qtiidcm satis Aicrit factum. Et quidem 
tali in systemato unoquo^ue^, cujus I tali in 8y«itemateunoquo(^u«, cujun 
baseos et T cpndttipoi buic j ba8008\ß et T conditioni buie 
aafisuidaiit; ba«e ipsa f aaitlafaciai^t* Imec ipsa 
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^^^) - iR.Ut-k-T.T 

realem eonfidt tiOg»(jf) princt- 
pelem. 



realem confidt liOg^C^) priocl- 
palfliD. 



£x. gr. Quoniam» ynsitä x =s qoaut. negat. a (ideoque 
T=iO), eoodifionefi illae (15) et (17) iA 

(15'). . « . lURr^Tig ^ntRzsfiTi-^ «... (17') 

abeunt, faeill eiinde patont negotio *) sequeniia: 

Quantität! negatiTae -^q (sive sit — 1 site alia quae* 
piam) realem nalrnm aliud praebet logarithmam princi- 

palcm systema baseos realis, quam cui basis iirii:ativa 
est ipsa illa quantJtas — q (realis isto !o<;. pi i ii ( i [t alis 
= 1 est). Systematurii \ ero basi imaginariae sup cr.^ Iruc- 
torum realem ipei — ^ iogaritbrnam principalem aappe» 
ditat id navmquodqne 

ä) cui basis, qnä partem realem baad aegatira, eoo- 
ditlooi aatiafaiciat boic 

im Ä*=•^ 

uec Don 

h) cui basis. qnft partem realem negativa» ceoditioai 
aatisfaciat buic 



(17*^ ...... 18*^»=^". 

Qnantltati Igitnr — I realem ea aola, quibaa mednlaa 
baseoa =1 »tt> s^'^^^^*^'^ praebent logaritbmnm prin- 
eipalem: borum in unoquoqne 

Log(— l)=yaaty~ 



•) ?eiUc€t: l«) Fo»IiÄ jr = — 1, o»mii(iotics iUae (15') et (17') amlMe 
in 9r/A = 0, i. c« i7=:J, a|ieunt; .«» 2*^) Siu ytrq ^ aii« quaepfifin fucrit 

tun» X) ModtHoni (1&') nulJA profeclo Imhi reali sRiisGori polest: — 
narn , posho 7'=0. condilio liatt (15') iu iB=0 (Ä=l) abit, 
quae quidem ha«iu ijtsam Ch^'^P^ 0-^') haud"negatiira 

- eedcro {wrt realia tinUldr) =1 yottpUt, qiM^ faicm gantu IM- 
seu» jam anlci semcl omiiiiio fu^ alii o^^ltim ; — '^idtoqti^'tnllie 
loco i|>»iuA (15') jure licet sultftüliii (I5"j ; 

•I qMdem i9) condilluni (17') siiihli<-ri alitcr (lOtsitione illA T—O (i. c. lia- 
j ^eo8 rualis) nequue, niiü aimul Ji=Q (i. c. b«^» ipsa:^::— ^) 
nsumatur. paiei- per te: ncc non licere lo«o iMiiu (17') «ob- 
Miloi (17"'), ^ , 
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•st« proat haud negativa est aut negativa basis quä par 
fem realen. 

Nota* Praeterea emoiDO noo latet ez aeqnafioQibiis biace 
(11}« (13) y (15) et (17; fern licerc reFponaum «laaeatioDi alteri huic« 

cujwHnam sint »»encris (pKuititAtes. ffnibiis realem da- 
tum quoddam systema t$up|>editet logarithmum prioci- 
palein." 

i. Queniadmodum basie, «ocund. (5*2) universainque illam (i>G), 
aic quoi|ue aecmid, definUiooem (7) basi eailibet b habetnor in genere*) 

(ig) ^LogKx)^^^ 

eamqae ab caussain (verbiß coineiiieuter aequatiooero (3) proxinie 
Inaeqaeiitlbiiti) quemaanedinirbasi aeeaad. (o3) oDlteiaarnque Ulam 
(M), ale qnoqae ia geaere 

(20) .... Logj((«»))=:yLogÄ(a') + Log »((!)). 

■ 

Et 4|aidfm de eaeteris priacipalium ex aystemafe quotibetcom- 
qae logaritbrnorum idiomatiBus ia rectA ez defiait (7) conaeqaitar» 
quotiea ratae aint aec^tiopea , | 

/(;ar)=ryto, * 

/(ar,)-/Or>:-/ß), /g)*^ 

loties ol^oere, qnae ez IIa aiatato / iii Log*c<^niparaator» aeqna« 

tioues. 

Deiijque ex ipsil detinitione (2) pntef tres ilLas, quae in pa^. 414. 
coramemorabaotur« aequationes uiani ubsque exceptione legitimas 
permanere, etiamai in oovas liaa iromutannir: 

LogKCo:;) +id)g*((^j» + +Log*((a:.))=Log*((x^i....x„)), 



TheU IX. 
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iN o t a 1. 
(Viil. paji. 395.) ' . 

♦ • * 

Bs hisee jam uitet lieere «ignam illai ubi ocenmU, ex 

«rbitrio interpretori per principalcm scparai^e illiu« quanti- 
tatis (tV^ potcntiam'' ant prr . U mitem, in quem (a+/?V"— i)« 
— (a positiv ill — cnnver^il tlc«:rtsccnte a indofinite^S 
niino vero quiiliJjet) per liiiiitctii, iu quem (o-f-/?^ — l)/* — a ne^a- 
tivd convergit dtocrescente \aIor« i|NHU« a Boiuerico iaieflaile, certe 
dum (i negativa cut: qui quidem liinea nOTittimiia (ut «apm nonebatar 
in „Obcer?*" pag« 393.} eat , . < , . 

at vero (ßV -r-l)^» dap ^ no^tiva cst^ b^ejiter 4enotarcl 
(^) .... (V/?«>'(<?t'«^^-^7lSia^,), . 

nuarum alteram ab alterA, forte /* integm numerice a«t 0 ÜMiit, 

aracrepiirc plane npj^nrnt. 

Fropterea , si cui nobiccura*} placuerit signo iüi XM, etiamsi :r ne- 
j;)|tiva ftie<;it quA parfem relüMi« admiMO • naMoan 2n hoc catu subji- 
,GAl!if; ältäin.| , . . .,'1 > «tj 1, • • . r 

(— p)/' (Cos + V^Si« /<r) , 
haad bitet orouino oportere eom propocitioni huic „AeqaCio illa 

(C) .... (a + /?V"^)."=^(— (>)M(Co8/ir+V^Sni/iT) 

niiniqunin non valet, ^uia a nc/[^ativa est*^ nullam, nisi quito hii 
ipsis Tcrhis iicgativ^v^* (n'it exprMsa, notioncm intelligfr«; Kulijectam. 

Sin vero de (a+/?V — 1).", a negativä, nihil aliud «tatui liccrct, quam 
qaid in ipao etiam HmiCe 0 (in qaem « illa negativa, decreacente Talore 
■oo noraeried indefinite, tendit) «ibi coadiaret, vcljpotin« (at apotla loqna- 

iniir) : st Analy.si hof iifi s i n o (a^ {iV —l)M , dum n nct^aflva 
«at, haud alio liceret pacto, nidi ijiinntita«, ciii hoc vtndi- 
earetnr algnam, decreacente valore ipsina a namerico inde- 
finite in cundcm ipsa convcrgcrct limitem an ea demon 

q II n I* t ! t a q , c- n t , d ti m a p o s i t i v a est, a d d i c t ii ni f u r r i t hoc 

Signum a-^^V —1} profecto iade CaacJajanttm, neceHe est consegae» 



* 

*) Vid. pag« SM. praccedtalen« 
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retnr contiliam -hujm «igni xi^ pro a negativtl ex Anal^ti |tltine tolieudi 
cnrte doNfl« ptaeoMil hoc «igno ^Mnpiani dmolari ^aatilaliim in 
fonauiA 

(iO • • • • ((^■)>" = e"(Co«^-|-V'^ Sin /iö) ((!))« 
eonprdimmunini, «insnini (at palet) onicoiqae foraia baecee 

{€) ^"(Co«/*^+t"^Sin/*^), 

^ denotante «rennfli . qneoidaBi reaHam eanim» qvbnuK Sia. et Goc eoa- 

ditioni Uli 

«atbfceiaBl 

Caadiy (Exercices d« M«tli«mat. T, I. pag. 2.) rem \\U fere 
vcrbia »pedi«nduA curairlt: AdnÜMmm not qnidem Jio« •iganai J'^', «{oo 
breriicr «spriinaiar quaaiiiaiaai Ularom 

((X))/' = e.«(Cos/<r+ Sin ar) ((l»u, 
puäiiivA i^ua pari, rcaietu^, 

V 

•fl , qvm poailioal Jl=0 la d«beiar, Ii. 

Jüiii Tcro si cai iu4tt|icr hoc ipso »igaO;Jtif(| diu)i j; QCgativA gaadet parte 
reali, licere uti vidtrelor, eam f{nidem in fineia ut brerlltr exprimeretur 
qoaBtiUtoin 

i. e. (in hop casn) 4»" lCü^/*(r4^) + Sui^(r-j-5r)j((l»M, 
«■ , qoee poeiliool Uli A=0 in ((!»* debealitr, h. e. ^ 

X« = (tios r 4- 1 — l Si« /ir) (Cos /4;r -|- V ^ l Sia ^) j 

profeclOy „qaoaiam harum u(ram<|ae aequationnm pro x tali, 
cni pnrs cetlal reali» r-=0 at(|uo CDiffficiens ip&iua S — 1 nega- 
tiva, bihi cuastare ogortoref, com?dendiua iiii estet ncv«skC dcjio- 

inre »tgtmm (— V — I)M «Ott »olum • 
*ed edam 

(CoA ^ -|" ^ — 1 S in ~) (Co* /<T V — 1 Sin fust) , 

«]u I T uiion rx amliigaiiatt, tU pele< } ABalyal seile grave incaaTd* 

ni eil t " accidcrct. 

DisniiRnUri non ptties», Iiec ^«qu oniam>heraA -iitraniqae ..«.,• 
oporteret'* sufücientcm minime cuaficere railonem signi jR^i dam X acge* 
tiv« gaudct parle reali , cx Analysi plane toUendi. 

Hiiinici inoili adcssc npccn^i f : f cm , M(|uidcm & coo|>r.Ti i placent r et 
proul poaiUva e«t aut ne^tiva a, }am sapra fuil expcrium. Al alios 

88* 
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2[iiiilMn rtn « nt Impom bbbc «tut Alw^Mot ««Nni » Ita riUI 



foTMR arvrn «{uospinm et politt» (ut Mcar«!« loqmaiur) ^'{thß) 

•t ^(tiLtfl), per quo« fiel Mlie eoiidilioaibiie UIU • 

(o) < et 

C p [Coe 9*(jttff) + Sla 4^ = a-f ^ V^, dttn « nc^ÜTa, 
d«pT«hettdi liccul (»les , qnibn« ralM reddwitnT aeqnAlioAce 

1 (•+^Vw>»=p*»(Co.>.^'+V^:::Tsiii/.<^'). 



«^^H^>nrspitt(Coe/i«^+V^8iii^), 

illa, inquaui, )>ro a posiü'väi lieec «utcm pro a negativ A, atqae ambae 
iBSoper pro «^Ot h* * 

(y) .... 0JV^)M=(V<J«)M, [Cos^'(0,^)+ ßiii/i*'(0,^J 

Qui, »i Inlc» forsitaii ex^i^slaut, arcu» et ^^'^ ita iivmuiu cumparau 
aial ncceiMt aecoiidiun «cquatioBe« (y^^ nt noii aolitni 

SiB ^r' (0 , ^) = i^" (0 , 
•cd «limi, ^ r«all q[ttAli1»et m ntionall« 

ideoqn« «l harnn «lriq[«e differcniiarom 

el 

^[^'(0,/?)-^''(0./J)] 

alteratra cpdnt fnrmnrum _f-2Ä'T l ommunis (Ä uanu iuteg« 0 imlus. ): qnoJ 
e<|iiidcm aliicr ücii noa posae apparet, uUi ita fuerial i4li^'(a,/^J et {p"{a,fi) 
«omparati, ut i>iq «=0 in plenain reducMitvr IdendUMiii 

Cunsiat Mulsin solon, per quos salU denuun fieri po«»lt «cqualionibiM 
•KB» 4t'(a,ß) «t ^iatfi) eomprekuuoft eMd in 

T^SAfTf dorn « pMilivft ut asI 0> 

•t 

«•f-ir^Ur'ir, dnA a negativ« «tt mt 0', 
»k It' aam. iat. 0 in«l.) 
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(ff-fi^ —1)^ — (a negativa) — CrfbnMihrai «iae Miitiiai, ii^otictani illl 
99W ifümtnt «fBeiim, «t m eratiniMtioii« hqjMce ■«■•As Im ip«o «tian 



•CiL m1to> qmod in Tbaoronata pa^ 896* aspotalaratt vaMcrato da dttut 

Idaoque soll, qaibus finem proiiü<tittim assequi demun liaeal, arcw 

aal s:v_(«l'— l>r. 

2») ^'(•,/?;=r-.24», aut =t+(2A' + l)»r 

aal (2ii('~l>t, 

denolanlihus jam A et A' nuincroft inlesro» (Olecl.) eos, quibus acceptU coa- 
«litioni (ff) wubfaciaat ^(0>^> «I praMcdcntilioa itokici, Udi 

aut =T~-(2*'-.l)«, 

ant ==f ~(2Ä'— l>r 

(«dl. «i^nb taperioribus aut iafcrioriboa» froat ß potitiva 

«st aal a«{ali¥a) : 

4f«od «qvidem r«irw4 «oviuiauun de A- et ft' re»ervatum id efficilt al in mi" 

norem < '>ii!r,i)r(hir luirnrniH arniinii (f'(a,ß} et i^^C^j/f) aptOfttlll pra«COd«ll- 

4inui : ul ijiiiiil I (III finili nof^'oiju j>er.«)>ici licehit. 

a) i^ao Unem ^roposituui aasequi liceat «cGe|)ti« 

id certe requiritur, tl conditioms ilLiu« (J}, at acctpiatur ii'=zH, dum ^ 
poaidva aat» et quide» 1, dam acgadva; 

hu» 6} quo fiaam propotltan asaeqni liceat aoeeplii 

^(«t,/f)r=:r-.(M'~l>r, 

id cerle requiritur, nt accipialur =^ — k (i. e. ntraqne =0), dam ß po«i- 
tiva Ott, et quidem 1), dam aegadva; et gio porro. 

■ 

Qaaa li jam colligantur expert« atqne deinccp« ex «pulnor iUis combi» 
aaiionibo* . - 



m 

lunit« a — 0 spoudttat; propteren nec sanc etit tinicndum . nc. quem no1»is 
▼isimi faiC oportcre signo i£M (u negativ d) viiidiuari, tteasu iuducjatur in 



l^*(«,^)=»+C2A'+l>jri ! t ^"(«,1»)=:«— (2*'— l>r 

I » • j ^' . . 

cxcludantur <[iitbak iiccepll» nl 'fincm propostlam Asiequi lic«rel| id fot«t 

rcqiiisitum ut an ipcri-i m- k' ljuantilas negativa; ])(-rfuiIi exiude palehil 

goliu superPMc, «^uibu» üuem Jiuuc M»aei|ui JLireal, iiuauifti Uaftce : 

dam ß pmitiTM etil 
dum ^ ncgaUir« «tt : 



aal 



< ^(«,/?) = r-K2A-l>r,i *"* < (« „9) =^ r - ('2/. f I >» ' 



Qpod i^itur »oLi iü sunt > et - valorc», <|uilHi!s ralae dcmam reddi 
p««siBt «afBalioaet (ß)y illa (in<|uam) pru a positi\A, iiaec aviem pro « 
nagatUA. alque ambae almal pro «=0; propicrea «nfficit, 

ü 11 III a i> u & i t i V a e 8 t , 

(a-{^V^y* coopurl ^{L'o»/«(H-2ir;rH^^ 6in/i(«-f 24«)}, 
dam a negativa etl, 

' cooptarl 

^ \ Co»/*[T+(2*±l)jrJ + 1^8ia/»[* «hC^db W i 
praat postUra cal aal negativa, 

vei eiiam 

dum « poti'liva aal, 

(tt-f^¥*l>< roopiiiri p/u J Co9/*(t— 2Afrr)+V — ISin^r— 2Afr)|, 
dan «I negativa oi.t, 

pronl poaaliva eet ant negyiliva» 

qao cum a»»equarU üuem ul, quac ^igno Iiuc (a-|- I)/* donotata fniti 
quaulita» dccreaoente talera ipaini«a uuuierk-o indolinilc ipsA in enudem, »ive 
posiliva fufril b'ivp nrpativa «, Icndat limitcni : et qui«U-iu (ut fatilt- «••>( vx- 
periu^ uil rcferl, q[ucniTi» potissimum ipsi k trÜiucri» oumcri hilegri lu- 
clus.} valnrem — ; nee lamcn nllli oBuiino alii« hanc tts«eaui licet •06pam« 
[Aocepto A=0 ambae, «t patet, in onam coennt (jß'j et (fir)}. 
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ambig^anm^jlnaly^t«; e contrario enMlumeota , qtine hoc «ig^no admifto 
continffant Aiialv«! , totidem certe qiiot excinco iucomnioilo uercea«cri 



Nihiominii» ea nohi« permaaal immoia »eBlaati«, ijn i<' Mi^ ra in contaxta 
ilic«balur. tollondum piano ct^r- (uti placuil CnucKy) cx Analyst signuut 
illud Xf* pro a ncgalivi, «iquiUcm AaatvAi hoc uli aiguo tunc (i, e. s ne- 
galiva) «lio aon Ii««ret pactOt vlai qoantita«, cai koe -viiiHirarelur «Igiram, 
dccifecrnTc T,ilcir> i| -ius a iiuintriio intletinile in entulcm ijisa tonvergercl 
lüniictn hc ca licuuim qtuuiiiiaf» . cui, dum «i j^oailiva est. Hddiclum fiÜMei 
hoc Signum XM. Jiam livc (ß') adniitiiam faeri» «Wc (^'*) ~ aolati i»* 
quam, qatluis admUsis qoem dUinins aoviwime fincm as^eq«! dmam lictat — ; 
in aliud qurxUlam inci<lift niajorls saue impciiinirnti incommo<lntn : arridit 
neinpe iil , cui ^«liiin a ucgnCiva est) nüdictom futl lali luotlo idpium Xft 
qnaakitii« decrccceote va 1 or« i psiua aamarieo ladefioiie in di- 
verse» ip.*.-i tritdat diios liiaitt*i prout rx pla;;A po»i(ivA itul ncgativA in 0 con^ 
leuderit haec ß: adeo al{i4 Numerum diBooUuile), ti furle {ß') adnilU 
placnadl, concadaaduni forct 

( — Ay* signiilcara non »ulutu 

iÜ'(CosSft/Mr+V:::TSin2«:^)(Co«/Hr'f V^Sin/*«)* 

•ad atiam 

qvipp« qaamm alten iiniliain coaficit, ia qacm eonvcrgcntc fl posifivA ia 

O, altera in qiiom cotivprcpntc fi iicffntivA in 0, leiulit Ipsa ( — A-\-ßV~^ly* 
cx foriniilA (ß*) dclinHa; et quidcm st potius placuerit (ß ) adiitilli, ejtis« 
dem plane generis incommodam «dforvt. 

Qnod qiumiam incommodiim, iit ]>!anc 4]ii>arct, majofls adaiodlHB 
iapedimenti qaaia pria» illad, ex accepti deliuitiim« i»t& 

Wits: (± (Cos^r+ V^Sia^) 
proal « liaud ttegsÜTa «al aal negativa 

orinndam ; propteroa nti* hanc quidcm ipsi» (ß'} et (ß") pracfcrcadam puta- 
▼imas, opinati praeterca nec Injunctum aobit «ssa offidaai ase veniam qai- 
«lern dalam ex Analyai » oli iudirataai («I ila demam TOcaMtvr) iacommodamt 
aigni jr/u pro a negativa tollaaii« 

Quae heic jam allata sunl , vn rnnft uint omnia, quae de aignia XV 
•I Logi(x) in Actis Acad. Scient. $iui:kiioIii\. et goidem DtaacrtatLoue tiluU 
praecedaatibna «np«r«eripti raferenda bm qaidcm cvratiaiBa. Qa«« ia fcac; 
Diasert.' uccurroal-ea^ttf« noik ai«i fcigna illa Sip^ al Coi<Vt Arekiajp at Arc- 
cotx »pcclaat. 
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Annn jam prii|pccdente 1816 \ix duas pnrtca prOToctu* nonduin ia fiaciu 
pentnrto »«gotin ' typit Saecnnfs exprimeniiftfl (in Actis Aead. Seient. 
8 (1* !,hf>Im.) DIssrrfntioDis, cnjns en. cpiac liric Latinc rctftlHii sunt, par- 
tfiii cxplent niajorem — (practerlapso qutdem post recitatom in Academia 
llia«ert«tioneni nmü unius spatia) — , mirnni td uitlii contigit grandii ac 
voluptath, nt popnlari« qnictam , ..Pamilt «mm Cauchy ipso cnllnrntn!«. 
redux lade ninnd^tis rnnTraienter, qnac sihi ab oo data fncrant *) . rcrlio- 
rcni mo fecerit, aund princepa illc Geumctra vix bene praeterlapno teiii- 
poro ha« ipta« Analyacos pari«« retractaada« adgratrai tipmoram latar- 
dirtia., c| ir o r ii m in praccf t1 r n t Um s (pag. 383. et 3^4 ) f;irta erat 
meatio, iittudqua^uaai opu» etttie Anatjrsi« ipae quidcmjani 
fneraC expert»«. Mfiuie dcnieni Oecembrl« i^iilniii «lapso perscripti« 
jam fcre omnibii«) qnae hiiic ,,po8tRcriptn'' praeocdunt, »cIifdulaK ac- 
ccpi cxtrcnntfi Tonii Uli o^vnn praerlari . Kxert ice« d'Analyae et 
de phya, malhemntique'^', (|uiliii8 Caurliy pcrill. rem iiuo modu 
Iraclatain ia median profereadam - ounivit. Quibfi» ex achedulia qnaaii 
cumperi noa omtiifins oninitio ntiinfriK rnni^riiere definitinnf^s , no^'as Hla« 
quiden, Cauchyaaa« cum uiui«; at plurimiuu tainaa referat, ut Aualjr- 
aeM inler oolforet da rebn« h«j«Mce natarae, ipaia iaqaam qoibn« inaita^ 
tur aedifTf inm Analysens fiindiimonliH , pc;rfcrfc convcniul; noii posüiim 
quin breviter licic praccipua, quae discrcpantiara iatam constituaati mo- 
uenta exponam, speraas fore t|t rem deioum a^arate explicatam naai- 
fcatamqae «a raddilAio perfacUi tandem negatio dirinil In umpitmtuum 
liceat. 

QuA tarnen In expoaitionc (lit^ d«rrt) nnnnisi iia, quao signa illa XU 
et Logi(j*) spectant. lioc loco propoaitiK panca» qnae de aignia illta Arc- 
tinSf 9t Atettonx dcfiniendi« Mnioa^re' volaerim , in atiiid tempue — quo 
nenipe data mihi fuerit occa^iio caeteras DTsxrriatinni*« meao parfat,. "htL' 
tiae quidem redditaa hoic „ Arcl^ivo ^' oilerendi — di^oro **)« 

■ l.ltttlj IM 

i! •< ... • : ■ : I 

Quorum Tidclicct mnndHlorunt »luam dcderat Nola qnacda|a Infra 
phg. 12, ("onunf'iit.iUoni». ndslme < uju.sil.iiu titulo „üoctriuae nirifrum 
iaf^nil. £ xe r c i I a ( i o n o .i , i", ima'* subscriplae , cujus paullu ante pcr- 
Ivalfaada« copia 'ItlaAtr. Canchj data fueral. QuA quidcmr 'in Nola noa'olii-f 
trr ca. <|uae in Dissoriätioae pracsenli aigaa ILU J9 et Ijogi(Jr) apectanl,' 
paut is indicala fpi i raimi's. 

*') Hoc Urnen iuco noa poftäum quin obtler admoueam laborarc lianc 
pariem CommratalionU Canchyaitae et qnid«m nominalim pas:. 885. grariori 

qaodani Calaini lap»u, Siiliccl ijuoiu.'iui, dunt / 0 al<{ui- luinirricc ^1 
poouulur, formula illa S in y/S"^ {ncc »empcr , uti Io( o > ii. ronu-iulit Illuslr. 
AuGtor, in S) abit, cxinde cuiucquilur loco forniulae (^37) suhsiiiui uportcre 
mmorahilftm Utam 

Arcco» (-l-):|:iC:i/(v*«+Vii:il). 
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" Ihm Hl M M» irtriHnr, mt ' i m P uuA mI m ,' €mlwm v^tMiiiiim ex 
/»-polMidIt C» mll) qiianCftatis ilUiu ir(s=»-|')9V^) tikiiiinierb hitce 

(a)' V . . . ((x)>*:=:^(Coi/iö4.V=iSüi^); ; . , 

[6 hoc loeo, salrU ■oliunniodo amtabat ilüs i indetcmii- 

nato rc'lictoj «iiigulare eedat aigniiin XM ner. non — uti nobi« ^uidem Tisum 
futt — nomen ,.^«potentia pr Inetpal " ; ex praaeed'entibn» - 
«qaideni Analy8no« partthda Mlkitrio oa^e relietti tat rtm tot«, ff inodi^ 
ite definiatur haec ootto 

- 5 

4^ = pM(C^t/f«>-fV=lSiii/>») 

{& brevUer dehitoni ip«ani ^-v^lorLm denotante), ut, . 

1) pn» =: Knniero if , in Am iptam Eleraeiitorutii 

fttqn«, 

.8) pro I "^^r * j * > X- J^* W 

r 

rednratiir hör membnim jiontcriu« (^). AHmonere hcir. ' javat am^ialmn 
hi« rite Kaiitfieri conditinnihim, sive (^»uchjttnti (nnva illa quiäcmj «iv« 
iMMtm caapCetur determinutio tpsiut ^: et ^aidein mnitis praetoffafti qoin 
immo Inuvinerit, aliia ipaina & datenninaodi modia ita fieri pMtM. 

S'in vpro ad easiiiitil, rjnae aeq u cn t Ib ti s Analynco« pnitilm» futurs 
«ittt cuDseclaria ex hac definitioae» adverlilur animus; primuin id qui- 
dem aeta a ffert aptaadum, ut qilM danatt oooptata Äierit quantita« (6) 

aea (u'^ß^^^^y/^ tmlum tsonfetimfi ait Ip mu M « et ff fttnstfoneoi , eai 

nullu acridat, Tarintis licet a et ^ jjaomodoc nmqur . solutlo < oiithuiitatit, 
quaequac »it forte quantiUM reali«. Taleui vero im II um oiunino inve- 
«iri poMa ^«Talaram, cujo« baneflcia «ainpolaä hujuscs ^oti fiarona, id 
vt ratioaibaa natarae rei debiti« univenii« argni quidem liceat, tarnen in 
praocnti scqtimtia soliironiOdo, caderaque ut per se maniCesta ita ad rem 
dirimendam prac ceteris idnnea) «ingularia attuliasc ar^amenta gulficict. 

"Valorctu ipsSua, «O*, «i qui« exsiatat, ct^as beneiicio coropotesnioa 
fleri llo«il'iriiti' jam ndna «ammeniorafit daplidi 'iini0.>(ittl jmn vnAmää 
practertiiittarnua} atUt&cera aportebit condikiani at tt B Nainaraa 

denotantibu«^ 

f") a." commnnis nmbabar hia (a-^ßV^^yt fntlirll aik 

linicM decrcsccn-te B tu 0 indefinita, atqae 

' i . ,■■■'„ . 

alt limea decrescente i4 in 0 lodefinite; 

in fyKote I" jam proxiine praeredentc eTidentcr noa 
({tiidem probaviroo« eo, quo nnlo flnem illum 2") anaequi liceat, modo 
ip««iia & deterninandt alteruiu illuiu 1"} carte « negativii , — noa paaae 
nttingi. Id qnod rever4 anfiicU, nt plana apparat 

Qnad ai , nli jam nnae «anatnt perfeet^, fiart nan poteat nt talem in- 
Taoiri liceat d*- vitlorcin . (-uj'iih brnrficio coiiipiitex quod Hiipra dixiuiii« 
▼all, fiamu« ; id dcinccps 8t«u pcacbct optanduui, ut ^ taiiM cooptetiir, 
.qiM>, aUar tttffuni carte pcopoaitoruin illorum IP.) et 2") attjngi, li/ccat, 
qnlppa qnaniniB oe haee qaMuai tmlia ainnl caiiaaqiii-.iMlt..Bw44i>pol^ 



m 

ri8. At. utriiiu po tiaalm nm ? Tali de rc ne ulliini qtiidrni hnr tcin- 

Soro rdicUnn we iocam liubitandi, id jure uobU Ucituiu e«se contcn- 
ere Tidetar. Etenim quU e«t, cui non sU |»eniiMaiii Anal^ti long« 
m^jorn profectnra ease emoliimmite ex Iftli ilwtUiitioii«, foi iioMt rea- 
lem (plennnqne) illan^- 



ceoeeri liniiteni anibarum (a^^ßV — 1).« commnnein, quam qilM Uli forte 
GoaUiigant cx veoi^ iniagiaariam ^lotigc |>lerun}qoe) 

4 

consendi liinitcni nm 

Quid plura '{ In hoc tarnen ifso inoioentuni vcrtUur diiTcrcnliae inter 
Canchyanam noatramqne t^-Yftleriä deterioinandi rationem, quod nerape 
noaträ admiaaA dcfinttloiie ipaln« J"^ propoaitum illad l") 
attin^atur, Canchyana roro non attingatur: id quod, heic 
maxinii momeoti rem, jani paucis oxplicare conabimur. 

4) Kobia, pnmt « poaitiva wat MgaCiTa, erat (fi reali qadltbet) 

' t deaot. Acetg^, 

ex qiiil patet exieuiplo 

eenficere ümitem^ in qnem tendit (a-l-^— lyi coBTeigciite iß (poeitivA 
aa' aegativd, aii refect) Q iadeiaite. 

OanchyanA ei iefiaitlene kabetar 

(40 . . . («+^V:ii>« Ä= ^(Co«/i^-f V=iSia/«»>, 

& denolaata naiaan ex Arguraeatia $ ipaiae o-f^V— -1 id, quod 
liaiitlba« -f-ar atqa'e <excl««ive) ~*ir caatiaetar; üeaqae 



*} Sic Caacky ipae (pag< 375. operi» cit. „£>xercice$ etc.**} talem 
tpalaa & deiermüiuidi ratiweii rep^oUvit, «x quA profeeiaran id ciaal 
iaeoaaaiodi (Terlmni reffero ipaiua Anccori« Latine qsidam reddltum}, at 

oMf dam • potitiTa eat, 

communis noa cvaderol aiTilirtntin (a J- äV"— lirncs. Eo majri« tniror, tfnid 
•it qaod Canoliy hoc ip»u t«io)|>oris momeuto talein hajua & deUraunandi 
nUeaeaot propoaR«iit adäilllfladam, ax ^uk aaeasM id coaaaqaatiir iaoOM- 
aiodlf «t 

oM, dnn a aagatimi est, 

commaiiem non ceoaeci llccat ambarum {a^BiT — limitam: qitom tarnen, 
et quidem nottraa daiallioBla beaefido, ambo dmiil «vitari licet incommoda, 
id qaed iMfaeleraa paada mos iafra patabit verbia. 
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libet, ' 

(A-\-fiV^)ß = e^(Co«^r+V^Sin|Ut), 

ne Af* ex hma^tm definitionc linies et t anibarum (A V^* • ^ —IV« 
ilMit, d«0n«MaCe valsre ipaiat ^ aiiiii«neo fai O iad«iaite$ 

dvn ▼•ro d. negativa ^ e«t, haliator 



(—.4 -f = . [Coa/* (t ±7i) + V— 1 Sin A*(t ± jr)J, 

.prent ß lwi|dL.ttegntiTa est ant i^egativa» , 

Uaoqiie (— *) cx hnc thiiinitione ip«iu« (a-| — limitein e^ui- 

lem cenceri licet ip«iu« (— yl-j-/?"^— 1)'' cooTergentc ^ positird in 0, 
— vero fl negativA in © convergjBata. 

30» eam ipram qnke ia 
ocurrit, defiiütioneni' 
0^} pto ii(=Oj, i. e. 



OlitarT. BeverA Caneli^ hoc modo ipri ; 

Not^ ' I pnpcmid praet^klente o< 
pro M'—O i«on» quae idem valet» 



• pooittTd (0 inelnoiTe) 

• • • • 

< « ncgatiTd (0 iaclnt.) 

(«+/?V^>*==^[CotK*i*)+V^lßMiM«ii«)L 

proat ^ pooitiva otl ant aegativa, 

adniiüit, eo (amen insuper adjecto posteriori huic aequa- 
tioni morvato — quo scilieet praetemisM aneep« pleram- 
qne ofaderot definitlo iptina «M* (• rtegatitA) n9 ad legam 
illam 

n(«+i*V^-0" ^ (>A*[CoiMr-^)+V^Si«K*-«)l, 
dum ß negat. est/* 



*) Ointer admonero Uac loeo jmmt, defiaitioiiem ip^io« ( — i)/» Candijii- 
■am hancc« . . . 



mm noxtra nmuimodo coBveatre. (QnA d« f« vid* quacio ttola ialM pig* 999 
pcacced. «Uala sunl.} 
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in ipsrt etiam Hmite, /?=0 ratani r<»nterf lleeat. riincliy 
igitfir poateriuri« quam diximu« aeqaationit loco reverÄ 
littJic cooptavit: 

prpQt /7 liaad negativa eit 9m% pegat. 

quiliaA — eoruin vi inHortitn , quae in Xotrt itlä I. prao- 
• I •* .* cedunle allaUi «unt recUi et quideni uiiini ub«que expU- 
catiahe «Iteriori ferapidtar Caucliy ieflnitione- and fM* 
positom illiid .,2<')'S altero umiiiäu. nttlngeitt. 

Nostra prorsu« in cootrarium tulit ratio rei gercodae. 

Quac cnm itu Hint , nobig cerfp — quippo qnihiis (nli «upra flirtttni 
est) nihil uiuiiiiio »uperetfäc vidcatur dubii, quin qtüsque re «ati« accurato 
examinatä taleni, quä propo«itiiiii illud atting-atur, imtitntianem 

longa «it pracoptatnrus tali , quil alterom illnd ,,2^)**, quandoquideni 
nrtn ninljo ^imiil attin^err iiltii !nt)t1<i li«-fal, — noliis ( nnjimnO Cyiiuchy 
vidcatur, neccss« e^t« ineiiriae cujiiH(tam nilpfi nec re «atin liun« explo- 
ratd in eaiu , quam modo diximus , deiinieudi rationein incidiMe« 

Pauca haee tandein addere javat Torba. Si qnia filrla nnicam» «aa- 
dnnqnc Canchynnar ill! (rf) nnnlogam. nialiiorit foiwulaip loco amba- 
r u lu dcfioitioni« ao«tra^ ajtqpatioaum. haruin 



- ♦ 



protU a Mpid nc^^t. c&t aut negativa« 
■tu , expiwca^s, /..'.... ( ' - 

\ ^^^^^^^ ~ (>"(Co«i*r+V^Süif»r), dnm « haui ne^tiva cal, 

atque — ^[C««/*(«4-«')+'^ — 1 Si«/*{,t+jr)]* dam a neg^aiiva, 
. » I " 

•nbatitneodam ; nil aueimfedit» ^aonlnqa.-opteto Ulina ««bveniatnr auln 
■lituti equideni haa aoldt 

& denotanta nnicnm «x Arganaatii 6 ipaiaa a-|*^V^Tid, qaod 
liiiiitibpa*hiac€ ^ ' 

9r atqne (exdaaive) *) 

caatiaetar, qnippu qnonbm areoa' ill« * in piiarl • aeqaaL ipda 

baad excodere, in paateriorl antein intra lio« limilea (qnodasa incA 

■ * 1 * 

faaiid accnrriC) incloaaa censetar. 



•) Pr«iiinHnimni igitur roverA no» quidcm nrcum (f (vid. pag. 37Öi op*' 
ri» cit. ,,l:lx«rt icea etc.**} cooptAuduni ncc jr (quem Canrliy rcpufliaviO 
uec 0 (quem pruposuil ille «dmiuenduin) , «ed iptiun iliutl medinm Arith' 

metLcum :r. 
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ififaw, fMOi Afalnm aiw^deiB, „e*lotftviiliMi prUel|>«M«'^ 

attinct, nnalo^it ca ent (nec inopinato id qiiideai) pMeecdMitl, qOtfff 'liefl' 
nitiones alla« „potentiae pr iacipalis^^ 

^ • *<• 

( nrnninnis evadat limet ftflibonilll deCffMettttte jf ift' 0 faddlr 

nite; attameo hunc 

limitenn eqaidem semper ipnius d(,A-^^V — 1), decreacente A in 0 indefinite, 

nee tmiee aettper (iciL fi negativA hmä lic^ ipiiiai /( — Ä^ß\^—iy cea- 
•eii licebit. 

E cealnrie Caechjaaft Mnitieae id aeeMik iaeemnodl, at 

/(«) 

commanem non temper («eil , a n egativ A =—Ä liand aemper licebit) cen- 

«rri liceat amboraoi i(aj^ß^ — i) liinitain decrafcenle ia 0 indeinite; 

attamea hic ' 

—1), iiTe po«itiva ait aiva aegat 
ia eradik liine«,ainbpram /(i:l-i'^V-ri).^craaeeateiia 0 ii 
FkraeCerea aaeUAm ulriqae lala «f (. haecee relalio 



Uc-nique de differentia inter Caachjanam definitioneui notlramqae tig- 



3* et Log&(^) 

(Xy |f t ^ quantitatibui ^uibuscuiu^ue, reaiibns aeqoe ac imagtoarüs,) 

naII4 aane po8t haec opus cit expliratinne aliii r|t;ani bAe 
Ti^lfij^fn atriqae cooptatae fiierint definitione« iUao 

Ix 

ify « = «^, Log*(^j— 

Quo «cUicet ex Dacto patei oinalDO diffisreallaBi» de qaä ^uaeri(|ir, ex 
audXcajaa .aapni maatiaaen Mniae) diiEmitiA,Jal«r Ond^fwu^ de|L- 



ipsomm lix) et K^y^ X ^ {ite^|taMtt# ngmtifa- 

rom cquidcm partium rfHliiiTti. {)en<l('rt'. Quare. si nm^oam e» perrmi- 
Cam fuerit, ut de priuciputu alieruuiu« mudl boriira i{x) eti(ö) defiaiea- 
dormn oon venia! , eodem denam tenpocb anomento, nUr potlMinuB 
^Dcralibiis illiü TV rt Ln^§(sBf) reMTvalM pwmtneftt Muinit, Inter Oeo- 
«Miras erit le^e aancUum. 



lllustriMimo Caaehy, al ei ptacuerit miam i|Miat post haec _ 

tiare sententiam, iiujufl Ht-vi nc<»metrn»» «iMfiio nc rmturi piurimam »t 
debero certis«ime coatitebuutur. i^uud ud uu« uuiiiei, tanUl jam dadum 
imliati «omus aMoatadiiHi eapttealioals apod Cancliy ia rdbaa dnbita 
pctendae acciptenilaeqtie, ut pcr«iia«um nohU hoc qnoque teiiiporr habere 
videamiir, fore ut brevi ilip gaidew Geometnu accepto quod dixiauM 
kaadleia obligatoa sibi ait dntUuOntiu, 



. 1- 



♦ f 



4 « 



lieber tli^ Rektiflkation und duadra« 

tut der Torolde. 

'Toa dicin 

Herrn, l^ctor J* Dienger, 

Lehrer as 4er Mbercii Bfirgeradinle so SiBahein M Heidelberg. 



Die in Arcliiv Thf. VIII. S. 375. ff. betrachtete Kurve besteht 
we8entlicli aus zwei Kurven, eine« welche ich Uie äussere, die 
andere, die ich die iniiere IWoide neooeD will. Pdr die erstere 
gelten in den Gleichungen (17) des erwähnten Aufsatzes die obcrn 
Zeichen, rür die andere 'Vie unfern. leb betracfito frior bloss die 
ecste der zwei Kuryein, (leiin die andere hat, je ii.k Ii der Grösse 
von Ic, f^nz andere Genitalien , indem — wie muii durch Unter- 
suchung nndet ^ sie Rfickkebround Doppcl paukte haben kann, 

< ^* 

der äussern aber gleicht, wenn /.•_ , jed'ach auch nur al^iann. 

In eine spezielle Untersuobuni^ »ler einzelnen Gestalten nill icli 
hier nicht eingehen, da dieselbe im Gauzeu nicht schwer ist, auch 
es stelr Mer twzuglich tim Bektififcsllott und QiiadnCifr'haiidelii seif; 
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Die äussere. Toroid* l«t eine voUkonimen gescUotsene Figur» 

die »ich in die vier Koordinatenwinkel vdllfkonmien symnit'frisrli 
vorMicilt, 80 (las.-:, vtvuu man das ^anze System um iiw. Axe der 
X. dreht, die Kurvcutheile sich decicen, und ehen so, wenn man 
es am die Axe der y dreht. Es genügt also den Quadranten im 
Koordinatenivinkel der positiven a: und ^ zu betrachten. Diea^ 
Quadrant ijpht durrh die Axo d<T r im Punkte .r — ^rf v=-0, 
und durch die Axe der ^.ini i^uiikte ar=JÜ, yzz^O-^^, »on^t trifft 
er keine der Airen mehr. 

- iScUt man in den (ilcichunui n (17) a. u. O. a:j=acos.4 
0i=ÖBiüi, was map darf, da alsdaoQ-^ 4-^=1» ao ist 




^veon X und y die iauieudeu Kuordinaten d^ kiuryf sin/d. ,\ 

Bflao zieht aus deu FormeUi (1) 

\ ^ ' ' ' ' ' I 

... CJT . ^rm , «''^ vi f \ 

' g-=~«siD<[l + ^ .»17r 7i=^äjr3^^ f 

w V (a*8in*^ + l>*cos'0 f 

• "iL i 

Sei nan, Ton IssO'an geiedbiiet» m der BegenV der lum Winkel 

« .> . 



) gf'^ört, so ist 



V^(fl»8i0«<+Ä«Ü0S«D" 

i)iei^r Uogen fUngt an bfi dorn Punkte .r~a-f-X', «/c=0» 
Führt ^uao die .|\IuitiplÜi:iUto.n «|us^ so ergiebt ^sich : , 



wo e*as ' * * 

Was nun zuerst das erste dieser^ Integrale anbelangt, so hat 
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. . ü 

ßezeichoet nuui durch ,m) wie gewöhnlich dad elliptische lotegral 
80 findet sich: 

Wm dM-»raito Integral aabefangt; m M' «•! 

.1 : 

J_ P'__cl 1_ dt 1 8< 

^ J ^, l^^co8««"^2aV ti l+«co8< 2aV o 1— «coa« 

Also findet sich 

t , '(l-«*)cos««-«ln«l ( (-^^ 
+ i «'S(e«= l-<*coa*l ) 

Für A = 0 i>t die Toroidc eine Ellipse, deren Halbaxeo a ^nd 6 
sind; für a — 0 sie ein Kreis vom Halbmesser a-\-ic, 

Setst man i^^» so findet »ich als Länge d^s Qnadranten 

« 

also ist die Länge der ganzen Kurve: ^ *. 

r - ■ • 

4,Us(|.e)+2A«,,. . . , 

gleich der Länge der Ellipse -h der des erzengenden Kreises. 
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POr as6 kt £0,e^=£0»O^=:|» also die Län|^ der 

ganzen Toröide: 8(a-f A)». 

Wenden >vir uns zur Berecboung der Fläche. Sie mOge wie 
der anfaniren bei y™0, .r— n-f-Zc, und ein Stück davon endigen 
mit den zu t «gehörigen Ordinaten ; ii»t dasfielb« »o bat raau: 

^ Jo t/o V(a2»in2i+6-«cos^0' 
, sin^^a« ,MiM Btn^iBt 

Nun ist 

ein'Ots: — |sin tccts < + g * 

Femur findet' nuui^ wie oben: . 

s'in^iBt 



V r<i^ein><H-6*ces«0* 



"Vo. «»V^ij^eVlnW */oo«VTr^eio«9»)« 

sin tcoF t 

0 V 1— w*äia*y 

und beachtet, daee 

y^» co8^^t^ fX^>»») — ^(^*"») , sin ^ co s 1// 

0 V(l— »««ioVp'* V"l^*«iö^' 
Eben so ist : 

TheU n. » 
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Endlich ist t 

• » 

weon tgl^J! geMtst wlid. Das letite Intogral kt aber 

— .T 1 <tr\ 

Oeronach ist; 

y^f mn^ldt --tg< 1 

Fasst mao die gewooneoea Resultate zusammeo, so ergiebt 
sieb: 

o6 , . ^ , obt 

Um denQoadraoten su erbalteo» bat man t=s^ zu seteon. Er ist: 
■HUa dar traa der gamea Karr« nBaeUoMWiM Rmoi: 



(5> 



Set^t TnnTi Ar=0, so eriiält man den Raum, der von der El- 
Upi^e umsciiiossen ist. Der zwificbea der Ellipse uud der ftussero 
Tcneide bdiidiicbe Raum Ist: 
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= ^ («^-4^ £ (I . «) + «»=4a* JE (f , e) + 

Aut gleiche Art reduzirt sich die Formel (4), und man findet: 

Fura=6 i8te=Q» '^(^»«}— ^(f^— ^><^} = '^— (^-^)=='; 



9r 



setst man feniOT l='2 nimmt das Resultat vierfach, so ergiebt 
sich: 

wie sich gehOrt 

Die Fonnei (5) ist: 



ab« +4«/:£^^,e^ + i5:«Ji, (5') 



Somit wäre nun die vorgel^te Aufsabc gclüst. Es dürfte iedoch 
nicht «inioterressant «ein, auch den UmdrahungskOrper nfiter zu 
betraehten, der durch die Inssei» Toroide entsteht 

Bs drehe sich also das ganze System um die Axe der Sef 

p der Inhalt der Oberflaclic, die tod dem Bogen der Toroide, der 
dem Winkel f entspricht (voo teO an gerechnet) beschriebeD wird, 
so ist bekanntlich: 
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DiejenigeD Glieder dieserFonnel» die keio Jk eDthalten, gebenden 
enteprechenden TbeU der tob der ElBpse beeehriebeB^ Obeiilebe. 

. Ffir die Hfilfte der erzeugten ObeiOScbe ist also die 

ganse OberlSches ' 



Ffir 0=6 iet e=0, aUo die Obofläche der Kogel: 

wie bekannt. 

Socken wir aon nadi den kOiperlieben Inhalt nt beetfanmcn. 
Er aei q, ao iei 



2if - are(ainse) + — lo 



II 




4M 

I 

Durch die SaiMBtitatioii costedr werden diese Integrale alle 
auf bekannte seriickgefilhTt und mao eriiäU folgende Feneeto: 



o 



2g« — 1 eb 



y"» « sin ^/j/ 6«_ /ja ^ cos f \ 



eV o ' 

sin ^tdt 1 b^cn^f 



C^ + l. l-gC08/ \ 

sin 3/a/ 



o V (oHm^+Ä*eo«^» 

Sabstituirt man, so crgiebt sich: 

+ ^ — ^=-^aro(8io=pV 1— e»cos% — —cesO 
~ 2iA^« U- r+#eÖ8/^ + 8» 55 ^ 

cos/ M> , . 5 5. 06 . 

1^ - = ^ -— + -5iiÄrc (am =«V 1— c*coe ^ coe t) 



3o8« ^ 3«*<^ (r-eacos*/)» 3oM V^U-e* 
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Für die ffilfte setzt man <=^> und somit ist der ganze Körper: 
Für a=6 ist e=l und die Kugel: 

vrie bekannt 

Die von k freien Glieder in (7) und (8) geben den körperlichen 
Inhalt des nnalogen, durrh dir Fllipso erzpiüj^ft ti Körpers; wäh- 
rend die k enthaltenden ziisammeu den durch den Hauiu zwischen 
der Ellipse und der Toroide erzeugten Körper ausdrücken. 

Es ist nun auch leicht, den Körner zu betrachten, der durch 
Umdrehung um die Aze der y entstellt; wir ubergeben diese Be* 
trachtuns; jedoch. 

In Bezug auf die analogen Formeln für die innere Toroide, die 
ausserhalb des Kreises dieser Betraehtangen lietrt , bemerken wir 

Durnoch, das:-;, wenn ^ ^~^> *ll6 obigen Formeln für diesdbegel* 

ten . wpnn man statt k setzt — k. Daraus folgt» dass unter dieser 

Voraussetzung hinHiehtlich k\ 

l>er Unterschied der Längen beider Toroiden; 
die Fläche zwischen beiden Toroiden: 



der Unterschied der Oberlllchen der beiden Umdrehungstcoruer« 
welche durch beide Kurven erzeugt werden, wenn das ganae System 
sieb um die grosse Aze der Ellipse dreht: 
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und der kürperlkbe Kaum, der durch das Fiächenstück zvvu>cheii 
beiden Kurven erzeugt wird: 

Ckb"^ kb 

> Andervreitiffe Resultate Hessen sich noch leicht erhalten; «vir 
enfhaltoQ uns aessen aber hier, um uicht dem Gegeostande eine 
zu grosse Ausdehnung zu geben,*) 




Kine ^eometriische Anwendung der 
liebre Tom Orössten und MleinsUrn« 

Ton ^ 

Herrn Professor J)r. O. Schlümiich 

an der Univenitüt zu Jena. 



Vor schon lapi^er Zeit stellte Ilr. Prof. Steiner in Crelle'e 

Jeuroai folgende Interessante Aufgabe: 

Worin drei Punkte ihrer Lage nach gcc^ebcn sind, einen 
vierten Punkt in der Ebene jener so zu hestininien, dass 
die Öuuinic der ^ten Potenzen der bntfernuiigen des 
gesQchtenPmiictes von deu gegebenen ein Minimum werde; 

und tlieiite zugleich zwei Bedingungen^ mit, welehe zur Bestim- 
mung des fraglichen Punktes hinrei3ien, nfimlich die folgenden: 

Ä^^isin {x,z)=y"-^ sin (y , i) , 
3^ * sin (ar,y) =a'*-Asin (f , 2) j 

worin x, z die Entfernungen des gesuchten Punktes von den 

drei g^ehencn bezeichnen; den Beweis fiir die^^e Bedingun<»- 
irloirhungen hat er ab^r Wwhi geliefert. Ks dürfte dalier nidit 
üi)eriJiisijig seiu, eine licarbcituns: dieses Problemes niit^utheilcn, 
wobei dasselbe als eine sehr einfache SpeziaUsirung des fulgen" 
den weit allgemeineren erscheint 1 



*) Ich ^ürdc den ircrrn Vf. dirsrr recht pute BciNpit ff fm- Htr An- 
weodiin|i( der oUiptiacbcn Funrtioncn enUialteodeo Abhandlung duch bii- 
tss, Mise Botiaditnngen gelcgentUiA fbrliut^eB. G* 
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Man mU in der Ebeoe^de• gegeboBen . Dreteeki ABC 
(Tat X. Fig. 13.) ilen Punkt O so bestlumeDs dass fiBr 
AO=a, BO^ff, CO=iz die Stunme 

viorin t{;» ^ ^'^''"'1^ ^^'^''^^''^^^ ^'^"''^^"'^'^ l*^^^* 
nen, ein Maximum oder Minimum werde. 

Für die Lugung ^eser Aufgabe ist zunächst die Bemerkung , 
von Gewicht, dass y, r nicnt drei von einander unabh.lnsjige 
Variabele »iod; denn wenn wir die Winkel des Dreieckes ABC 
der Keibe nach mit v,ßf y, die ilinfB gegenOlierlieRenden mten 
mit a, b, e und deo Winkel BAO mit f bez'eiehD»» so ftideD 
die Gieichongen ^ 

y«z=c« + a^— 2arco8f, * (1) 

a;3-26j;eoe(a-0 (2) 

atat^ and milUn bildet die Summe 9(x) -f-'^(y)-f etneFWcfion 
von nur xwei imabhaogigen Verftnderuclien x uoa t 



Bezeichnet nun f{jc,i) irgend eine i^ unktion zweier anabhfin- 
gigeo Variabelen» so findet man bebanntlicb diejenigen Wertfae 
von X und welche f(^,i) zu einem Maximum oder Minimnm 

marhfn, dadurch» dass man die nach x und t eenommoMen par- 
tieiieri Differenzialquotieuteo von f{x,t) eutwickelt und hierauf aus 
den Gleichungen ' 



w nnd t eUminirt Um nacbber au entadbdden, welche von den 

gefundenen \Verthen änem Maadmum und welche einem Minimum 

von f{pCit) Piitajp rechen, muäs man din !»r>!H»rPTr T)lfferfMizial'|notien- 
ten dieser Funktion in Betracht ziehen; die^üe Di.'^ku^isiun i&t aber 
in den Füllen überflüssig, wo man aus der Natur von fix,t) un- 
mittelbar ersiebt, wann flberhaupt ein Maaänuim oder Minimum in 
ihr vorkommen kann. 

In der Anwendung aaf unser Problem Ist 
fotglicb 

Andererseits findet mau aus den (Tieichuogeo (1) uod (2) leicht 
durch partielle Dlfferenziation nach x: 
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(iy \ g—eeo»/ x—btosia—Q 

und durch parttelle Dlflcfeiuiatloii nach t 

Durch Substitution dieser Wertbe geben die Gleichungen (1) 
und (2) in die folgenden, Aber: 

x — b cos (« ~/) 



und wenn jetzt die partiellen Differonzialquotieiiten linlcs gleich 
Null gesetzt werden, 8o bleiben zur Iitfj»tiiumung von a; und t die 
beideo Gleichungen: 

welche eine sehr elegante Umformung zuleaaeo, wenn man auf die 

geometriscbo Brdnitung der ('npffi/ienten von und 3^(2) ein- 

geht. Wird uamtich JO über O hinaus unbestimmt verlängert, 
^AOL = Pf ^BOL^q ge&etzt, und werden ferner auf die ver- 
längerte Gerade AO von i und C aus die Perpendikel BP und 
Clf herabgelassen, so Ut 

P — HO "BO-^^^* 

1 — = CO =ep==^y> 

csint BP 
68ui(a-0 CQ 

— ; — =co=*"*»' 

und hierdurch verwandetu sich die Gleichungen (6) und (7) 10 die 
folgenden: 

^(«)=*'(y)ce8|i+ 3{'(i)cM9, 

0=^'(y) sh\p- x'(i) sin q. 

Hieraus lässt sich eiiunai und dannV'(Sf) ^^hBudino; 
crbüU ohue Schwierigkeit: 
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(p'{x) 8*10 9 = (y) Sin ( p + , 
9'(af) 8in|i=2'(z) sin {p + 

Bezeichnen wir endlich die Winkel BOC, AOC, AGB luit 
V, w, 80 ist Btnq=Bnk9, «in» =:8iiito, siu (/? -f- 9) s= sin« nod 
bierdorcli gelaageo die vorigen GMcbmigeii zu der «eiir elogaoteD 
Ivestmlts 

«dar in Fon vob Proportionea: 

=äintt:sitito. i 

Eo ist Idcbt zu sohon, dass impHcite bterin die Auflösung unso" 

res Prohlemes liegt; rechnen wir nämlich sn den strel GleiduiD- 
ge& in No. (fi) noch die vier folgendeii : 



a*=^^ + — 2yj cos u , 
^sso^-l-s^-^Skrxooee» 
(>:s:E**f ^'-* 3^<sos ip; 



(10) 



SO hallen wir im Ganzen sechs Gleichungen zur Bestimmung der 
sechs Unbekannten j: , y, tc, r, w. Xin Theil dieser, wie e& 
scheint sehr weitläuligen Elimination ISsst sich ungemein leicht 
ansföhreo, wenn man berücksichtigt, dass die Proportionen in 
lüo. (0) denen sehr ähnlich sehen > welche in einem Dreiecke mit 
i!en S(>tton qp'f.r), i|^'(v). y'(') mul rlrii Winkeln u, r, w statt fin- 
den würden; nur ist drr Lnter.s(!hie«i , dass in (U) die Summe 
u-{-T-\-vi> nicht IbO^ betrugt, wie in einem Dreiecke der Fall sein 
würde» sondern 360^. Dieser Uebelstand bebt sich aber sehr 
leidit» wenn nno statt der Wuilcel «, a* ilua Sunpleaianta ein- 
flyirt» also 

a=5M>«-a', p=180*>-i»', ii>=löOo-is' 
•etst; es wird diaa 

tt' + ü' + is'=180ö 

avd «adi No« (9) 

: U'Xy) — sina':sinr', | 
=:sio4ft':slofo'. ' 

Bezeichnen wir zur Abkürzung w ie lolgt: 

a?) 

so I^^Dnen wir uns f|» oder diesen Grossen proportionale Ge- 
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rade, als Seiten eines Dreiecks» tc', o', W als die gegeuBberete- 
henden Winkel deoken und haben dann: 

cosü* = 2g — ~» 

und für cosm, cos«, cosw gelten die nämlichen Werthe, nur mit 
entgelten •jf'set/.tem Zeichen. Die Gieichungen (10) gehen jetzt in 
die folgenden über: 

■ 

und hier giebt es bloe noch drei Unbekannte, weil in |, 17, ^ nnr 

X, y und z vorkommen. Weiter läs^it sieh natürlich die Elimination 
'nicht troiben , weil die ferneren JSchrifto dor ffcrhnwncr (!tirch die 
Natur der Funktionen 17, ^ erst bestimmt werden nm^üen. Ein 
paar Bebpiele fflr unsere atigemeinen Formeln sind die folgenden. 

1) Sei (p{a:)-ax,^{y)=ßif, xW + T; wird 

und die Proportionen in (11) bestimmen dann unmittelbar die Win- 
kel v! , f^t <o'. Constmirt man nSmIich ein Dreieck, dessen Seiten 

die (Hrüfssen a, ß, y oder ihnen y)ropnrti()na!e sind, so ist der 
Gegenwinkel zur iSeite a gicirh dem VN inkel u\ und ebenso sind 
v' , to' die Gegenwinkel zu den Seiten p, y. Beschreibt man jetzt 
Aber den Seiten a, b, e des gesehenen Dreieeka als Sehnen 
Kreisbogen , in welchen u\ v' y w die Peripherienwinkel bilden, 
Hvt ijirht der !remeinschaftliche Durchschnitt der drei Kreisbojien 
den gesuchten Punkt O. Für a = ^=y=l werden m', w' ein- 
ander gleich, nämlich = 120^, und man kommt dann auf einen sehr 
bekannten Fall zurück. 

2) Vi'w rf(:r)-=j-^, ii'(_)/)=w2, y(z)z=zz^ bestimmeti die obigQB 
Formeio den Schwerpunkt de^» Dreiecks; deim es wird dann 

i=2«. iy=2y. ^=2«; 
nnd ans den Glekhangen (13) erhtlt man dnreh EUmfaiathNi leicht: 

a?= i V -i/yä i-2ca— 
2=i V2a> + 26»-c». 
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Da diese Fonneln mit deneu zii«ammeiifallen, ireklie fiir den 
Sebwerputikt des Dreiecks gelten, so folgt Merans die Identttit 
nnseres Puolites mit jene«. 

3) Setstman 9(jr)ss£r» würde 

lr + /y + fc = /(xyz), \ 
d. h. xip> au einem Minimum au machen sein. Es wird hier 




und die Gleichungen (13) gehen über in: 

Da hier nur die Quadrate der sechs liir(i.s8en z Torkommen, 
so kann man vorer.st dl«^ F.xponenten 2 sänimtlich streichen, wenn 
man am Ende der Kechnuii^ n ieder o*, 6*, c^, a:'^, z'^ fiir 
a, b, Cf acy y, z schreibt Nach dieser Redaktion bleibt flftr ag 
eine cubische Gleichung, nach deren Auflösung noch die Aus- 
ziehunsr pin<»r Quadratwurzel nothig wird Vielleicht lasst sicli da» 
EndresulUt auch durch IntersektioDen von Kegeischnitteu geonie- 
triseh eonstruiren, dodi hat dies der Veftaaaer niciit.'mmcht 



IJebiui88aiifs«l»eii fttr sehfl^er. 

^^^^^^^^ I 

Von Herrn Oskar Werner, 

Schüler des iiul^tcchBisL-hcn Instita tes zu Dretden. 
« • (Fori8«tMii|g voo Nr, XXXIX.) 

Folgendes ist su beweisen : 

Für jedes positive ganze n ist 
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^^^sec«8ec(«+ii/3)=««c«aec(«+ft+«ec(«+^ 

+ sec [« + in- 1) ß\ «ec La+»j3], 

^ 1 » ^ cosec a cosee («4- nß) = cosec «cosec (a + 5) 

+ co6ec(iv + P) co8eG(a-|-^-f-^.... 

+ cosec [a + (n —l)ß] cosec [a-\-n(f^ 

=s«iii^— 8io >(« + A -f (- l)»-^si]i<[«-|-(»- 
(— 1)*~* cos [g + (ft —l)ßl cos (g -t- w j3) -|- cos (et—/?) coß « 

=008 2o — COS V + + (— cos ^[« + (n— l)i3J; 

4. eoiang« — 2p cotaiig5i"te 

s= tang a + 2 taog2a + 4 taog4a + .... + 2»»--^ tang2»-* o; 

5^ ^ cotang^ — cotanga 
=5 2 « + 4 toDg j« + g tangg^ c + .... + ptang^a ; 
6^ cotang^—cotaogcr 

= cosec « + cosec 2« + cosec ja + + cosec ^^j^c 



Von dem 

Herrn Doctor J. Dieager, 

Iiehrcr an der böher«ii Bärger«Gliale sa Sincheiai bei Heiddbeif . 



I. 

cos (aä) ■ co8((i4-6)ci pos (g+ 2/y)g cof^fn-f 36)« 

I« r T ,^+3A +...10 1111. 

^ r* cos («a) — cos (6— a)a 

f*— ar*co«(4«)+l ' 

sinaa sm(a-|-Z»)a sio(a+26ia 8iu(a-|-36)a . , , - 
"15"+ ■ r^b — ^ + — r*^^ ^ + — n»» 

r*si!i(rfa) f sin (6 — a)flf 
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M^enn r>l, a>0, 6>0, et reell. 
UienuB folgt: 

Cosa , cos 2a . cos3a , . i r ^ r«C08a — 1 

-^ + -?C- + -135- + — -;i«_2r-cosa-M ' 

sina sin 2« sin 3a , , - r^sina 

■ 

Bedhnguugeo« 



IL 



1.2 +• 1.2.3.4 S+I' 
! j5 €os(rcoe9).cos294> ^ ■ e iD(ycoiy).wnay 

jy-^ + Sin (r eos9) cosy 

+ y coß cos (p) sin 9 ; 

.r'siniig) , r*8in49J r*8iii6<p , * . r 



cos (r cos 9) sin 29) 



^ ein(rco89>)co8294- — 

eln(rco89>) . sm^^- co8(rcoS9) . coe 9, 

Rai r ^0 und 9 beliebig \at 



1 r j p.ip.r, 

2i + 2-.ii • 



IIL 

P. 32, 52.7 



+ .... + 



l«3».5«..(2r-l)2(2r+l) 



22 4a T- 2a^^-r 2«. 42. (V^. 8^ ^ •••• ^ 2^42.ü2....(2r^2)« 
-1- 2«.4^.Öä»....(2r-|-2/ • 
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Hlseellen. 



Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

•a der UniTortitit su Jena. 

Als ein etwas frappante« Beispiet (ttr die Lehre von den Glel- 

ehuneen zweiten Grades mit zwei Unbekannten benutzt man ge- 
wohnlich die Aufgahe : zwei Zahlen zu finden, deren Summe Pro- 
dukt und Qnadratdiffereiiz gleich huu\; und diesetbe ist auch in 
60 lern instruktiv, als keine unmittelbar gegebeneu Zahlen In den 
betreffenden Gleichungen vorkommen. Man scheint dagegen nicht 
bemerkt zu haben, (lass die analoge Frage nach zwei Lnbekann- 
ten, deren Differenz, Quotient und Quadratsunune ?leich sein soll, 
ein nicht minder nettes Beispiel für die Gleichungeu dritten Gra- 
des darbietet 
Ans 

folgt nämlich zunächst 

und für y die cuhAsche Gleichung: 

Dnr( It dir Substitution iy=:z — i erhalt man hieraus die trans- 

iormirtc Gleichung 

auf welche sich die Cardausiormel anwenden lässt ; man findet 

uäiiiiich 

oder in Zahlen : 
«nid iiiemis: 

y = 0,565197...., 
ar =0304094..... 

Der gemeinschaftliche Betrag von y — jc, — uiid **-f-y* end- 



lich ist 0«36110»... 



9 
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JLIterarteclier Serlelit* 

0u Folge der schon hei dem I.itcrnrischen Berichte Nr. WXII. gemach- 
trn Bemerkung enthält «Ho Toriirprfnde Nnraroer eine grössere Anzahl 
Mohser Titel und \vciii^:» r nusfulu licln-rc An/.fif^Pti. Die iiärliKtc jVum- 
luer wird wieder eine gtÜHkv.te Anznht der letzteren bringen , namentlich 
auch von »«hremi d«r Redacüon xogeiandtoi Werken.) 



Oesclücliie der Matliiemalik und 

Physik. 



Kopernik et j»es travaux, par Jean Czynski; de 19 feuiUe« 
V«, pti» im Portrait Paria. 1840. 8w 



i^steme, Ijehr« und WSrterbtteher. 



System of Praticnl Mathematics. Pt. I. containing Akebra 
and Geometry: being No. 16. of a New Serie« of Schoo! Uooks 
bj tiie Scottiscb Scbool-Boolc Association. ISmo. Edinburgh, bd. Ss« 



AriilftmeUk» 



Fritaeby Pb.t dt« Deelnud-RedmuTic und tbi» pradlacfao An- 
Tvendunt; bei MOns* Maas- und G^wichts-Kecbnungen. Hcidelbere, 
im. 7i Sgr. 



Herr mann» Ft. J.: ioirze Anlcituns zur Algebra fBr Gym- 
nasien und sam Privatgsbiaiidi. gr* 8. Damstedt ISUfL I Tblr. 

Baad EL 93 
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Gentil, M.E.: Traitö d'Alg^bre. Premier« parHe. Paris. 184a 

Brycc, J. Juo.: TreatUe on thc Elemente of Algebra. 2. edi« 
tion, w'ith Tarions additions and improvemente. boond 4 s. 6 d. 

Vasalli, S. : nl^pbrn a<l usn flellc sciiole della reale militare 
aeailcihia. Etli/.ioue j^ecoiula, Torino. 1845. Vol. I. 8. 

rournot, A. A.: Flemeiitarlciirbuch der Theorie der Fiinc- 
tioiu n oder der lulinitrsimnl - Ari;dv.sis. Deutsch bearbeitet von 
C. Ii. Schnuse. 2. Ld. üaniistailL I84<j. 2 Thlr. 

AuletfiiTi*^ zur Di freien tial- und Iiitcgnil rechii utig, 
von Ür. l*h. ^olly, an > s o r <> rd e n tt ich ein Professor der 
angeuaiidteii MatheaiutiU an der Uiiiverbitut Heidel* 
herg« Heidelberg. K ITblr. 20 8gr. 

Der Herr Vf. sagt in der Vorrede; Meine Absicht xmr, auf 
fiinem mÜgUchet elementaren und doch nicht zu \\ eitiauligcu \Vci;e 
zur Kenntnis« der DifferenHalrcrhntini^ zn fiifiren ., indem 1( h mir 
vorsetzte. (Vir Jetie eine Anleitung zu schrcilien, l^ eiche die üiß'e- 
reutialrechunng ihrer Anwendung halber suchen, für die es daher 
erlaulit, ja sogar geboten sein wird , weitlauligc Erörterungen zu 
vermeiden und <ler Einfaciilieit der Ilerleitung. selbst nenn durch 
dieselbe von vornherein nicht die sonst errei< !ibare AUgenielnhcit 
«ogleicb efz'ißii uerdeit j^ollte, ein entstheidejuiteti j\|ojHeot oiozu- 
räumen** und hat dadurch selbst der Kritik den an seine Schrift 
anzulegenden IM :ia>>tab an die Hand gegeben. AVir glauben iiSm* 
lieh, clas.« gewöbnli* Iio Praktiker. »Üe ni den Fall koniinen kfinncn, 
von der Differentiai- und Integralreciinutig einfache Anwenduiiueu 
%u machen, in dieser deutlich verfassten Schrift eine für ihre 
Zweclce hinreichende, ihren Fähigkeiten angemessene ßelebruug 
suchen und finden können, und eiupfebleri «lalier dieselbe ihnen zur 
Beachtung aus l eherzeugung. Dagegen dürfen wir aber auc h mrht 
verschweigen, dajss diese iScIirilt höheren wisseoschaitüchen An- 
sprüchen auch nicht im Bntferntesten entspricht, vreil sie dem Leaer 
nieht eine Ahnung giehtvon der strengen, keinem Zweifel, Ic^erÖfi* 
genfiui^kcit Raum hissenden und in mehr als einer Rf^ziehunff iv.ibr- 
halt kritischen Behandlung der Differential- und Integralrechnung 
und der Analysia -fllierbaupt, zu welcher in den ziret letzten Decen* 
uien einige neuere Analytiker auf die rühndichste Weise die Bahn 
gebrochen haben, die ahor jrcnts« arrrli keineswegs schon als ab- 
geschlossen betrachtet werden d.,rf. Denn >\as auf S. 113. über 
diese neue Behandlung luiter dem, nenn auch allerdings dos Fun- 
damentaltheorem ursprünglich von Ampere hcrrflhreo dürfte, doch 
etwas sonderbar klingenden Namen !\lethode von Ampere** 
etwa gesagt ist, ist nicht geeignet, von dieser neuen Behandlung 
im Ganzen und Grossen und von den wichtigen, zum Tbeil höchst 
allgemeinen Theoremen, zu denen dieselbe bereits geftihrt haL 
amdllDUcini Entferntesten einen einigenQa.ssen hinrei<-henden Begriff 
zugeben. Wollte man alsfi in der \ (tr!i!«,:eiidrri Srbrift ei») Bild des 
gegenwärtigen Zustandes der höheren Anaiy.sis zu linden hoffen, so 
würde man sehr irren. Vielmehr finden sich dieselben höchst missli- 
cben Anwendbngen der Methode der unbestimmten CoctTicienten, die* 
selten VernachlHarfgUBgeD der Reste ilw.imenilkhenJtt«ibterniMl.aiK 
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dere', den ^nit dieMS oeoan groMB Foiitobfittes der analyttMlieb 

Methode gebüri^ vertrauten Analytikern allgenieui bekannfet daher 
ohne unnütze Weitläuligkeit hier nicht zu wiederholende, zu Feh- 
lecu und TruKtfchlüsceu leider our zu hüuüg Veranlassung gebende 
U|igeMMiif|keit*n in dieser SeMft b deMseiben reichlichen Muashe, 
wkb sie 9wk b. U. in i^acroiit'H heknnntcni kleineren Werke, mit 
dem die vorlleGrende Schrift überhaupt zionlich auf srleicher Stufe 
steht, fast aul jeder Seite lin<len, wobei wir auch noch bernerken 
wollen, dass — nach unserer Ceberzen«;ung wenij^stens — die auf 
S. IK) — 194 hei^ehracfateo »Satze von der Convcrgenz und Diver- 
genz der I{ eilten dem {ganzen Gei.ste dieser Schritt zu weoig eot- 
«|trechen und deshalb «»ewiss überhaupt besser weggelassen worden 
wären, dai»ie ja in der ihnen hiec gegebenen Fassung überdies nicht 
der Differential- und Integralrechnung» sondero reclit eigentlSeli 
der sogenannten Analysis de« Endüchen oder der algebraisciieB 
Analysi8 angehören. 

Einen Lehrer, der durch die bloss praktische Tendenz und geringe 
F'a^sungskiEatl (seiner Schüler genotbigt ist, die höhere Analy^is 
jetzt nocn in fthnlicher Weise wie in dem vorliegenden Buche toT" 
xntniKCIi, henri<len uir uahrlich nicht! Denn wir wenif^stens wur- 
den last in jeder Stunde an unsere JJrust zu schlagen und uns zu 
fragen genötbigt seyn, in wie weit denn die in scheinbar allge- 
mäaer Gültigkeit den Schülern vorgelegten Resultate wifkl&b 
richtig eeven» und ob wir dieselben nicht vielleicht in einer ge- 
wissen Weise am Gangelbandc der höchst unwissenschaftlichen 
Metliode der unbestimmten Coeflicienten und der sogenannten 
Entwickelung der Functionen in Reihen, wie sie im vorliegenden 
Buche auf S. ÜO. ganz nach Lagrange in derselben un\>isscn- 
schaftlichen und gegenwärtig als völlig anti<jnirt zu hetrachtenden 
Weise wiedei Lirmhen worden ist. nur an der Nase hernnifulirtt !! ; 
denn, wenn letzterer Ausdruck auch etwas trivial und etwas stark 
igt« 80 ist er doch ^ nach unserer ToHkommensten Ueberzeuguns 
fSr einen Unterricht in der Differential- und Integralrechnung und 
der niatheniatischen Analysis üherhanpt nach der alteren Weise . 
der allein bezeichnende. Strenge Richtigkeit der gewonneoeu Re- 
sultate und Einsebrinkung derselben in die gehurigen GrSnzen, * 
über welche hinaus ihre Anwendung unsicher ist und zu Feh^- 
Schlüssen führt, ist für inis erstes und wichtigstes Ilaunterforder- 
niss jeder Darstellung einer mathematischen Wissenschaft, und 
gegen sie müssen für's Erste alle übrigen Rücksichten auf Ele- 
ganz, sogenannte heuristische oder wobl gar philosophische Ent- 
wickelung oder wie dergleichen zu henennen sonst noch zuweilen 
belieht zu werden pflegt, in den Hintergrund treten. Aber freilich 
müssen wir leider immer mein* und mehr die Ueherzeugung ge- 
winnen, dasB die ii«a«r« kritische Metbode bei dem Unterrichte in 
der Analysis b(s jetzt nur auf sehr wenigen Lehranstalten, }a 
selbst auf nur sehr wenigen Universitäten, sich liahn gebrochen 
hat. So hetrübend dies ist, so wahr ist es doch. Der Stellung 
jeder Universität wäre es aber doch allein würdig und ani;eme$- 
«en; wenigstens einen Lehrer zu gewinnen, wercher die*Analy* 
tibB nach cen strengeren neueren Methoden , als Vertretet dersd- 
hen , zu lehren im Stande und hefahigt wlire, eine Beßhiguilg, die 
Creilicb jetst noch nicht häutig angetroffen wird. Dass übrigens 
aach selbst bei dem Uuterricfite von Praktikern sich mit gehUriger 

»3* 
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Auswahl von den neueren Methoden ein verständiger Gebrauch 
loacben lässt ; «lafBr liefert da« in Nr. XX. S. 302. dei» Literarischen 

Bericht« ant^ezeif^te . für don (Jnterricht in der Analysis auf dtbl 

polytechnischen Institute in Wien liestimnite Werk von Salomon 
einen recht errretiliclien Beweis, wie a. a. O. mit Mehrereni Ii er 
vorgehobeii worden ist, auf das wir daher namentlich Praktiker 
hier t^elegentlich wiederholt aulnierksan» machen. 

So lebhaft sich auch diese und ahnliche Betracht uniien uns 
bei der Ansicht des vorliegenden Buchs wieder von Neuem auf- 
gedrängt haben, so wiederholen wir doch unser im Eingange aus- 
gesprnchenes Urtheil hier recht gern noch einmal, das« der Herr 
Vf. ein für die gewöhnlichen, keine höheren Ansprfichf* machen- 
den Praktiker rn i^owi^ser IJfirksicht nützliches Buch geliefert 
hat; und auf eine andere Ancrkeninina macht ja derselbe laut der 
Vorrede in sehr lohenswerther Bescheidenheit selbst nicht An* 
Spruch. Muge daher das auch ftusserlicli recht jmit ausgestattete 
Buch in seinem Kreise deo von dem Herrn Verf. beabsichtigten 
Nutzer» im reichlichsten Maasse stiHen, was \^i^ demselben von 
Herzen wünschen. Denn es ist immer schon ein Verdienst, uenn 
' durch eiiie deutliche und einfache DarsteMunij die höhere Analyst 

in weiteren Kreisen verbreitet und derselben neue Jüni^er gewou- 
oen werden, namentlich aber auch Praktiker su deren niuglichst 
häufiger Anwendung, deren dieselbe ja so sehr fähig ist, ao^e« 
regt und angeleitet werden, wozu dieses Buch mitzuwirken gewiss 
recht w(dil neei^net ist. L nsere ohiijen i;elegentlichen Auslassun- 
gen betreffen mir die leider noch zu häufige Darstellung der ^Leh- 
ren der Differentialrechnung im Alli^emeinen^ die immerniehr in 
den Hintergrupd zu drSngen nach unserer Uelierzeugung sehr 
Noth thut, wie namentlich auch in diesem Archive von inehrerep 
Seiten }ier schon oft und gewiss auf sehr eindringliche Weise her- 
vorgehoben und deutlich nachgewiesen worden ist. l>onn dass 
die neueren Methoden, gegen >\ eiche die .-litere Darstellungsweise, 
was nach unserer Ceberzcugung gewiss nicht zu viel geü-agt ist. 
in Rflckslcht auf wahre mathematische Strenge und. Evi- 
denz in cbi wahres Nichts verschwindet, sich immer mehr Baba 
brechen und dass w enigstens aufjeder lJnive^^it;lt ein dieselbe in ihrem 
unhe.'streitbaren Hechte vertretender Lehrer sich finde, ist jeden- 
falls im höchsten Grade zu wünsciieii und der hoben Würde die- 
ser Lehranstalten allein angemessen. 

Cauchy, A. L. : Vorlesungen über die Differeotial-Rcchnang. 
Aus dem Franz. itheraetzt von Schnose. Zusfitze« Bcanoscbweig. 
1846. Ö. V4 Thlr, 

Richter*« Differential- and Intef^l-Caloidtts. By J. Anthony 
Spencer, ß. A., Assistant Matematical Master in University 
le^e SchooL 12nio. witb Üiagrams. 

Tables de logarithmes nar Jerdme de La! an de» i&tendues 
h sept decimales jtar F. C. Ivi. Marie, precedees d'une instruction 
etc. par le baron Ilevnaud. Edition st^ri^otypöe. In 16. d« 7 
feuiiles Paris. 184ü. 

Bildt, G.: logarithmiska tabeller for nnmeral 00h trigeMV* 
triska fonctioner. 12. Stockholm, im. 36 ek. 
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Oe ometrie. 



Miltcr, J. (..: Anraogssriinde der Elemeotar- Geometrie. Celle. 
Vm. V, TWr. 

Baltaer, C. U. : Aufang.'ii'rtinde der Geometrie. Leipzig. 
18«7. S. TWr. 

Bender, F.: Lehrbuch der Eiementar-Geometrie zum Gebrauch 
ttr Gymnasien. 2, Heft. Stereometrie. Darmstadt. 1846. V, Thlr. 

Anfangsgründe dtir Geomt:tiie zum Leitladen für Lehrer der 
Gymnasien, wie auch zum Selbstunterricht, verfasst von Professor 
Sw F. liiibbe. Mit 12 Figurentafeln. BerUn. 1846. 8. ly, Thlr. 

Goure, AL E. ; ^lenieiii» de geometrie et de trigonometrie a 
des eanditate anx ^colee royales Polytecbnique , militalre» 
imte «I breeti^re. lo a de 96 feailles Paris. 1846. 

G^omtftrie descriptive par G. Monge suivie d*iine Tfatole des 
omlires et de la perspective, extraite des papiers de Taiiteiir |iar 
IL Brissoa. Septi^me edithrn. Paris. 1846. 4. 

W Ii e well, conic sections: thelr principal propertles proved 
gesmtrically. Cambridge. 1846. 1 s. 6 d. 

Cancby: Vorlesungen tib. die Anwendung der Infinitesimal- 
Recfaiung auf die Geometrie. Deutsch bearb. von Schnnse. Zu- 
dUie. Braunschweig. 1846. 8. Thb. 



PrafeLlisehe Cteometrle. 



Tonne au. F.: Lp«;ons elementairos de geonietric pratique ap- 
rdiquee» au deä;sin lineuire. In Ii. de -i feuiUeä, plii« 8 pl. A 
Parts. 1846. 

Uennuu, V.: Geodesie des for^tis. Ouvrage tout sp^ciaL 
Im 8. de 11 feuilles , |dus 8 pl. Nevers. 1846. 

Pease, W. : course of nractieal gcometry, designcd for ihe 
dass of meehanics ana for math. schools. 8. Edinburg. 



c cli a n i k. 



Cor lo Iii», G. : Lehrbuch der Mechanik fester Körper und der 
Berechnung des Effectes der MaschintMi. T)( utscb herausgeg. von 
SScbanse. gr. 8. Braunschweig. 1846. 1% Thlr. 

An Elementary freatise on Hydrostatics and H\ drodynamics. 
Rv Andrew 8earle Hart, L. L. D.« Feilow of trinity College. 
DubUn. 1846. 8. 6 s. 6d. 
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By Che isame Antkyr: 
An Elementary treadse on Mechaoics. 8. 6 «. 6 d. 



o p t i lt.. 



Wi('i(nuuui, 11% Gruinlz»i!?e der Lehre von der Pernpectivc 
Mit 19 8teiiidrucktatelii. Dä3seldorr. 1840. 8. ly, Thlr.« 



Astronomie. 



MiuUor, Dr. J. 11.: die Centralsoiine. 2to nmgCBir^ und tr- 
weit. AiOL gr. Mitau. 1847. % Thlr. 

Barth o 1 o m ä i 8 astroimmi.sclie Geogtapliie in Fragen und Aaf* 
gaben. Jena. 1840. 8. V« Thlr. 

Frost; t\vo «yNtciii.«« ofaatronomy- first. tlie Newtoiuan sysdem; 
soeond, the System in acconlancc with the haly acriptnres. 4. 
1840. 10 n. 

Nord mark, J.: Globbtira och Tidräknmg somt Fulsta ^nm- j 
derna i Atrooomien. Gefle. 1845. 32 sk. 

Argelander» Fr. W. A. ; astronomische BeobachtunLr(>n auf 
der Sternwarte tu Bean. t. gr. 4. Bann. 1846. geh. Ö Thlr. 

The Naiitical Ahiianac and Afttronomieal Eubemeris for the 
Year 1850. Pnhlislit'd liy Order of the Lords ComnihMloneia of 
the Admtraity. Hoyal 8^ pp. 034. aewed. 5 a. 

Co Im an 9 6.: lanar and naatical tables. 8. 12 s. 

Examen critiaue de Coemos de Hnniboldt, avec Fespos^ d'an 

nouvcaii Systeme ue riinivers huso 8>ir nnc loi uniqne, et danatat- 
Texplication (diysique cf rnfiuiii llc äes {irincipea newtoniens pw 
A. J. ßey de Morande. Paria. 1840. 8. 



P Ii y ü i Ii. 



HesKlcr, J. F.: Handbuch der Phy^k. U m. Wien. 1646. 
8. 1 Thlr. 

Pt'tit traitr olniMMitaire des scienceK phys'iqnes. Premiere Par- 
tie. Introductioii et astronomie. In JfS. dr i leuilles. Lille. Wß- 

Meissas, Alexandre: no(ions elementaires de Phyv^^ 
aeme ödition. In 18. de y feuiliet^ V». Paris. 1840. 
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Pinnwfl. Atii».: Programnre d'uii coum ^l^mentaire dt? pliysi- 
que. Quatrii'iue eilitioii. In 8. de '12feuillei« pIns 8 pl. Toulouse 18i<'). 

L('zioiii eleiuoiitari »1? frsica iiiatemntica, datc iielf uMtvemita 
(Ii Corlü Deir aiiiio Mulii^itico i8'*%| da Uttaviauo Falirizid 
Mocotti, profesaoire dl iMecanlca celesle e Iteica imleiaatica nell' 
i. r. uoiversitä di Pisa. Firenze. 1845. Tomo II. (altimo). 

Hell ich er. U.: Altes und NeucK au« dem Gebiete der Na- 
turkunde, lj«8onder8 aber über Licht» ElectricitXt a. Magaetismus. 
gr. 8. Freiberi;. 1846. IVs ^gr* 

iVeuniaun, F. E. : die niathemutischcn Gesetze der iBiiiicir' 
ten elektrischen Ströme. lieriin. 1840. 4. 1 Tbir. 

Pazientt, Antonio: dolT Azione chimica della luce, del calo- 
rico, dell' el*'ffri< o e del uiagfietico snpra i cerpi inoi^nniei ; diS' 
sertazione por n((«>nere la laurea in rhimica. l'adova. 1840. 

Ward's riv<* HniiilriMl IIIiistraHons to Chemical. IMiilosophi- 
e.ii, Pneumatir and Electrical Apparatus^ uitb the Frice:« albxed. 
On a she^t. 2 d. 



C. G. J. Jacobi: MatlicMiiatischc Werke. Band 1. 
Berlin. 184(5. 4. 4 TbIr. 

Dieser erste Ibnid enth-tlt die folgenden, sämmtlidl am den 
Crelle' sehen Journal alii^cd ruckten Abhaudlungen. 

L Ueber die Euiwiclduiig des Afisdruclis 
[aa^ 2co (cos m cos 9 «fsin c» sio ^ eos (9^^) ) <f aW\ *• 

2. Uefter die zur Berechnung der eiiiptischea FuucUoneii 

asweckiuä^s'iL'stt'u Formeln. 

3. Sui 1 eliiiiination de« noeuds dans le ]>r<djleiue des trois * urps. 

4. Tiieoria novi nniltiplieatoris systemati aequatiouuiu differeu' 
tialium vnlgarium applirandi. 

5. lieber ein leichtes V eriaiireu, die in der Theorie der 8äca* 
iarsturungen vorkommenden Gleichungen numerisch aufzulösen. 

6. Sidia condizione di uguai'lianzu dl due radid dell' equazione 
cublca, dalla aaale diptondopo gli assi principaK dl una suj^rficlö 
dsl seeond' oraine. 

7. Neues •^Theorem der analytischen Mechanik. 

8. Ueber die Additiosstheoreme der Aberschen Integrale 
xweiter nnd dritter Gattung. 

0. Ueber die Darstellung einer Reihe gegebener Warthe durch 
«be gebrochene rationale Function. 



Digitized by Google 



m 

10. Ueb«r die kreistheilang wd ihre Atineadung «if die Zah- 
Iratlieorie. 

11. Note 8ur les fooctloiiä Abeliennes, lue le 21^. 31ai 1&13 a 
TAcad. Imp. des scieoces de St Päteisboatg. 

12b Ueber eteige die elliptieehen FaDcÜonefli belrefMca 

Ponneln. 

13. Ueber den Werth, welchen das bestimmte Integral 
i 5 — w - — flfr imairinire Weifbe von A und B 

aooimmt. 

14. Beweis des Satzes, dass jede nicht fllnfecbi|;e Zahl eben 
so oft in eine )^erade als nngerade Anzahl verscbie&ner Zahlen 
zerlegt i^'erden kann. 

15. Extralt d'iine lettre adressee ä M. Hemiite. 

16. r<4ier die Vertauschung von P-trnmeter und ArtTuinent 
beider dritten <iattans: der Abel' sehen und hühern TransceuUenteu. 

17. Ueber einige der Biniuiiialreihe analoge Reihen. 

18. Ueber eine neue Methode zur Integration der hyperelltp» 
Usehen Differentialgleichungen und über ftie rationale Form ihrer 
vollständigen algebraischen Integralgleichung. 

19. Extraits de deux lettre« de M* Charles Hermifte k M. Jacobi, 

Wir sehen dem sehr zu wünschenden redit baldigen Erschei- 
nen der Fortsetzung diesrr Sammlung, über deren grosse Wich- 
tigiceit unter den Mathematiker u nur eine Stimme seio kann, mit 
"^ralangen entgegen. 

The Cambridge and Dublin mathematical Journal. 
Etited by W. Thomson, B. A. Fellow of vSt Peters Col- 
lege. Cambridge. (S. r^ro. XXXI. S. 4Ü7.) 

Nos. V. et VI, On Principal Axes ofa Body , their Moments 
of luertia, and Distribution in ISpace. By K- Townsend. — Mi«- 
cellaneous Notes - on De8cri|ytive Geometry. Mo. I. By T. S. Da* 
vies. Analviii il Iti\ cstlgations of hvo of Dr. Stewart'« Cleneral 
Theorems. By T. S. Davies. — Ori Arbogast'« Formnlac of Y.x 
pansion. i^y A. De Moman. — On Symbrdical Geonietrv. Con- 
ti nued. By Sir W. K. Hamilton. — On ihe liotalion of' a Solid 
Body round a Fixed Point. Continued. By A. Cayley. — On fhe 
Diametrai Planes of a Surface of the Second Order. By A. Cay- 
ley. — Sur i!n<' propriete de la couche elcctrique cn equilibre ä 
la surface d un eorps conducteor. Par M. J. Liouviile. — JNote on 
the pveceding Arliele. By< W. Thomson. — On tbe Adlon of a 
Force whose Direction Rotates in a Plane. ByA*Bell. — Mathe- 
niatiral Notes (Note III. On tfie Equation of PajTnents.). — (^o* 1. 
of V ol. U. y* i\i be pubUshed on the Ist of January 1847*) 
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lilterarlsclter Bericlit. 



Schriften Uber 1JiiterrlcUt£HlM[etliode. 



In dem in >Infror's Pridagogiscficr Revue. October. 
1846. S. 185. S. abgcdriickteii Aufsätze des IJerrFi Proressors Dr. 
Mensinp in Erfurt: „Die Gymnasien, durch ihre Grund- 
sätze im KiMupfe mit den Fordermiffen'der Oej^enwart^ 
finden sieh auch mehrere sehr f^ute ßeraerkangen über den nifttha- 
inatischen und i>bYäikari8chen Triterricht, wpshalh wir diesen in 
mehrfacher Bexiebung iiiterefi«anten Auisatz den Lesern des 
Arcliivs zur Beaebtoiig enipfehlen. Besonderg unterschreiben nir 
auch v3l!ig das, was auf S. ttt4. imhI S. 195. über den geometai« 
sehen Elementarunterricht gc8;iirt ist, und theilen ganz die An- 
sichten des Herrn Vfs. über den physilialischen Unterricht. Möije 
die genannte, einem Bedurfnisse der Zeit CDtgegenkommeiide 
Zeitschrift fortfahren, solche mit einer anspreeheoclen Danteilung 
wirkliche Gediegenheit verbindende Aufsätze über den mathema' 
tischen und physikalischen Unterricht zu veröffentlichen; dann 
wird sie ihren Zweck in Bezug auf die^e Uoterrichtszweige gewiss 
«ieher errelcheii. 



Ctesehielite der llVatlieMattk und 

Physik. 



1d dem Journal des savants. Juin. ]84ö. ünden sich 
einige Auszöge aus den Eloges von Fontcuelte auf verstor* 
bene Akademiker, denen wir die folgenden kurzen Cbaraktnächü- 
doriin[;en einiger Mathematiker entlehnen, die einen Jeden« der 
sie liest, mitTreude erfüllen müssen.. 

Von dem grossen Astronomen Cassini eacjt Fontenelle: 
„Dont l'esprit <^ait ^sral, tranquilie, exempt de ccs vaines inqui- 
etudes et ue ces agitalions insensees qui sont les pius douloureU' 

«60 et lea ploi IncittaMM. 4a toiita« Im nuMIfvi« Uo gnuid fand» 

Baad IX. M 
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de religion, et» ce qoi est encore plus, la pratiqae de b Tefigion» 

aulaiciit ')c:iut>niip ,\ rt! calme perpetuel. Les cieux, qni raoontent 
la {^ioire (1(1 i rt'ateiir^ nVn avaiont jnmai.s plus parle a persoDO« 

qua lui , et n'avaient jamuis mieux persuade." 

Von La Uire sagt Footenelle: „Toutes se» jouriiee>> etaicnt, 
d*UD bottt k Tautre, occupees par l'^tude, et see nuits Ves-sou- 
vent iiiterrompoes par los observaCtons astrononiiqvea. Nul dtver- 

tisspineiit que celui de t'lia»»gor travail ; prirore est-cc uii fait 
qu»' je hasanle saus eri ctre bloii a!<siire. ISiiI aiitre excrcice cor- 
pore! yuc d'ailec ji l OI*scrvatoiro, a TAcaUviuic iles *Jciüoce», a 
eeUe it^rd^ctvAi) ft^Colläge royal dont H etfiit aiwHi jprviaitftar* 
Peu <lo iiens peuveiit coniprcndre la felicite d'uo solitaire» qni 
Test par im choix tous f<'s jonrs renouvele. '* 

Heber Varignori üiid< ti >ldi folgende Bemerkungen: „So?i 
caractere etait aussi 8inipiu que sa superiorite d'esprit pouvuit 
iet4wain» ' i*« (Mja dMis^ oette m^me Jovange a tM»| de per* 
eon'iies de cette Acadeinie, qir»ii peut croire que le iherite en ap* 
particnt p!ut«)t h nos sricMu es <{u'ä nos savaiits *). Je n'ai jamais 
Vu pcr^uiiiie uui eui plu;» de coudcieuee, je veiix dire qui füt plus 
^idiqu^ k mkUiih\x9 exactement au seBtimeat IntMw de ae« de- 
Vpix9* et qui se cmitentöt ipoioe d'aToir 'sati|^aU ai» apparences.** 

Von Ii e I n e a qi : ^,11 ae tenait h l'ecart de tqvte effAifo* eecort 
pll)^ de toute intrts^ie, et il coinptait poui bpmcoiip^ • ge^ avaptig^ 
ai peu recherciiti, de u etre de rieri. " 

Von TschirohauseQ: „La vraie philnaopbie avait peiietre 
juaqu a aan eoctur, et y avait Mb\l oette 4dicie«ee Itamiiiiiitä^ 
ipA' est le pliie gnwd «I le moioe rechetcbd de toiie le« bieiis> 

Voti Relle: »»yeta 1682 tm Jeune g^m^tte, tr^ incoqnify 

r^sout d'une manielre lieurcuse un proM^nie qut Tenait d <'frp y>rr>- 

K084. Au8c»Uot M, ColiH'rt, qui avait de» e^pions pour decouvrir 
* m4Tite cac)ie ou naissapt, deterra M. Ko|le dans lextrenie ob- 
attttiflte'e* ,ii Tivaft, et hii dopqa une gratification deviet eneiiit^ 
«ne peoalen fixe^*' . ' 

Der berfihnitc Hvdraoliker Ritter Giuseppe Ventareli i«C 
im Octcdicr J846 zu liolouua eostdrhoo. Er war der Verfasser der 
Ricerche snile rcsistonzo cho ritardano le acqae cor- 
renti ed in particoiare sulla resistenza d attrito. Modeoa. 
1807« und der Ricerche 4^ eometri ehe ed MfODi^trich^e fatte 
DelJaeeuola deppJCtv^egneri p*entifi<ili <i a<:itae.vs^rade 
Tanno 1821. Milano. isji. , so wie vieler AldinTidliingen in den 
Comnientarien der Aliadeuiie der Wisseoacbalteo dea Inatituta zu 
Bologna^ deren Mitglied er war. 



Haiidhiirh der Differenz! al- und I ntögralr ech u un g 
▼ Ott i)s. Utikar i>$b|öii^ijli;ii^ aua^erordentUcheia Profee- 
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«ov ap der Obiversitdt zu Jena. Erster Theil. Diffe- 
rflAzialre«hnanff. Mit zw»! Ka»fefiftf*tB. Gr^lfswald. 
I8ir. a 3Tlilr. 



Das ffandbnck der algebraischen Aoalysis desselben Herrn 

X(h. , welches dem bis jetzt in seinem ersten Theite vorliegenden 

Handbmrho <lor snsenanntrn Ijöliern Analysls «^enissermassen tilt* 
Vorläufer gedient hat, ist im Literar. lier. Sr» XXV. 6. »KiO. mit 



in allen Beziehungen dem vorliei^enden Haadbuohe der Differen- 

zialr(>clMiun<;. Dassribo ist jjanz in dem nourron stn-niien, die 
jiltoro nohandluni^sw oiso «jaiiz in den Hintergrund drängenden 
Cieitito bearbeitet, und gewiibrt auf eine t$ehr erfreuliebe Weii^e 
die CJeberzeugnn« , dass der Herr Vf. , «ras bekanntlich nicht gann 
leicht i«it und — wie man sich leider aus manchen der nenesteo 
ErHcheinunj^en anf dem Gebiete der mathematischen Literatur immer 
inchr überzeugen nios»« — noch nicht gar zu häufig angetroffen 
wird, TolM&ndig in diesen neueren Gern eingedrungen ist, und 
zugleich die Fiini<rlceit besitst» diese in mehrfacber Beziehui^ 
»chuiericen Dingo auf eine ansprechofjde , namentlich auch An- 
fiingern neutlicln; und <iieselbcn in diejsen neueren Geist mit mög- 
lichster Leichtigkeit einführende Weise darzustellen. Aui»scrdem 
Ist die Vollständigkeit hervorzuheben, welche dem Herrn Vf. auf 
dem verhältnissmässig nur kleinen Räume ron zwei und zwanzig 
Höpen zu erreicbrn gelungen ist, da man gewiss wenii; wirklich 



hat derselbe sich dadurch jedenfalls ein besonderes Verdienst ei^ 

\%'orben, dass er die noch in keinem vorhandenen deutschen oder 
frunzÜKiscIien *) wenigstens in dieser Vollständigkeit vorkommen- 
den neuesten Untersuchungen Caucby's über die Entwickelung der 
Functionen in Reihen und die Lehre von den sogenannten ^^lttet- 
grinzen der Functionen, weU-be wir unbedenklich zu den wichtig- 
sten und schönsten neuern KrolxTungen anf dem Gebiete der Ana- 
Ivsis rechnen (m vergl. auch die Abhandlung im Archiv. ThI. I. 
r^r. XL VIII. 8. 3G4.), nicht bloss in sein Werk vollständig autge- 
iiemmen» sondern auch, was bisher noch nicht geschehen Ist und 
was wir liir ganz besonders verdienstlich halten, durch eine nicht 
geringe Anzahl von zweckmassigen BciKpielen erl.'iutert, in ihr 
gehöriges Licht gesetzt, und dadurch namentlich AnHtngern erst 
recht zugänglich gemacht bat. Ehen so mnss auch die strenge 
Behandluni^ des Lagrangeschen Umkehrungs- oder Revenlons- 
problems im neunten Kapitel , die si« h ebenfalls in dieser neuen 
strengen Hehandlurll;s^^ eise wohl noch in keinem deutschen Lehr- 
buche findet, der Beachtung der Leser ganz besonders empfohlen 
und als ein besonderes Verdienst des Herrn Vfs. bervorgehabeB 
werden. Die wichtigsten Anwendungen der Diffcrenzialrechnung 
anf die Geomofrie fehb-n in dicsi-m Werke girichfalls nicbt, una 
ausserdem versteht es sich bei einem N'erfasser, der sich schon 
dtorch eine nicht geringe Anzahl selbstutändiger Arbeiten auf die 
vortheilhancstc Weise bekannt gemacht hat, wohl von sellist, dass 
eigenthündirbe Darstellungen nirgends feblon, in \^ elcbrr Ilcziobung 
wa vorzüglich die auch aus diesem Aroliive schon grüsstentheils 




Bedeutendes in diesem Werke 




eblich suchen durfte. Zugleich 



*> SsilMt sieht bei Moign«^. 
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bekannteo Arbeiten des Herni Vfr. OborMh«« DtferamlalqaotiMi 
ten , die aich den Beifall der Kenner in Deutschland und im Anec 

lande so sehr erworben haben, hervorhrhon md'ssen, fla diese 
auch in diesem Werke sehr vollständig und theilvveise noch in 
vmollkoniniiieter Gestalt ^vietlert^(!geben worden sind. Leider 
mfissen wir uns hier mit den obipen allgemeinen Andeutoneen 
bej^nägen, hoffen aber, da^s dieselben hinreichend sein werden, 
die Le^er dps Arrfiivs auf ein Werk aufmerksam ZU machen, aus 
welcbeui sie sich aui die leichterte und bequemste Weise ein 
BHd Too der die Sitere Analyeis in ROcksicht auf irahre matbe- 
matiscbe Strenge und Evidens so sehr uberragenden neueren Be- 
handlunijsweise dieser Wissf^iisehaft verschaffen können , und wün- 
schen sehr, dass auch dieses Werk zur immer grösser» Verbrei- 
tung, der neueren strengeren Methoden beitragen und es dem Herrn 
Venaseer, wie bei dem aus allen seinen schriftstt^licrisdien ArbeS' 
ten hervorleuchtenden Talent desselben fi"ir das Tvehrwesrn nicht 
bezweifelt werden kann, gelini;en nu'ige, auch in seinem Lehrkreise 
der neueren Analysis immer mehr Jilnger zu gewinnen , ein Wunsch, 
den wir bier um so weniger aiiszuspreclKn unterlassen kSnnen» 
weil wir vor Knr/oia bei einer andern Gelegenheit (Literar. Ber* 
Nr. XXXIM- S 4.SS ) darauf hinweisen rw müssen glaubten, dass 
es namentlich jeder Universität anstandig sei^ wenigstens einen 
Lehrer zur gehörigen, bei dem jetzigen Zustande unserer Wiesen* 
eebait eine Abweisung nicht mehr zulassenden, Vertretung der 
neueren stren^errn Tv'k fitTini: in der Analysis Zu gewinnen, so wie 
einen soh lieri in dem Herrn Vf. des vorliegenden Lehrbuchs die 
Universität, welcher derselbe seine Kräfte widmet, besitzt. — 
Dem Erscheinen des zweiten, die Integralrechnung enlbaltenden 
Theils, in welchem der Herr Vt gewiss auch der Theorie der 
bestiiuniteu Integrale seine besondere Aufmerksamkeit zu widmen 
nicht Untertassen wird, sehen wir mit Verlangen entgegen, und 
empfehlen das vorliegende Werk nochmals der besontoen Beach* 
tnng der Leser.. 



Oeometrle. 



Lehrbuch der niedern Geometrie von Dr. ph. Frie- 
drich Kfhinrd Thieme, ehrer der Mathematik an dem 
Gymnasium und der Gewerbeschuie zu Plauen. Erster 
TnelL Planimetrie nebst lahlreichen Uebungsaufgaben 
und 10 Figuren tafeln. Plauen. 1847. & % Thir. 

Das vorliegende Scbolbucb gehört zu den verdienstlichen Lehr- 
büchern , welche mit einer strengen Behandlungswelse der Georae- 
trie in nlnem altern (aber nicht vercilteten und nie veraltemlen) 
Geiste den neuem Entdeckungen auf dem Gebiete dieser Wissen- 
sebaft gebdbrende Beachtung; widmen und dieselben auf eine ver- 
ständige Weise in den Schnlunterricbt anfzimebmen und mit rieh- 
tiirem ]i'tdagogischen Takte auf eine für denselben angemessene 
Weise zu verarbeiten suchen. Da es ntin auch eine grosse An- 
zahl zweckmässiger Uebungsaul^abeii eiithäit, ^und sein äusserer 
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Dmfang und sefi« Prtis gering sind, sa Terdient M cewiss» voa 
Lehrern an bühm UnteRkhlbNUMtaltoii ntebt ganx aiiDeachtet ge- 
laMMi sa irerdco. 

Programm» ifomit m der offentlielieii Prftfang der 
Sdiüler der Petrisdinle, weiebe iMittwocb den 7. Octo- 
her 1846 von 8i Chr Vormittags und i*' Vhr Nachmittai^a 
an u. 8. w. stattlinden wird, ehrerhicti^st einladet Doc- 
tor F. Strehlke, Direktor. Inhalt: 1. Mathematische Ab- ^ 
handlang des Oberlehrers TrOgev« 2. Schul nachrictlteii. 
l>aiiaig. , 4 

Der Herr Vf. der den Schofaiachrichton^ vorausgeschickten 
mafhomatisrhen Abhandhinf; spricht «ich fihcr Hlesolhe auf fol- 

Sende Art aus: „Die Lehrbächer der Stereometrie enthalten für 
ie Berechming des abgekürzten KeseU in der Regel nur die 
Formeln, nach denen aus den Kadien der beiden parallelen 
Flüchen, «Irr fffdie oder Seitenlinie — der kubisrhe Inhalt inifl die 
Seitenflä« he ij;eliiii(len werd»»n. Den Gegenstand vollsti»n«lig heim 
Unterricht zu hehuudein und zeigen, wie aus drei dieser Stücke 
die übrigen berechnet wetden: erlaubt dem Lehrer die beschränkte 
Stundenzahl für einen Corsas der Stereometrie nicht, indem ähn- 
lichen Gegenständen dieselbe Erweiterunj; zu Theil " erden müs«ste. 
Der genannte aber ist für 8cfa(Uer ron besonderem iuteresse, weil 
er m trigonometriscben Functionen in mannigfache Anwendung 
bringt, una auch sur Auflösung höherer Gleichungen liihrt, wozu 
die Geometrie gewuhnlich keine Verunlnssmi? uirlit. Daher dürfte 
diese Berechnungsich wohl für ein Sclnilprouriium ei<i;nen , des- 
sen Zweck es hauptsfichlich ist, die Schüler anzuregen, einzelne 
Lebrgegenstftnde weiter su verfolgen» und setbststSndig Arbeiten 
SV unternehmen." 

Indem wir hierin dem Herrn Vf. völlig hei."«timmen, empfehlen 
wir diese fleissig gearbeitete Abhandlung d^n Lehrern an huhern 
UnterricblsanstaFten als eine Sanimlans stereometrischer Uelmngs- 
aufgabcn, die zugleich sweckmissige tJebimgen in der Auflusung 
der Gh'i'hnriTen bis ztim >it^rten und zu hfiheren Graden darhie- 
ten, recht sehr, und bemerken zugleich, dass der Herr Vf. seine 
vollständige Bekanntschaft mit dem letztern wichtigen Gegenstande 
dadurch deutlich atf den Tag gelegt hat, dass er die sich ihm er- 

gsbenden Gleichungen immer nach mehreren, nanientli(!h in neuerer 
eit an verschiedenen Orten mit<;eth('ilten 'Methoden behandelt,, und 
dazu zugleich zu der wünschenswerthenBekanntwerdune dieser neue- 
reu Metnodenin einem grOssem Kreise beitrffgt. Auch KflnfÜge Ver- 
fasser von Sammlungen mathematischer Cebunirsaufgaben werden 
in diesem Schriftrhen manches ihrem Zwecke Förderliche finden» 
und sind daher ebenfalls auf dasselbe aufmerksam zu machen. 

Die auf diese Abhandlung folgenden Schulnachrichten des 
Herrn Ditectors Strehlke nehmen das Interesse des Lesers 
mehrfarh , vorziii^Iich aber dtircli eine darin <^oni achte Mitthoilung 
in An^ipruch, die auch hier hervorgehoben und in einem weiteren 
Kreise verbreitet zu werden verdient. Ein westpreussischer Edel- 
mann, Herr Baron von Paleske auf Spengawsfcen bei Dan- 
zig, der schon seit sechs Jahren ein ausgezeichnetes englisches 
Mikroskop und Femrohr und mehrere kräftige IVIn^netstähe der 
Petrischule zur freien Benutzung überUess, iiat dem Director die- 



MF Lehnuistalt die beträchtliche Summe r4m 300 Thalern zur 

Verltlijiing geHtcllt, um dafiir £?anz nach eigener ABswahl und eige- 
nem Ermessen physikalische Instrumente IVir die Petriscbule an- 
zukaufen und deren Apparat dadurch zu vervollständigen. Mehr 
Uber eine solche Handlung hier su sagen, Ist aimllte; denn sie 
spricht Tür sich selbst! Zur weitem Bekanntvrerdung derselben 
beizutragen, schien aber auch hier um so mehr Pflicht zu sein, je 
seltener dergleichen l älle in unseren Tagen vorkoniuen. Wer an 
dem Gedeihen des Sehniwesens lehhaftet Interesse 'nhnrnt, mtm 
sich durch solche edle Handlungen in einer freien nhabbängigen 
Stellung s'icU bdindender Manner desto mehr erhoben und ange- 
sprochen fühlen, je mehr man siebt, wie stiefmütterlich zuweilen die 
Schulen gerade von denen l>ehandelt werden, die am meisten für t^r 
fimporiconimen sorgen sollten, wenn auch allerdings, namentlich in 
neuerer Zeit, ein besserer Sinn in dieser Beziehung schon erwacht Ist 
und gewiss iinincr mehr erwachen wird; und möge dieser Sinn 
sich neben den Gyinnasieu auch namentlich den, mehr eine rea- 
listische Richtooi^ verfolgemien ifehr^osteitea, dia der - AnihfiUe 
noch sehr hedärfen, zuweoden! 

Vorschule der darsteiienden Geometrie. V'on Dr. A« 
L. Busch, Ohserrator an der Küniel. Dniv^rsltäts-Sterii« 

warte und Lehrer an der Kö nigh Provinzlal-Gewerbe^ 
8 ch u 1 e zu K r» n i g s b e r g. M i t einem Vornort von C. G. 
J. Jacobi, ordentl. Professor und Mitglied der berli- 
ner Akademie der Wissenschaften. Berlin. 6. Rei* 
mer. 1846. % ThIr. 

Unter den Hindernissen, welche sich einem erfolgreichen Oa- 
terricbte in <Ier Geometrie entgegenstellen, tritt ganz besonders 
die häulige Unfähigkeit der Schiller, den Zirkel und das Llaeal 
zu brauchen, hervor. Wenn die Figuren gauz finUich sind, so 
seigt sich dieser Mangel nicht auflallend, allein bei einigermwsea 
zusammengesetzten (xebilden ist er oft die Ursache des Zuijuci:' 
bleibens selbst fähiger Köpfe. Daher kaini d«'i)n auch nichts wich- 
tiger sein, als dass der Schüler schon frühzeitig gewühot werde« 
nSt Zirkel und Lineal umzofi^hen. Inf Oaszasf^ \!yumasiiun .Ist 
s&t zehn Jahren diesem Unterrichte in Ober- Tertia von den vier 
niatbeuiatistlieri Stunden eine gewidmet worden, und der Krfolg 
hat gezeigt, dass diese Anleitung zum Uonstruiren iil>cr eine 
Menge von Schwierigkeiten beim wissenscballlicheu Unterrichte in 
• der Geometrie und Stereometrie hinweghilit. Oen Anfang macht 
die ("^onstruction einfacher Aufgaben, deren Lösung den Schfilcru 
bereits durch frühern Unterricht bekannt ist. und die Zeichnung: 
solcher Figuren, an welchen sie die Wulirheit früher bewiesener 
Sätse dunm Er&hmng bestStigt sehen. So werden z. B. die Auf- 
lösungen der Pothenotschen Aufgabe und die merktrQrdigen Punkte 
im Dreiecke, nach der in der Stii'nd«' gegebenen Anleitmig zu 
Hause gezeichnet, wie denn überhaupt die wahrend der Stunde 
^bezeichneten Figuren stets za Hause nochmals sauber in grossen 
IVIaassstabe ausgeführt werden. Dann folgen die Aufgaben von de» 
Berührungen. Die Coustruction derselben wird für die verschie- 
denen Fiille vollständig ausgeführt, und diese /eichnungen machen 
dann spater eiu leichtes Verständnis« dec Ücwcise mügüch, wenn 

di«m GegeBstud in der GwMtrte behaolelt wM. Viß^ Ki««!- 
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•ÄiHl© W6fd<M cUfen^ls <^ons<rnlrt n. ». w. Daim folgt das Zimch* 
nm der Nett» der eMMsben ^eometritichen Kdrper, welche voh 
den Schülern zu Hau^^e aus Pappe tiiodeillrt werden, den ßesrhluss 
des einjKhri<;en TursuN maehen <lie Anfan(;8(frf>ftde der Pro)o< ti(niri* 
lehre. Auf die^ie \Vei«e wird der Unterricht in der neuein GeQ* 
metrie in den beiden «lletB KlalMM Mbr «rleiehtert, ancfc der In 
der Stereometrie verliert einen grossen Theil seiner Schwierigkeit, 
indem die Schüler bereit« gewohnt sind, sich unter e1n«'r Zeich- 
lliiog ein körperliches Gebilde vorzustellen. Der Unterricht in dci; 
SfUreometfie kann allerdmgs durch Modelle erläutert Herden, In- 
d^ßs^n sch(>int es, daM man damit nicht Hl freigebig sein dürfe, 
denn einmal können sie. selten in wilnscTiensucrther Allircmeirilieit 
ausgeführt werden, dann aber verwöbnen sie auch zu sehr die 
Phantasie des Schülers, <Ier sich spater von den vor^\ ickeltcn 
rftumticben Gebilden, fffr «reiche sich Modelk nicht leidft an^fSh- 
ren lassen, keine Vorstellung maebMi basIL T)ie Stereometrie 
setzt das Verständniss von Zeicbnun<;en körperlicher (Jebilde vor- 
aus, während umgekehrt die Frojectiünjrlehre sich wieder auf die 
Stereometrie ^findet. Man befindet sich also hier, strenge genom- 
llleß. In der \ erlegenheit, dnss man von dem vorzutragenden Oe> 
genstande \vcnitr*itens einen Theil als ben'its bekannt voraussetzen 
muss, weshalb ein approximatives Verfahren, ^^'le das oben anijedcu- 
tete, nicht unpassend er»icheint. Der Unterricht in der Geometrie kann 
bekanntlich nur durch Aufgaben,, welche ^em eigenen Nddidenken 
des Schülers dargeboten werden , Lehen erhatten. Die Erfahrung 
zeigt, dass auch hier die Fertigkeit im (Jebrauche des Zirkels Und 
Lineals seht wichtig ist. Oft glaubt der Schüler eine A,pflüsung 
gefimdeD tu haben, wenn er sie nun gehörig construirt, -sosielR 
er bald, ob sie stimmt oder nicht, im leisten Falle wird er \ eran« 
lusst, auf eine andere Auflösung m sinnen, im ersten die liich* 
tigkeit nachzuweisen ; in beiden Fällen drängen sich ihm nütz- 
liche Erfahrungen auf, eine ungenaue Zeichnung kann eine richtige 
Construetion als falsch, der Zufall eine falsche als richtig erschei- 
nen lassen , — der schlummernde Verstand wird geweckt. Weim 
hiemach der Unterricht im Zeichnen als nothwendige PropKdeutik 
för den wissenschaftlichen Theil der Geometrie und Stereometrie 
evseheint, so hSnnen wir doch nicht vnterlassenr^ «tif die Hebel'- 
stSnde aufmerksam zu machen, welche auch diese nntzlicho 
Sache mit sieb ffihreri kann. Wer den jugendlichen (»eist der 
Schüler eines Gymnasiums kennt, weiss auch, wie leicht das we- 
B^er liedeutende mit dem Wesentlichen, der Zweck mit dem 
BlHtel t^rwechselt wird. So kommt es dem wohl vor, 4dn» gerade 
die fiieh^er , welche hn Zeichnen eine besond^^e Handgeschicklich- 
keit besitzen, .sich bald auf diese so viel zu Gute thnii , dass sie 
die saobete Ausführung für die Hauptsache ansehen, und der wis- 
nenschafincheA AafTassiing des Gegenstandes abbeM werden, so 
dftss sie Be^veise für überflüssig ansehen^ wenn sie mit Zitkel 
tmd Lineal die Richtigkeit der C^oiistrn< tif)n erkannt haben. Dn.^ 
Verderbliehe einer solchen Ansicht liegt am Tage und der Lehrer 
wird sich Weilen müssen, dieselbe zu bekümpfon. Wenn fernef 
der CMbraueh des Zirkels und Lineals nwr mi der mittleren 
Klassen beschränkt und in den (ihctn nicht fortgesetzt wird , jm> , 
ist er nur wenig nützlich. Nur zu oft glauben dl« Sebfdcr einer 
obcrii Ktes^e, dass es ffir sie nicht wehv ehrentoH sei. das m 
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treiben, \fa8 in der nieUern von ihnen gefordert wurde, wie z. B. 
das praktische Rechnen wohl bisweilen gänzlich von ihnen ver* 
nachlä88igt wird, weil sie bereits in Quinta damit beschäftigt wur- 
den. Solche verkehrte Ansichten hahrn ihren tiefen Grund, und 
müiiseii beim mathematischen Unteiriclite, ucnn dert^elbe erfolg 
reich nirkcu soll, nüt der Wurzel vertilgt werden. 

Wir haben Iiht den Nutzen des Unterrichts im Zeichnen für 
Gymnasien und iilmiiche Anstalten anzudeuten verbucht; dass er 
(ät techoiiiche Anstalten von der höchsten Wichtigkeit ist, Ter« 
steht sich von seihst. Allein wir glauben, dass auch hier ein 
systematischer Unterricht, der «ich, von den ersten Anfangs- 
gründen des ünearischen Zeichnens allniählig fortNchreitend zur 
Projectionslehre Hahn bricht, viel leichter zum Ziele fuhrt, als 
ein solcber, der mit dem Zeichnen praliti<s(;her Gegenstände sogleich 
seinen Anfani* nimmt. In der Krinij^l. Provin/.iul- Gewerbeschule 
zu Oanzig vvird seit 12 Jahren der Unterricht im Zeichnen auf 
jene systematische Weise ertheilt, und der günstigste Erfolg hat 
sich spftter Jedesmal gezeigt, wenn Architecturgegenstände, M^hi> 
nen u. dgl. an die Keihe kernen. Schüler, welche diese Anstalt 
längst verla.«:seri und sich zu tüchtigen B.iuhandwerkern oder 
Maschinen-Baumeistern aus^ebitdct haben, erkennen sehr häufig 
mit vielem Danke diese Metiiodc als nützlich an, während andere 
Praktiker, welche einen entgegengesetzten Weg einschlugen, auf 
halbem Wege stehen blieben, ohne das' gewOnathte - Ziel an 
erreichen. 

Auch in technischen Anstalten ist für den mathematischen 
Unterricht das linearische Zeichnen von grossem Nutzen , beson- 
ders wird die beschrciiiende Geometrie nur dann mit Erfolg stu- 
dirt werden kOnnen , wenn die Schüler alle Anfgaben mit Zirkel 
nnd Lineal nach der Anleitung des Vortrags, zum Theil schon 
w&hrend desselben. In grossem Maassstabe constmiren. 

Der grosse Nutzen des linearischen Zeichnens für die ZSglinfte 

"wissrnsrhaltlicher und technischer Anstalten kann nicht verkannt 
werden, und so begn'fssen wir freudig dn« vorliegende W^rkehen 
als ein soiclies, weiches diesem UnterrichUzweige frische Aahrui^ 
darsnhieten geeignet bt. So wie das Zeichnen praktischer Gegen- 
stünde ohne Kenntnis»« der Projectionslehre unvollkommen bleibt, 
80 ist auch die darstellende G('f)nietr!e ohne einsichtsvolle Fertig- 
keit im planimetrischen Zeichnen nicht zu erwerben. Der Herr 
Verfiisser benennt daher sein Buch, in welchem er mit den ein* 
fachsten planimetrischen Aufgaben den Anfang macht, und allmäh- 
lig ZM schwierigem fortschreitet, mit lv<'{ lit \ (»rscliule der dar- 
stelicntlen Geometrie. Bei den Berührungs- Aufgaben bedient er 
sich sowohl einiger der neueren Methoden, als er auch durch geo- 
metrische Oerter die gesuchten Punkte bestimnit, welches beso^K 
ders dem Praktiker angenehm sein muss. Die ebenfalls för den 
Praktiker wichtige näherungsweise Constru<'fion regelmitssiger 
Vielecke gieht er nach Repudi ; hei einer neuen Auflage würde 
er die schone Censtnietion Sr. Hoheit des Herzogs Carl Bernhard 
zu Sachsen WmmaVr Eisenach gewiss nicht unbenutzt lassen. Für 
die näherungsweise Construction des Uinfangs eines Kreises, des- 
sen Durchmesser bekannt ist, gieht er drei AufliisuQgen « von 
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den^n die dritte fllr die Pruki gewiMi ausreichend Ist Da indee- 

«en die netrern Constructionen Doch genauer sind und keintMi i:ro<$. 
•ero Apparat erfordern, so wurde wen^atens eine derselben hier 
am Orte sein. Sehr ausfiibrlich ist die ronstniction der Keeel« 
schnitte hehandolt, auch hier sehen wir itiinier den getvniidten 
Praktiker. I)»mi Iti^^chlu^s niachctt N|iir;iir!nu' . Cydoide, Epicy- 
cloide etc. liic äussere Ausstattung uiacht dem Herrn Verfe*jer 
Eiire, auch ist (»ehr %u lohen, duM« uie Fiuureii dem Texte unmit- 
telbar beigedrackt sind. Wir wSnsohen «csem Werke die mög- 
lichst grogste Verbreitung, und hoffen, dass der Herr Verfasser 
sich entsrh!irss«Mi werde , auch lur die beschreibeode Geometrie 
ein ähnlichem Hiilt'-lnK fi zu liefern. 

Danzig« September 18. 1646. 

C. T. Anjjer. 

Nach der nhijren nitsffihrrKrhen Anr^eige durch einen rOllig 
Marhkuudigen Cielehrten bedarf zwar die Schrift des Herrn Ohser- 
vatur Dr. Busch einer Euipfeblaug Von meiner i^ite nicht mehr; 
jedoch vrill Ich den Woasch aassusprechen alehl untvIasaeQ, daaa 
diese ihrem Zwecke geiriss auf eine ausgezeichnete Weise ent- 
sprechende Schrift eine recht weite Vor])eroitnnff flnden und zu der 
sehr 2U nünscbenden immer grosseren Förderung des betreffendeo 
Unterrichts, dessen vielfache Wichtigkeit In der obigen Anzeige 
«ehr deutlich ror Angen gelegt worden iat, anf, recht vielen Lehr- 
analatten benntat werden mOge« G. 

Preisschritten, gekrönt und h erausf^egehen von der 
Fürstlich Jablonowski'schen Geseiischuft zu Leipzig. 
L EL Crraaaniann'a Geometrische Analyse. Leipzig, 
lair. 20 Sgr. : ^ 

. Die von der Fürstlich JablonowskTschen GeseHscbafl zu Leip- 
ziii für das Jahr lS-15 aufiiegehcne Preis.uiC^alje ist im Literari- 
schen Bericlite. ISV. X\ Iii. S. *iHS. niitu'''tli'»ilt wfirdcn und kann 
dort nachgesehen nerden. in dem vurliegeudeu iielte id<t die» von 
der Gesellschaft mit dem Preise belohnte Abhandlung des mmi 
H. Grassmaon in Stettin TcrOffentlicht worden. Indem wir 
diese AMi:ift(l!nng den Lesern de« Archivs zur b^sondem Beach- 
tung emptehlen, bemerken nir, dass Herr Grassroann sich in 
derselben mehrfach an seine Wissenschaft der extensiven 
Grösse oder die Ausdehnunuslehre. Erster Theil. 
Leipzig. IS44 (M > nnrh \ r rhi v. T hl. V! S ) anschliesst, 
und dass di«' eisten- hrll! (dint* die letztere nicht \vohl ganz 
verstanden werden kann. Daher hat sitcii Herr l^rofessor Möbius 
In Leipzig um die Leser und um die Sache gewiss ein wesent- 
liebes Verdienst erworben , dass er in einem besondern der Grass- 
mnnn'schen Ahhandlnnj» in dem ohi«;en Hefte angehängten Auf- 
satze: Die Grassmannsche Lehre von den Punktgrössen 
und den davon abhftngenden GrOasenformen/ darge- 
nteiit von A. F. Möbius, diese Lelre, wie er sich ausdrückt. 

auf eine «lern (ielste der (Iconietrle entsj)rechendere und damit 
leichter fasslirlie NN eise zu hetjrüuden nuff tu zeigen, wie jene 
ScbeiDgrösseo als abgekürzte Ausdrücke wirklicher Grössen anee- 
aeheft weiAeii können" vefauehi hat Je mehr nna die Sache der 
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Aofinertt^iinkfU iverth z\i »ein «nhcint, uie flclion Archiv. Theil 
VI. S. •i^il. betiK^rkt worden ist, desto mehr vordieiit Herr Pnife^ü- 
«or Mohiua gewie»» Diuik, dann er »Ich dieser Arbeit uuter* 
abge» hat. 



Keeliaiilk» 



Kintadungsschrift der k. polytechaigcb^n Sdbiile im 
Stutt|;art zu der Feier des. UeburtsfestAS Sr, MajeMtfit 
des Königs Wilhelm von VVurtcniberg auf den 2^. Sep- 
tember IKii). Mit einer Abhandliiii!? äl»er die ire zwirn - 

6«DC Bewecuntf de» Atoms von Professor Di. iiuut»ch. 
tuftgart. im. 4* 

Der Herr VerfaMer dieser Gelegenheitsschrifl sebeliit ttnn 
seinen Zweck : die Principien, w^che der öntersachmä: deK («e^en- 

HtrnulrK tlrrx lljrkfi , t'ihcr clpssen ei [T^Mitlii hr-s AVcseii (irid eigentltrhe 
Bedetttuni; er sich in der Einiettunu; mit Himveisune auf ,,( orio- 
Iis: Tratte de ia mecanique des corps solides et dueal^ 
e«1 d« reffet dcis machinea*' mit hlnreicfieBder DeotHelikiit 
>?nd lieibffngODK einiger erkUtternden Beispiele ausspricht, zu 
Grunde cjeleut werden miissen, ohne Reihfilfe analytiscnef Trans- 
rorniatioitei), al^o üheriiaupt ohne einen grossen Aufwand von Cal- 
cul, mit alleiniger Appellation an eine gesunde Anschauuns aus- 
einanderzusetzen, und dadurch eine Erweiterung des so Wicntigeta 
üod in den ijon r,liiilic!ieri Lehrbörlirrn der Mecnanik. wie er snirt, 
Kusscrst kunuucriich behandelten Kapitels von der ffezwungcuen 
Bewegung des Atoms zu erzielen, gut erreicht zu hanen, weshalb 
' diese 8dirHt zur Benutzung liei detn Unterricbte in der Mecha- 
nflt auf technischen Lehranstalten , auf denen natürlich eine mOg- 
Iti^hst vereinfachfe Darstellung dieser in mehreren Theilf»n schwie- 
rigen Wissenschaft vorzugsweise Bedürfniss ist, wohl empfeliieD 
Inl dürfen glaubeil. * 



Optik. 



optische Untersuchungen. Von Johann Aucj:ust Gru- 
nert. Zweiter Theil. Theorie der achromatischen Ob- 
jective tüt Fernrubre. Mit zwei FitsureoCafela. Lelp> 
^ig. 1847, a 1% Thir. 

Der erato Tbeit dieses Werkes ist im Literar.Ber. Nr. XXXIl. 
S. 471>. nnyezpiüt ^varf^cTK t)<'r voHieirerKle /.weite Theil enthalt, 
wie sein Titel angieljt . di«' Theorie der achromatischen Objcctivo 
fiif Fetnrohre, was in dem »Sinne zu nehmen ist, dass bei dieser 
Theori» immer wma des Verattiaetnng ansgegaogea wird, dutfdla 
■ibfalleDdeD Slialileii afimmtlldi dtr Aze de» OijMifa pwM 
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sind, oder werngstew ton einem sehr Keit von dem Objective 
entfernten Punkte kommen. Die Gnmdrormeln, auf welche die 
'Theorie gekündet wird, sind in diesem Tiielle auf eine neue 
Weise entwickelt worden, um denselben, eben so nie den ersten 
Theil, möglichst zu einem fnr sieb selbst bestehenden, von den 
im ersten Theile gegebenen Entnickelunp^en unabhängigen Ganzen 
zn machen. Es sind zweifacbp und dreifiiche achromatische (oder 
vielmehr a|danati»i(rbe) Objective betrachtet worden. Alle Formelq 
babe icb mit. ii^ehörisfer Berilcfcsicbtigung der Dieken and der Ent- 
ferotto^n der e1nzd(i(>n He.standllnsen von einander entwickelt, so 
das« 8ich alüo jedes Objectiv eben so put dlalytisch als unter der 
Voraussetzong Verschwindender Entfernungen seiner einzelnen Be« 
staivdlinsen von einander berechnen lässt, wodurch sich diese Fte^ 
mein von den früher bekannten wesentlich unterscheiden , da selbst 
noch J. HerRchel bei seiner Entwickcluni? der Theorie /.welfacher 
aehroniatischer übje<'tivo, nach welcher, wie JStaninfor gezeigt 
bat, auch die Fraunhofer' sehen Objective geliaut sinil, die liicken 
vod Entfiwnungen pm anberflekelchiigt gehMsen bat UehoffbanDt 
mnd alte Formeln in so eiiifaeber Gestalt dargestellt worden, äW 
es die Natur des Gegenstandes und meine Kriifte ir^^etid gestatte* 
ten; anch babe ich dieselben überall ^io weit cutuickelt, dasa 
mcb die numerischen Data unmittelbar in sie eintühren laasea; 
un<l nur noch die Schwierigkeit der Aiiflitsang^ der Endgl^chun^eil 
übrig bleibt, welche natt'irürh hei diesen meistens mehr als eino 
Auflösung zulassenden Problemen nicht zu umgehen ist. Nähe- 
rungsmethoden isind überall, wo es nüthig war oder vorth eilhaft 
1(11 sein eehieo, angegeben wordee. Alle bekaonteii Principe, auf 
welche man bisher den ßa« achromatischer Objective zu grGnden 
gesucht hat, und einige neue von mir selltst angegebene, habe ich 
ausfiihrnch betrachtet und analytisch entwickelt«, unter den erste- 
rcn besonders die Principe von Euler, Ktfigel und Llttrow, 
Barlow, J, Herachel (oder Fraunhofer) und Clauss. Die 
beiden letzten, namentlich das Prificij» von (iJauss, welchem in 
theoreti?»chcr Rücksicht nach meiner Ansicht vor allen anderen 
Priuciuea der Vorzug gebührt, und nur zu bedauern ist, dass, so 
viel IcQ weias» noch iceio' Künstler ein Objectiv n'acb demselben 
gebaut hat» habe icb aucb auf dreifache Objective ausgedehnt und 
auch in dieser Beziehung vollständig analytisch ent>viekelt, waÄ 
bis jetzt noch nicht unternommen worden ist, so wie denn dber- 
b^upt seit den, neuem Ansprüchen . nicbt im EntfemtesteD rn^bt 
geofljgenden Theorien Euler's und KlügeTs für diese Objective 
gar nichts von einiger riedentung geliefert worden ist, und mall 
die 'J'he<»rie dieser Objective seit jener Zeit gewiss sehr mit Un- 
recht ganz hat bei Seite liegen lassen, da eine Abhandlung des , • 
-aonst scdir yerdientjen Oriani wohl nicht besonders in Anschlag 
gebracht werden kann. Üeberhaupt habe ich in dem yorliei^enden 
zweiten Theile mein Augenmerk vorziigsweiso auf eine Vervoll- 
konynnung und Erweiterung der älteren Theorien gerichtet, \veil 
ich glaube, dass dadurch bei dem jetzigen Stande der Sache der 
Praxi» vorläufig am meisten genutzt und Vorschub geleistet wer- • 
defi kann, und behalte eine Behandlung der optischen Instrumeiito 
mich weit umfassendem und allgenieinern ^Methoden, wobei auch 
noch verschiedene andere Dinge zur ISprachc gebracht werden Sol- 
eil, den folgenden Tbeilen dteees Wmt, deq» -|cb, -seiner mdir- 
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fkehen Schw ifiri«»kei.teii wegen, un<! weil es wenigsten« für de» 

zweiten Th''H geniigenden und meinem Zwecke e'ifi?'j:erinas«en 
ents|»rf»rh<Miden VornTbeiton fast c^uzltch mangelte, eine oacbsich- 
tige Auriiuhme und lieurtheilung wiiut^ciie, noch vor. " • 

G. 

Repertoire d'Optique moderne ou Analyse complete 
des travaux inoderneü relatifs aux phenomenes de ia 
lumi^rc; par M. TAkbe Moigno. Premiere Partie. Paris 
et Lelp.sig. 1847. 8. 

Herr Abbe iMoigno hat sich bekanntlich durch die Herauis- 
' gsbe seiner Le^ons de ealcul dlff^rentiel et de celcul in- 
tegral, rädig^es d'apr^s les m^thodes et les ouvrages 
piihli<?s ou inedit8 M. A. L. Cauchy ein so al!s;iMn<'!n nn- 
erkanntes Verdienst erworben, dass wir da« vorliegende Werk mit 
sieht fseringer Erwartung snr Hand nahmen, end swar um so mehr, 
weil wir von der Nothwendiglceit tmd dem grossen Nutxen eines 
snlchcTi Werk« vollkommen und nuf das Lebhafteste überzeugt 
sind, indem wohl Jeder, wer sieh mit einigem Eifer dem Studium 
der neueren, namentlich der uhybikulischen Optik gewidmet hat, 
die mannigfacIieR Schwierigkeilen gefühlt haben wira, mit deeen 
dieses Studium verbunden ist, wenn man sich nicht gerade gans 
und ausschliesslirh diesem Gegenstande hinofehen will oder kann. 
Wir müssen al>er offen gestehen, dass wir in uusern Erwartungen 
mebrfiich get£oselit worden sind. 

In der in sehr überschwenglichen Ausdrücken geschriebenen 
Vorrede erkifirt der Herr Vf. auf j)ag. III., dass er in diesem 

Werke durchaus nur eine exposition physique, soutenue 
seulement et «ilairee par des forniules ^l^mentaire.s et 
faciles zu gehen beabsichtige, pud auf alle Anwendung des 
h&bern OalcuKs verzichte. Eine elementare Darsleliung, wenigstens 
in dem Sinne, wie man dieseilie namentlich in Deutschland wohl 
zu rrwnrten gewohnt sein mochte, und wie in einiiien phvsikali- 
s< lieri Lehrbüchern, z. B. von v. F tti n gsh aus e n , August ii. A. 
ijiuf gewiss sehr verdienstliche Weise zu gehen vert»u<-ht worden 
ist, liefert die Schrift des Herrn Moigno aber gar nicht, sondern 
dieselbe ist im eigentlichsten Sinne durchaus nicnts weiter als das, 
was die Franzosen „une Analyse** nennen, wie auch auf ihrem , 
Titel ganz richtig angegeben worden ist; ja man kann selbst noch 
Unsiisettfti: sie ist wenigstens in ihrem mathematischen Theile 
▼orzugsweise oder nur, „une Analyse des travaux de Mr. 
Cauchy**, Mclrfirr letzter^ zugleich von Herrn Ifoigno fast mf 
allen Seiten mit Lobspriiehen anl eine Weise wahrh.ift überschüttet 
wird, die einem so hochstehenden (»elehrten wie Herrn Cauchy 
— dessen grosse Verdienste von Niemandem mehr als von ans 
anerkannt werden kfJnnen, wie wir auch wohl bei jeder Gelegen- 
heit bereits zu völliger Genüge bewiesen haben — wolsl srhu eriich 
selbst angenehm sein kann. Gleich von vorn herein bedient Herr 
Moieno den Leser mit einigen aus Herrn Cauchv's Schriften 
entlehnten, natürlich aber gar nicht weiter he^n'indeten analytt- 
sehen Formeln und bringt auch nur sehr wenig bei, was geeignet 
wäre, eine eini^ermassen deutliche, jedoch nur ijanz allej'melnc 
Einsicht in das Wesen derselben, in die Art und Weise, wie iicrr * 
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Cauchv SU ilffudben gdlanet u«t, {»«HedtoMlbeii gegebimeeigeo* 
tbfimlicne Form , öher die Gründe der Einfilhnin^ des Ima<;inämi 

in dieselben und was dcrsilcirlipn mehr isHiiiH hier nur aiHleutuDgS* 
vt ei^e und ganz im All<;t.ineineii hervorgehuheii werdeu l^ann , zu 
vermitteln. Dadurch wird aber weder dem Physiker, noch dem 
^nalytSIter wahrhaft genfltzt, indem ersterer enie möglichst ele^ 
mentare und, so weit es die Natur dos Gegenstaridrs iruciid ge- 
stattet, strenge Darstelluni;. l<'t/f<'rpr eine recht klare und 
übersichtliche, die eitfeiiüicher) ilauptmui»eiite recht scharf bervor- 
hebende Darlegung des Weges, welcbea die Analyse genntaiMtt 
hat, wünncheu wird. Nuch untrerer Anpitcbt wird daher auch naifb 
dem Erscheinen dieses Werke« dos Herrn Moi nno für jeden, wer 
die neuere mathematische Optik kennen lernen will, wie bisher 
idchts weiter übrig bleiben, als zu den Schriften des Herrn Cauchy 
aelbat seine Zuflucht zu nehmen, uud Herr Moigno hat nach un» 
serer Ansicht «lurch das vorliegende optiselie Werk jedenfalls den 
Zweck, "(deben er durch seine id)cr) \iriu^pr{ihrteri Legons de 
calcui diff^rcntiel et de calcul integral in mehrfacher lie- 
siebung auf aut»^zeicbneCe Weine erreicht bat : nämlich die Ar- 
beiten seines grossen Lehrers einem groseern Kreise von Lesern 
zugänglicfi /.II machen und defiselbon allgemeinern Eingang 7m ver- 
schaffen, nicht erreicht. — liie 8ection deuxienie: Expii> 
cation raisonnde et coroparöe des pbdnom^nes de I op- 
tique dans les denx systemes de Temission et des ondu- 
Jations, ist zwar ganz deiitiieh vorfisst, indem sie überhaupt 
mehr historisch als scientiÜsch vertahrt, nioclite aber im (ianzeif 
wohl nicht viel mehr liefern als in den vullständigcra |)hysik;alischen 
Hand- nnd Lebrbachem enthalten ist, wobei auch immer. di([; Ar-; 
beiten der Franzosen vorzugsweise hervorgehoben und über die 
Leistungen anderer gestellt werden. Hecht gute Zusaramenstf Mun- 
den liefero die dritte und vierte Section, — die beiden letzten \n 
dem ersten Tbeile, — von denen die erste ein Rdsnmd d*0^" 
tique met^oroiogi que, die zweite «in Rtfsamd d'Optlqne 
mlndraiogique entbjilt 

Der zweite Theil soll enthalten: L la litterature com- 

Slele de Toptique *) ; 2. Ic catologue raisonne et figur^ 
es ^»ropositions ,a demontrer, des experiences pu| 
constitaent la ddmonstration et des appareiKs a l'aid# 
desqucis se font les experienees. Nun, daraus wird gewiss 
sehr viel zu lernen sein! und der Herr Verfasser wird doch wohl 
airi Ende unser oben ausgesprochenes, vielleicht etwas vorschnel- 
les Lrtbeil über den ersten Theil zu Schanden machen , und lieeht 
behake»,, wenn er die Vorrede znm ersten Theile mit den Wertob 
schliesst: „IVotu auHons ainsi comble un grand cide, et müUs- 
fuit d nn immense besoin. " — Vorläufig bitten wir aber nur einen 
Jeden, bis zum Erscheinen des zweiten Theils zu warten, bevor 
er sich das Werk anschafft, da beide Theile Fffnf Thaler nett« 
kestes. 



*) Welche man Tu/t rn rvipm gewiMen Zeitpunkte tdlaen ia ^rOMcr 
VolUtttodigkciC in Ucid Do vc scheu ftepcrtoriuni findet 

Aomerkung de« Setsers. 
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Physik. 



Geschichte des LeideDfro^t'scben PhftoonieiiSy er«te 
Abthei iiiri!;, vom Oberlehrer Dr. Emsmann. (Programm 
der Friedricb-Wilbelni's'Schulc zu Stettin, mit Schul- 
nadirSchteii Tom Direetor Seheibert) Stettin. 4. 

Solehe Monographien wie die vorliegende scheinen nns ffir die 
Schul Programme sehr geeignet zu sehi; »1e nfihsev den Schfifefii 
änd sind aiK'b an sich interessant und nicht ohne n-issenschaftliche 
Bedeutung. Der Herr \ f . hat die Geschichte und Literatur de« 

SeuaDoten bekannten Pbnnnmens sehr ansftihrlich mitgetheilt, und 
le ▼erschiedeiien Erlcffirungsversnclie mit sehieii eigenen Ansich* 
ten (ibef dameihe deutlich und vollständig dargelegt, so dasa wir 
«Hlnecheo, er mOge bald die aweite Abtbeilimg nachlelgeo lassen. 



Vermisclite Sclirillten. 



The Cambridge and Dublin matbematleal Journal. 

Etited by \V. Tb ojiiKon, B. A. Fellow ofSt. Peters Col- 
lege, Cambridge. (Vergl. Lit. Ber. Nr. XXXIII. S. 4Ö2.) 

N«. VII. On the Attraction of a Solid of Kevolution on ao 
Exteroal Point. By George Boole. — On a certain Synibulical 
Eqaation. By George Boole. — Investigation of certain Proper* 
^es of the Ellipsoid. By Thomas Weddle. - Oq Piinoipal Am 
of.a Body, their Moments of Inertia, and Distribution in Space. 
m R. Townscnd. -- Od the Integration of certain Equations in ^ 
Fmlte Diffcrences. By Rev. Brice Bronivin. — On iSynibolical 
Geometry. Cootinued* By Sir W. R. Hamilton. — On the Theory 
of Involufitfo in Geometry. By A. Cayley. — On a Meehaniciü 
Renreserttfttlon of Electric, Magnetic and Galvanic Forces. By 
William Thomson. - (JNo. Vlfl. will be published on the ist ol 
MRfeh 1847.) 

In den Bulletins de l'Acadt'mie Royale des sciences, 
des lettrea et des beaux-arts de lielgi(iiie. Tome XIII. 
Ire.flftrtle. 1846. ßruxelles. LS4t). «. linden «ich die folgeo- 
M ausnihrliehern Ahhandlnngen, welche der BeaefafiMfg d«r Leaer 
des Archivs empfohlen itt weriden rerdlenen. 

Note mx la convergenoe dela sdrie de Madanrioit par M. ^tm» 

mi^rui^nfis. p, &3> ' . < ■ 

Note sur la convergenre des sdries, parM. TimmermlinnSy 
membrc de l'Academie. p. liO. 

Nouvelle demonstration d'un lemme et dun tbeoreme de ÄI. Ja- 
cobi» par A. Piocb, professeur d'analyae k Tecole militaire de 
Belgique. p. 151. 
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(Ditser Anfsate bezieht sich auf eiM liw 4ein kali^nlscheD 

flbersetzte AhhaiüIIiint^ in Liouviile'n Journal. S p ji t c ni h re. 
I84f). , welche den Titel führt: Sur le principe du dorn i er 
multiplicateur et sur soo usage coniiue iiouveau [»rin- 
eii»e ae mtfcabiqne; )iar.li» Jacobi) 

..Du facteur dMntegratitin dpn cquations homogenes, par 
^ MI Leiftaii'i;otfli agnS^ä pr^W de TuoiTerBitd de UaiifC p- lSO* 

Note 8wr les exprettsiMw den'raeiiies «Tan nombiiftta pr«divilf 
iofii^, par H Sidpuar, dnetewr eo ^cieacc». pw,23|^' t > i 

Snr le |>ttran#l<frainine des fi^rces de Simon Stdrtn« par A. T ild^ 
in e r m :i 0 n s , nioinbte de rAca^nrie . pfot^sfteQr a lUidnfrMM 

de Gand. p. 313. ' 

Sur le« vibrafioiis qu'un courant (•loctiiqne dlscontinu fait naitrf 
dans le fer doux; et sur la noii- exititciM i; dun cüiirant elcctrique 
dap<« le« uer& de« aitiiaaux vivaut^. (ExtruU d uue lettre de "S^ 
&» Wartnmnii, prefiMveiir « l'Acad^te de LaiuMMioe, i^ -lt«Qii»T 
telet) p. m 

Sur ün th^Qremc de ('attchy rclatlf an ddvelonpemefit des 
foiu'tiriii.s cn senet), piir M« Lamarte, prefiMsenr'i l'Ciihrereltd 
de Uaiid. p. jViQ. ' ' 

(Betritt Cauchy's neueste berühmte Arhelteti aber die Enti 
iHekelab^ der FiraenoB^n te Reiheit, a. Arcbhr^ Tbl. i. 18. Mv)»' 

Recherches «ur lea ddtemiiDanta, par M. Catelan, rep($tife«j( 
aPEcole pnjvtochoiqtte.^ aecr^tiure de la Soc|dte philbniiatiqae d|j 
Pari^- I'. :">54. 

(tiu iutereHsanter Aufsa^x, den wir den Lesern des Arpl4^ft 
bäid in einer dcutsclieu IK*arbeituiig ntit/uthcileu huffon.) ' '\ 

MagiH^tisnie terrestre (Extrait d'une lettre de M. Lanioot. 
düeeleiirde rOÜsenrateii« Aoyid ^d» .Miudeh; k Q^etet«t)I 

Notes aur queli|ue8 questions examint^es par 9f.. Afdanf» 
dans un meatoire intitui«: Etudes tb^oriques et experimonr 
tales sur Tetabl i H o in r II t des ch arp en t es a grs^od.q portdei^ 

p^r ÄI. Deraanct, juajur du geaie. p- i>0^. 

Rapport de ÄI. Crahay, «nr im nppareii propre ä mesurer 
de treä - uetttea differences de pressioo iuanometriques , propo««d 
par Mi vbataTe Dnmoot p- 667. W- r ' 

" ' R^gte pour la divisioo des nonihres apprnxitnatifs, parMiT^t^ 
IiaJät» membre de rAeaddoiie. p. 

(Auch diesen nnr kiirzrn Aiiisnlz Imffrri \vir den fjesem des 
Archiv« bald in einer deutschen Bearbeitung mittheilen zu kODoeo.) 

Note 8ur Temploi des deriv^es ep Alg^bre^ parM. Lamarle, 
professeur ä rUniversitö de (Jand. p. OOo. 

Note sur la ritiuergence de la s^ie de Taylor, par M. La* 
marle etc. p. 7J4. ' ♦ 

Sur lerMpso de soi- i| da 9 (Mnbre 1847, pat M, Maklly, 
aide ü 1 Obbcrvatuiie iwyal de üriLkellcs. p. 728. 
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^or les aurores bor^les, la iuniiere zodiacale et \es ^tolles 
nianfcK. (Extrait (Vune lettre adre^see ä M. Quetelet, par ftL 
£d. Herr ick, de New-Haven, Etats Uni».) p. 744. 

Sur la declinaison roagnetique et »es Variation« a Cracovie. 
(Extrait d une lettre de M. WeUse, dSrecleur de TObsemitoire^ 
4M. Quetelet.) p. 751. 

Wir können der Beschränktheit fies- Raumes >ve<2;en nur diese 

Süsseren Aufsätze hier nambuft muciien; ausser denselben ent- 
ilt aber dieser 812 Seiten starke Band nodi eine Menge vorzii^- 
Ueh von Herrn Quetelet berrfihreoder sehr ioterressanter körse* 
rer Aufsätze \nu\ Mittheilungen, hauptsachlich n!)pr (Üe Pheno- 
m^nes periodiques, die auch in oaturhisturischer Rucksicht 
Ton grossem Interesse sind, und das Blühen u. s. w. der l^flan* 
zcn , den Zug der Vogel und ähnliche Erscheinungen in der Natur 
betreffen. Auch der Aufsatz: Sur Ics itirliens O-Jih-Re- 
Wa's et les iiroportinns de Icnr corps, j)ar M. A. Quete- 
let bietet vielfaches Interesse dar, da Herr Quetelet die An- 
weeeobeit von zwAlf Indianern vom Stamme der 0-Jib-Be-Wa*s be* 
nutzte, um an denselben Messungen anzustellen, und dieselben 
dann roit andern an Belgiern von vorzfielicher (irrosse und SchOn« 
bnit des Körpers angestellten Messungen zu vergleichen. 

Herr Quetelet sagt am Schluss seines Aufsatzes: „Ces 
proebements sont bien propres k d^tmire les prejuges qui ensteot 
au sujet des Indiens. On voit qtie lenr conforniatinn est ä pctt 
pr^s exactenient la n^tre, et qne si eile lui est suj>erieure sous 
plusieurs rapports, cet avantage urovient de la facilit^ au'ont les 
diff^rentes partles du corps k se aävelopper avec plus ae libertd 
et par des exercices plus avantageuz." — Messungen der Starke 
mit dem Dyriaiiinmeter von Regnier fielen aber docb zum Vor^ 
theil der Indier uus. 

Ufan erkennt ans dem Obii^en die Relebbaltigkeit dieser Bul- 
letins, und wir werden von jetzt an deren Inhalt in unsem Literif» 
rischen Berichten um so mehr fort^vfili[erii4 vollständig angeben, 
weil mit dem vorher angezeigten Rantie eine neue Aera der HKis« 
seier Akademie beginnt, indem dieselbe seit dera Anfange des 
Jabres 1846 durch die Munificenas des KOnigs Leopold mit einer 
dritten Klasse (Classe des ]»eaux-arts) vermehrt und überhaupt in 
mehreren Beziehungen vervollständigt und erweitert worden ist, 
weshalb die Akademie seit d^ Jahre 1846 auch „Academie 
Royaie d%s selenees, des lettres et des beaux^'arts'* beisst Einige 
der obigen in mehrfacher Beziehung interessanten Aufsätze solleui^ 
wie vorher schon bemerkt worden ist, im Archive in deutscben 
Bearbeitungen mitgctheilt werden. 



' D r tt ek f e h 1 e ' 

Theil FIl. S. 3S7. Z. ^ v. n. 'und a 388. Z. 4,s. m. (—1)^1 Or nl 

TbeU IX. Heft I. S. 4& Z. 8. s. m. flSr 

Theil, IX. Uef^ I. S* 8&'Z. U, s. Körper, statt Kftr per. 
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Aitterarisclier Sericlit« 



Cleschlclite der nraOieualik und 



M^imolresurU vieetles travaux de Simon Stevia. 
Par Äiteichen, docteur eii Kcience« math^matiques et 
physiqnes, nt professeur de m^canique rationnelle et 

appliqu^e a l'^coJe müHalre. ßruxelle«. 

üio iieiiie 8chrift von Herrn Quetclet über Simon Stevin 
|«t .m Literarische!» Berif^hte Nr. XXVII. S. 393. angezeigt Jor 
den. Id dem vorüegenden ^öggeren Werke giebC Hnr plofessor 
^teichen vorzit-su eise eine «ehr dankenswerthe Analyse aller 
Ton stevin herausgegebenen Werke, tind wir halten dio^^e Schrift 
Slik. « L r*/' "»^^»«^»»ti^en Beitrag zur GeHchichte der 
Kl^''T*f'';Ki^*'^'' ""i®- l' dem Herrn Vi. gege- 

fegende " Stevm henmagegebeiMii Weäe 

ün Trait^ d'arithmetiqtTc of d al-^ljrr rpnbrm en 1585). 

Une Table dmteret et de 1 arjient (l.')8;j). 

La Statkjiie comprenant THydrostatique (1586). 

Ln Tratte de fortifioation, en 1594. (Bihlioth^qoe cle Leyde.) 
innii tosinographie, qn il compos;» d-.ns l infonall,^ de KÄK) 4 
MI», et qui est iniijnmöe parmi ses oeuvrc« «aman.les, en deux 
toipea, dont Je premier panit en 1506 et le second 1508. (Edition 
2^plVej"*^ « WWiotlieqae loyale et qui eet lo'm d'«^ 

La Castraiuentation, pabliee en 1617, 
La FortifieatioB par 'tfclnaes (1618). 

.««Ha^-?^'^*^^"''' ^ ^ P**'*» 1586, un peu 

aicapt I Arithrnt'tique. » r ~ 

Sa Vita poJitica, qui date de 1590. 

Dans 80U Arithmelique et A^ibre «e trouveiU: 

Baad IX. 
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La Traductiuii des nuatre preiuiert» iiwes de Diophaiite; 
Un Tratte des grandeurs mcommeosurables ; 
L'Explicatioti laconi^ue da 10* llvre d'EiicUile; 
Uoe Geonietrio pratique; 

Ud Traite de lu teuue des iivres, publie eii ltiü8. 
Die Analyse der militairischen Werke iQbrf ▼on dem Herrn 
Alexis Brialmont, aucien tfldve de Teoole militaire. 

flOUH-lteutenant du genic, her. 

Die zweite Abtheiiung de*» Werks liefert auf pag.« 171. bis 
pag. 242. sehr dankeiiswerthe Note« et eclaircissements. 

lieber Steviii's äusseres Leben war iiu tluiizen wenig zu 
nagen, jedoch Hat der Herr Verfaaaer anch in dieser Bealenung 
alle ihm zugänglichen Quellen trenlidi benutzt, wenn auch inmer 
die Analyse der Werke Steviu's» nameatiifdh für den ilatkena- 
tiker, die Hauptsache bleibt. 

Nun, wir empfehlen diese Schrift nochmals den Liebhabern 
der Geschichte der Mathematilc zur BeachCun{{. 



Aritknetlk. 



Lehrbuch der Arithmetik für höhere Kildungsaii* 
•talten. Aus historiseheo und psychologisches Gruod- 
lagen für die Zwecke des Unterrichts neu entwickelt 

von Dr. Theodor Wittstein. Die Operationen an zu- 
sam ju e II ges etz t c 11 Z;i hien. Hannover 1H46. 8. y2Rthlr. 

Der erste Theil dieses enipfehlenswerthen Lehrbuchs ist im 
Literar. Ber. Nr. XXVlll. 8. 41;3. angezeigt worden, und das dort 
ausgesprocheiie Urtheil gilt ganz aach von dem Torliegendea sirei* 
ten Tbeile'» weshalb wir uns hier mit der Angabe des Inhalts he* 
gnügen können. Erster Abschnitt. Keehnunar mit zusam- 
mengesetzten Zahlen im Allgemeioen. liccbnuug mit 
Sammen und Plrodueten. RechQiis|( mit Potenaen. Recfaaiine mit 
Logarithmen. Zweiter Ahschnitt, Theorie der Gleichao- 
gen. Keclinun«? mit («leichungen. Auflösung der Cleit hungen« - 
I)ritter Äff schnitt. Theorie der Zahlensysteme. Addi- 
tion und 8ubtraction. Multiplication und Division. Poten^irung und 
Wanselaosziehung. Vierter Abschni tt. Tbeilbarkeit deka- 
discher Zahlen. Kenn/eichen der Tbeilbarkeit ganzer Zahlen. 
Entstehung geschlossener und periodischer Decimalbruche. Fünf- 
ter AöschuitL Theorie der logaritbmiscben >Sv8teme. 
Berecboaojg der liogarithmen. Gonstnidioii und Gebraucn der lo- 
gaiithmiscben Tafeto. 

Man sieht hieraus, dass das Buch auf sehr gerini^em Räume 
(tmr 137 Seiten) Vieles iu sehr einfacher Darstellung und Ent- 
wickelung giebt Auch aus der Theorie der Zahlen^ z. B. der 
Fermat'sche Satz, kommt Einiges tot, und das Buch ver- 
dient jedenfiiUs sa «llgemeiaerer Beachtoog empfohlen aa werdoi. 

Die Buchstabenrechnung und Lehre von den Glei* 

rhitnp:en. Mit einer Sammlung von Anffrabcn Von 
F. Kummer, Lehrer der Mathematik an der höheren 
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ßürgerscbule und Hauptlehrer der Gowe rbifchale zu 
Heidelberg. Heidelberg. 1847. 8. 1 Rthlr. 

Ein zwar ganz elenieutares» aber, wie es scheint, recht prak- 
tiflcha« und eeinem Zwecke f^it entsprechendes Bnob, welches 

zuirleich eine »ehr reirhhaltii:e Sammlung von Ucbungsaufgaben 
darbietet, und in der That die Stelle eines kur/.en Lehrbuchs und 
einer Aulgabensammlung für erste Anfänger in der Buchstaben- 
rechnung nnd Algebra zugleich vertreten kann. Dasselbe enthält 
die gewöhnliche Buchstabenrechnung mit Elnschlnss der Lehre 
von den Logarithmen, dio niodern Reihen, die (Jieichniiijen des 
ersten und des zweiten (irades . die Anfangsgründe der unbe- 
stimmten Analytik, die Zins» und Uentenrechuung. Wir glauben, 
dasB das Buch seiner vorherrschenden praictiscben Tendenz weffeii 
. Bamentlich den Lehrern ao mehr einer praktischen Richtung Tol- 
genden Leliranstalten zur Beachtung empfohlen zu werden verdient 

Algebraische Aufgaben des ersten und swelten Gra- 
des, von Miles Bland. Nach der 8tnn Ausgabe des 
• nplischen Originals für deutsche Schul zwecke bear- 
beitet von Dr. Christ. Heinr. Nagel, liector der Reai- 
»nstalt in Ulm. Stuttgart 1847. 1 Rthlr. 6 Sgr. 

Miles Bland ist der englische Meier U i r s ch und der Herr 
Ueberselser bat gewiss auf den Dank aller SebulmSnner lllr seion 
Arl»eit zu rechnen, schon der nicht uninteressanten Vergleichune 

wegen. Aber auch die Sanindurig an sich ist sehr reichbaitig und 
unterscheidet sich nameotüch dadurch von den äbnlicben Büchern 
in Deutschtand , dass den Aufgaben theils die vollständigen Auf- 
lüsnngen, theils nur die Resultate derselben beigefügt sind, was 
gewiss Manches für sich hat. Der Umfang, den diese Samndung 
in der Uebersetzung — da der Herr üebersetzer Einiges aus dem 
Originale wegzulassen für zweckmässig befunden hat — in wis- 
senschafllicher Rücksicht einnimmt, ist zwar durch den TItsI bio- 
reichend bezeichnet; indeas wollen wir den inbalt im Felgenden 
noch etwas bestimmter angeben. 

/. H avpithfil. Alfiehraische G le ich unfjen vom ersten 
und zweiten Grade. I. Abtheilung. Gleichungen vom ersten 
Orade nüt Einer unbekannten GrOsse. iL Abtheilung. Gleidlan- 
gen vom ersten Grade mit mehreren unbekannten Grössen. III. Ab- 
th ei inner. Reine quadratische Gleiehuniren , nebst (ileichungen 
von höheren Graden, welche ohne Ergänzung des Quadrats gelöst 
werden kuimen. IV. Abtbeilnnff. 'Unreine quadratische Glei- 
• cbnugen mit Einer unitekannten Grdsse. V. Ahtheiinng. Un- 
reine quadratische Gleich iini^en mit zwei unbekannten Grössen. — 
ii. Haupttheil. Aufnaben y welche auf nlrjebraische Glei- 
ch unt/en fuhren. 1. Abtheilung. Aufgaben, welche auf 
CKeicHungen vom ersten Grade mit Einer unbekannten Grüsse fllli- 
ten. II. Ahtheilun^. Aufgaben, welche auf Gleichnngen vom 
ersten Grade mit zwei unbekannten Grössen fflhren. III. Abthei- 
lune. Aufgaben, welche auf reine quadratische Gleichungen oder 
anf GMebungen Ten höheren Gnden flifaftn, die ohne Ergänzung 
des Quadrats gelöst werden können. IV. Abtbeilung. Aufgaben, 
welche auf unreine quadratische Gleichungen fahren. V. Ahthei- 
inng^ Aufgaben über arithmetische und geometrische Progressionen. 

S6* 
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Jede Abtljeiluiig enthält Aufgaben mit und ohne AuflusungM: 
fttr die letsteren sind die ResulUte der AaflOsungen am Ende «u- 
mmmengestellt. 

De epectatieeimis qnibus aequatiooes altlorle gra* 
du.« nuniericae solvuntur methodis disser t a t io nem ma- 
thc^niuticani scripsit Jir. C. Weissenborn. Beroiioi. Ibil. 8. 

U SgT. 

Diese Dissert;ition enthält, ohne auf eine gewisse Selbsstäa* 
digkeit Anepruch macbeo zu dfirfeo, eine knrae und einfaehe» 
xienilirli deutliche Darsteliang der bekanntesten älteren und neue- 
ren Methoden zur Anflnsuni: dor rmmerisphon GIcichiiniren, lä^st 
aber rückMchtlich der \ olLstiindigkcit, namentlich in theoretischer 
Beziehung» Vieles zu wünschen übrig. Denn dass z. B. die so 
wichtige Lehre vom Excess <Ier gebrochenen rationalen algebral- 
fichen Fiinctioiirn und deren Anwenduni; zur Bestimmung der An- 
zahl der zwischen gegebenen Cränzen liegenden reellen Wurzeln, 
sowie deren Anwendung zur Be^^tlnunuDg der Anzahl der zwischen 
gegebenen Gränzen lier!;<;nden iniaginSreD Wurzeln einer gegebe- 
nen Gleiehung (m. s. Archiv derllf atiiero. und Phys. Tbl. I. 
S. 19.) ganz fehlt, ist dorU kaum zu billigen. Anch hfifte über 
Cauchy s schöne Methoden zur, Auflösung der numerischen Glei- 
chungen (m. 8. Supplemente zu dem mathematieelieik 
Wörter buche. Tbl. II. Art. Gleichung) wohl Einiges gesagt 
werden sonrii l ieht'rl»;!ii[)f lirfcrt also diese Schrift — ohne dass 
wir uns hier aul weitere tinzeltdieiten einzugelien einlassen küii- 
nen — kein deutliches und einigermassen vollständiges Bild von 
dem gegenwärtigen Zustande der Lehre von den numerischen 
Gleichungen , und enthält Jirösstentheils nur aUj^emein bekannte 
Dinge. Daher hatte der Herr Vf. erst noch tielVrc Studien machen 
sollen, bevor er mit dieser Schrift — da «iieselbe einige eigeo- 
tfaflmliehe Untersuchnngen , die man tvohl namentnch in einer liie- 
sertation wenigstens in dem Kreise derjonii;ei) Ansfirildie, die man 
an solche von Anlangern zu vcrHiNNiMide Schriften zu maeheri sich 
berechtigt halten darf, zu tiiHii ti iititien dürfte — gar nicht enthält, 
öffentlich hervortrat. Knlhälteiue ijoleiie Schrift wie diese keineeiffen- 
thfimlichen Untersuchungen, se muss sie wenigstens in der i>ar- 
stelluni: <les Bekannten mit möglichster Kürze hinreichende Voll- 
ständiiikeit verbinden. Wer aln r das Bekannteste fiber tlif» Tbcorie 
der numerischen Gleichungen in kurzer Zeit einigerni;ussen kennen 
lernen will, und selbst erst Anfänger in diesen Dineen Ist, mag 
immerhin fiir's Erste zu der vorliegenden Schrift greiwn. 

Der Geist der iiiathem atischen Analysis i^nd ihr* 
Verhältniss zur Schule vom Professor Dr. Martin Ohm. 
Zweite Abbandlung. Auch als Anhang und Kommentar 

zn seine») verscbieflernTi f. ehrb liehern. Mit einer Fitru- 
ren- Tafel. Auch unter dem Titel: Der Geist der Ditfe- 
rential* und In tegralr Rechnung. Nebst einer neuen 
und gründlichem Theorie der bestimmten Integrale 
Ton Dr. I\Iartin Ohm. Erlangen. 1846. 8. 1 Utlilr. 

„In dem 1S4-2 ersr bienenen „Geist drr mathematischen Ana> 
lysis** — sa^t der tio.rr VT. in der Vorrede — ,>babe ich es ver- 
sucht« den tönern wiss<fn4>cbaftüchen ZusammeohaDg der Lehren 



Digitized by Google 



m 

der Klementar- Analys'ij* kurz liervorzulioben. DensellK^n Zweck 
hat die ^egemvurtiiii! „ Ahhandlimg** "ni Bezug auf iVm Differential« 
Ui)d intcgral-Rechiiuiig» welche daher iu Üezug auf jene die ,^wcite** 
genannt werden kann. Im Veriaufe dieser gegenwftrtieen lat daher 
jene allemal aUi „Erste Ahhandiung" citirt Da der "Vf. auch für 
Leser schreibt, die sich nicht gerade atisMchiiesslich niit Mathe- 
matik beschäftigen, die aher mit der Wissenschaft Sehriü zu lial* 
teo wfinachen, so ist hie und da Sorgfalt angewandt worden, durch 
nikere Erürterungcn, durch kurze Auafiilltmg von Lücken ein leich- 
teres Versthndniss zu vermittehi, was anoere Leser für üherflus- 
eig halten nin><seii. Ein SehriftsteUer uuaa Sachen, indieaer Uin- 
«icht die rciliU' 3Jitte zu Irrffcn,'* 

Der Inhalt, iät folgender. Auf eine 42 leiten lange Einleitung 
folgt der Geist der Differential- und Inteyrul- Reck' 
nun ff, welcher aus fünf Kanlteln besteht. Erstes Kapitel* 
Die ^f^sninnitf Alileifungs-Heehnung. Zweites Kapitel. Inte- 
grale entwick*!! L^egeliener Functionen. Drittes Kapitel. Leber- 
gaag der Form-Gieichungen in Zahleu-Gleicbungen. Ueber den 
(Bang der reellen Werthe eiDerFnnction. ÜerLagrange Taylor'ache 
und der Lagrange -Maclaurin'sche Lehrsatz. Die LeihoHzische 
Differential-Uechnung. — Viertes Kapitel. Von den nunierisrh- 
beätimuiten Integralen. Fünfte£> Kapitel. Von den numerischen 
unendlichen Reiben und von den numerisch - besttmniteo Integralen 
mit oneodllch- grossen Grenaen. 

Wir kennen Hher diese Schrift nur so viel sagen, dass die- 

wtübe ganz io dem bekannten Geiste des Herrn Vfs., welcher nach 
unserer Ueherzen<;ung nicht der eigentliche und wahre Oeisät der 
strengeren neueren Analysis ist, verfasst ist, wobei wir übrigens 
dem nekannten Streben des Herrn Vfs. nach Systematik und All- 
gemeinheit gern alle Gerechtigkeit widerfahren l/issen. Auf Neu- 
heit Anspruch tnnehende Ifesultate, die aber in dieser Schrift, da 
der Herr Vf. in der Vorrede sai;t, dass er auch für solche Leser 
schreibe, die sich nicht ausschliesslich mit Mathematik beschäfti- 
gen, wohl auch nicht zu geben bezMeckt worden sind, haben wir 
m dieser Schrift am allerwenigsten gefonden. 

Auf eine ausführlichere Kritik uns einzulassen, gestattet der 
Zweck dos Literarischen Bericfits in» vorliegenden Falle nicht , und 
wir verzichten auch um s<i lieber auf eine solche von unsrnn 
Standpunkte aus, weil wir uns dann wahrscheinlich aul eine ahn- 
liehe lange DiatrUie, wie sie dem Herrn Professor Kummer In 
Breslau in der Vorrede zu der vorliegenden Schrift zu Theil ge- 
worden ist, «jefasst machen mü.ssten, die wir nl)er dem Herrn Vf., 
um seine gewiss buchst kostbare Zeit zu schuneu, gern ersparen/ 
mochten, und zwar um so mehr, weil dieselbe filr uns selbst doch 
gans ofcoe Natten sein wQrde. 

Raabe, J. L., Die Differenzial- und Integrolrecbaunff von 
Gleichnngen zweier und mehrerer Variablen. DerDilerensial*iind 
Integralrechnung zv\ eiten Theils sweite ood letzte Abtiheil. gr. 8. 
Zfirfcfa. 1847. §V, Kthlr. 

Doctrinae serierum infinitaram exercitationes. .\iic- 
tore Mag. £m.. Gäbr. BjOHing, ad Reg. Aend. Upsal. 
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Mftth. Doc, ad Reg. Gymn. Aros. Math. Icct. de.si<;n.. Reg. 
societ. scieiit. Upsal. niembro. Pars Ilda. (Ex Acti« 
Reg. Societ. Scient. üpsal.) üpsaliae. MDCCCXLVI. 4, 

Die erste Ahtheiliing dieser Ahbanfüuntr ist im Literar Bor. 
Nr. XXXI. S. 458. angezeigt wonJrn; wir krm»eii also den dort 
angegebenen Uaiiptzueck« welchen der Herr Vf. bei der Abfas- 
sung derselben hatte, ala bekannt voranssetzen. In der verliegen- 
den zweiten Alitheiiunp unterwirft er das Biiiomialtheorem, dessen 
Ausdehnung auf iniii<j;!n;ir<> Exponenten er bekanntlich h tuptsSch- 
licb beabsichtiut, iudcni dieses nichtige Theorem bis jetzt immer 
nur auf reelle Exponenten einfreechilnkt «forden Ist, eigentlich 
einer neuen Beliandlong, und bringt dasselbe auch auf pag. 20. 
auf einen allgmieinen und bestlninitci) Ausdruck. Loldor ist rs 
uns an diesem Orte nicht gestattet, auf viele Einzelnhciten einzu- 
gehen. Und wemi wir uns daher auch besnü?en müssen, die Ab- 
handlung als eine fiir die Theorie der Reihen üherhaopt, nameot* 
lieb mit Hi'ü ksioht atif deren ('(invor«:en/. und Divercoiiz, in meh- 
reren Beziehungen nach unserer Ueberzeugung wichtii^e zu bezeichnen, 
welche den Liebhabern der neueren Anaiysis sehr zur Beachtung 
empfohlen sa werden verdient; so kennen wir nna doch der Wich- 
tigkeit de« Gegenstandes wegen nicht versagen, den Aasdruck, 
anf nelchen drr H«'rr Vf. das allgemeine Binon^ialtheorem gebracht 
hat, den Lesern de.^ Archivs im Folgenden mitautbeilen : 

Theor. IV. Binomiaie. 

Aequatio 

(1 +4f> = 1 +yi.T +y^jc^ + 

▼era est non modo realibas w (numerice <l) et jf, sed jr et y 
i|aibuscumque formae 

d?=«(Cost9 V^Sin w) , 

y = « (Cos b + V~ l i n 6; ~ ^ f V i 

. ]:o) qooties Mod. Sit; 

quin immo 

2:o) quoties Mod. a: haud >1 sit, 

a) dum fc positiva est qnantitas, 

6) fi realt ijnalibet supra — 1, certe dum x taita quanti* 

täte a.b — 1 discrepat. 

Ipsa autem aeries membri posterioris diver|;en« est 
l:o) dum Mod. .r — 1 est, 

a) ifQQtiee negativa atmerlce r~ i fiierit. 
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nis iuleger aut 0). 

Dum y nuni. est integer ideoqueewiw finita; Teta est aequatio, 
Hiamsi tone Mod. «>1 fbatit. 

^V^^ wünschen «lebr, da«s diese Abhandlong in Ibreo beiden 

Ahtheilungen die Beachtung; finden mö«i;i>. ^vp|(•^(• sie jjeniss in 



Die Bildlehre. Vom Prol'essor Dr. M. U, von Patt> 



im AUgemeinen auf fdlgeode Art aus. 

„Der Zweck dieeea Buches ist eine gänzliche Umgestaltung 
der niedern Bildlelire» aovrobi in ihrer Begrflndong ala ia ihrer 

AoHchauuuusweise. *^ 

„Von F^nklid bis auf unsere Zeit wurden die Beweise der 
liildraS^igen Wahrheiten durch Maassglcichungen geführt. Hiorzo 
rechne icli sowohl den pythagorischen Lr!ir.*jatz und seine Folse- 
nin£^en , als auch die Lehro von der Aohnlichkcit und den Verhhlf- 
nisseii. Die Maaj^gleichungen beruhen auf dem Begriff der Zahl. 
Ibre Einführung id die Bildlebre gfebt dieser eine fremdartige 
Kennzeichnung* und thut ihrer selbsständigen Auffassang Eintrag.^ 

..rntor den neuem Rnuniforschern hatte Steiner zuerst (las 
gross-e \ erdienst, die Abhängigkeit der Ftlgunf^en durch die Bild- 

&leichung aufzudecken (Entwickelung der ^Uihäogigkeit geome- 
iscber Gestalten. 1832.)- ^ begrtnifete diesen Atz dmA Bin- 
dang von Vorh.-iltnissrn." 

„In der Bildlebre ist aber die zahlhafte Behandlung nachdem 
Ausdrucke meines verewigten Lehrers J. W. Pf äff nur „eine 
KrVcIre'*, welche nach gemachtem Gebraache weggeirerfen wird." 

„Ich habe daher Tersucbt» die niedere ßil«ilebre von aüenit 
was an Maaasgleichnngen und Verhältnisse erinnert» zu befreien." 

Hieraus sehen wir, dass der Herr Vf., um seinen Zwecic, wie 
es an diesem Orte erforderlich ist, nur ^anz in der KQrzc und 
ganz im Allgemeinen zu bezeichnen« bei der Abfassung diectes 
Werks die Absiebt hatte, die sogenannte neuere Oeometrie ia 
ihren wii^t^ten nnd schönsten lie»iultaten ganz von der Verh&lt- 
aiaslebre au entldeiden, and Alles bloss .auietst auf die Betracb- 
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fiM)? gleicher Dreiecke zu grfinden. Id der That erjthnit also dieses 
durch die im Literar. iier. Nr. XXX. S. 451. auge^eigteii „Fünf 
berühmten Fragen aus der Bildlehre. Mitaa. 1845«" 
desselben Herrn Vis. vorläufig angekündigte und eingeleitete Werk 
eine gnnz neue Darstelliini; und Begründung der snirfTKnuiten neue- 
ren Geometrie in ihren llaiiptie^ultatcn, un<! verdient nach unse- 
rer vollkonimensten üeberzcugung gar sehr, den Liebhabern der 
Geometrie zur Beachtung ungcicgentlicbst em|>rohien zu vrerdeo. 
Diese Empfehlung dürfte aber an diesem Orte um so noth\vendi> 
ger sein . well Mancfjer durch eine besofMiere Eigenthninüchlveit 
dieses» Werks leicht abgehalten werden k(»nnte, sich mit seinem 
Inhalte genauer bekannt zu machen. Der Herr Vf. hat es sich 
näntlich zugleich zum Gesetz gemacht, die ganze Geometrie von 
liWvu fremden Ausdrücken zu entkleiden, und alle tier.selben eijjen- 
thuniiicben Begriffe mit echt de titschen Worten zu bezeichnen. 
Allerdings erschwert dies das iitudium »ies Werks eiiiigermu^se«. 
Indess kSnnen wir versichern, dass Jeder, wer nur der deutschen 
Sprache irehörig mächtig ist, den Herrn Vf. leicht \erstehen wird. 
• Auch empfehlen wir die oben erwähnten ..Ffirif bernbniten 
Fragen aus der Bildlehre'' bei dem Nludium des voriiegea- 
den Werks zneleidi mit zur Hand zu nehmen, weil sich der Herr 
Vf. in dieser kleinen Schrift, — was in dem vorliegenden Buche 
nun nicht mehr gescfiehen ist — , über die vcni ihm gewühlten 
dentschen Ausdrücke etwas naher erklärt liat, wie auch aus unserer 
vorher angeführten Anzeige derselben, auf die wir daher auch hier 
in der in Kede stehenden Beziehung des Folgenden wegen verwei« 
sen, ersichtlich sein wird. 

Das ganze Werk zerfiillt in drei Hauptabschnitte , welche die 
folgenden Ueberschriften führen : Erster Absvhnilt Stab und 
Ecke. Zweiter Abschnitt Dop^)elbildu ng. Dritter Ab' 
schnitt, Kreis und Abkreis. Leber den besondern Inhalt 
dieser Abschnitte, filier ihren und der in ihnen ftttlidf s tkmi iSfifze 
Innern Zusammen ha hl; nnler einander, über die besondere Art und 
Weise der Begründung der einzelnen Satze, über Alles, was dem 
Herrn Vf. vorzugsweise eiseothümlich ist; hat sich derselbe aber 
in der Vorrede so ausführlich und mit sn vieler Deutlichkeit aus- 
esprochen, dass wir die Leser des Ar« bivs. weil <ler Xu eck und 
ie Einrichtung unserer Literarischen Berichte ein «weiteres Einge- 
hen euf Einzemheiten nicht gestatten» lediglich auf diese Vorrede 
verweisen können, wenn sie sich Tor dem eigentlichen sorgHiUli^en 
Studium des Werks nfther'mU seiner ganzen Tendenz ^bekannt 
machen wollen. 

Ausser den genannten drei Abschnitten enthält das Werk 
noch einen Anhang, in welchem der Herr Vf. für diejenigen» 

welche gewohnt sind , das Bildinässige nnr in den Maassgleiclmn- 
gen anzuschauen, die wichtigsteti Maassiileicbiingen, welche sich 
aus den Bildgleichungen ergehen, angcl*ührt bat. Am Schlüsse 
nimmt e^ die Kreisberöbrung noch einmal vor und theilt aus der 
bekannten Auflosung Gergonne's, durch einige etgenAfimliche be* 
niPfkeTiswertfie Sätze, verschiedene ebenmässige Ausdrücke mit, 
Vielehe zu einer sehr geschmeidigen Berechnung aller bestimmungs- 
sffficke Aihren. 

Wir sthnmeil dem Herrn Vf. vollkommen bei, wenn er in der 
Vonede sagt» Mdass er glaube j dass es ihm gelungen sei» ohne 
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irgend ebe zablhafte Betrachtung oHer Maassgleichuog die ganze 
Biidlehre alM ein in sich abgesclilosseues Ganzes darzustellen** 
und baltcii die^^es Werk. Ueiu wir eine aligenieinerc Beachtung 
sehr wünKchen, jedenfalls für eine Bereicbening uogerer geo- 
metrischen Literatur. Wollten wir nach einem gewühnlichen 
A^isilnirki« sauren, dass dasM^MI'»' luafirlics (mIpt nicht uenises Ei- 

äcuthatuiichc euthaite, so würden uir dem Jlerru VT. sehr Unrecht 
itm, deno Alles In deinsefbeii bis auf die Kunstsprache ist wirk- 
liches Eiffenthum desselben Wir halten dieses Werk hier um so 
wärmer empfohlen, weil wir die biMnerkung gemacht zu haben 
glauben, dass gerade solche imthwendii; oin genaueres und sorg- 
faltigeres Studium crforderitde tuathemati^^che Werke in den gewuhn- 
liehen kritischen Zeitschriften nicht auf verdiente und eine der auf 
ihre Ahfassung sichtlich verwsndteu Mühe und Kraft entsprechende 
Weise Anerkennung finden. 

Die aussore Aii'^stattunj^ ist in jedor liezioliunc; vorzn2;licb und 
namentlich ist auch auf die ungefähr "iOO Figuren enthaltenden, 
nicht leicht zu entwerfctmlen Figurentafcln besonderer Fleiss und 
grosse Sorgfalt verwandt worden, w&h jedenfaUs auch ein nicht zu 
«bersehender Vorzvg eines solclien Werks ist 

Hicerche di analisi upplicata aiia geometria, di Fortunate Pa- 
dola. NeapolK 1815. 

'In Nr. 5S<). der Astronomischen I\a ch r i cb t e n. S. 200. 
findet sich ein kleiner Aufsatz des verehrten Herausgebers dersel- 
ben, Herrn Conferenzrath ^cbumacber, welcher die Ueberschrift 
ftilirt; Ueber die Zahl die das Verhältniss des Durch- 
jy, ^K-si'fs 7.nm Umfange des Kroisos ausdrückt. Herr 
Cunlcrenzrath Schumacher theilt in diesem Aufsatze einen von 
dem bekannten Rechner Herrn ilase bis auf 200 Decimalstellen 
berechneten Werth von n mit, und zeigt, dass dersolhe mit dem 
von Herrn Doctor Clausen in Dorpat bi« anf '250 Dccinialstel- 
fpft hcrprhrM'ten Warthe 'm den ersten 200 Decimalstellen genau 
übereinstimmt, von einem andern von Herrn Kutberford in den 
Philo«. Transactions. 1841. Part IL pag. m bis auf 208 
Decimalen berechneten Werthe aber von der 153sten Deciinalstelle 
an stark ahweicbt. wodurch also die Falschheit des von Herrn 
Kutberford n. a. O. angegebenen Werths deutlich dargetban ist. 

Inderselben Ntmnner der Astronomischen Nachrichten 
theilt Herr Doctor (Jiuusen in Dorpat ein Paar sehr .elegante 
Theoreme Aber die icGrzestcn Linien auf Flächen des zweiten 
Grades mit, von denen das erste als eine Verallgemeinerung des 
bekannten Jric(d)i'sehen Theorems zu betrachten ist. \\vsh:\\U wir 
nicht miiliiri kötmen, Liebhaber der böbern Geometrie urui Geodä- 
sie, zu weicher letztern diese Theoreme natürlich in naher iieziebung 
stehen, auf diesen Aufsatz des Herrn Doctor Clausen hier be« 
sonder aufmerksam zu machen, weil er vielleicht leicht ihrer 
Beachtung, dici er gar sehr verdient, entgehen konnte. 

GrundleBren der ebenen Trigonometrie, analyti- 
schen Geometrie und Infinitesimal-Rechnung. Von J. 
B« Belanger. Deutsche Bearbeitung von Dr. Bernhard 
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Ifimicr, Frofes.sor an der K. polytechnischen 4$diul« SH 

Stuttgart. .Stuttgart. 1847. 8. 2l Sgr. 

Ein nach unserer iMeinung recht gutes bücblein, welche:* 
wegen seiner einfachen , anschaulichen und auf das Praktische ge- 
ricbtoten Darstellung, in welcher let/.teren Beziehung es eben auch 
nur vorzugsu'oise das liefert, was flTir die Praxis ain \vichfi:^sten 
ist, ohne dabei doch in üngründlichkcit inul Seicbtigkeit zu ver- 
fallen, sich zur Grundlage Uir den Liitcrrii;lit auf mehr eine prak- 
fitfche oder technische lUchtung ▼erfolgenden Lehranstalten sieh 
recht gut eignen mag. Es auf deutschem Boden zu verpflanzen war 
daher ein guter ItPffankc. Hfifpn die Uebersetzung ist nichts zu 
eriiuiern, die äuä.serc Auisstuttuug ist ausgezeichnet und der Preis 
iui Verhältniss zu derselben sehr niedrig. 



Praklisehe Oeometrie. 



Lehrbuch der höheren Geodäsie von Dr. Philipp 
Fischer, Lehrer d or praktisrheiu Coom ctrie und Mathe- 
matik un der liuheren Geweri>8ch ule zu Darrastadt. 
Zweiter Abschnitt. Enthaltend; Die Beobachtangsar- 

beiten und Instrumente. Mit vier Figurentafcl n. I/arm- 
stadt. 1S46. 8. 1 llthlr. 5 Sgr. — Dritter Ahsrhnitt. Ent- 
haltend: Die Berechnungen. Mit einer Figurentafel. 
Darnustadt KS4G. 8. 1 Rthlr. 10 Sgr. 

Der erste Tbeil die«ies Werkes ist im Literarischen üortchte 
Nr. XXVIII. 8. 418. an^e/.eigt worden. Der Inhalt der sweiten 
and dritten Ahtheilung ist aus dem Titel selbst ersichtlich. Wir 

mOsscn dem H(»rrn \ f. das Zoü'i;!»!«« gehen, dass er in diesen 
beideu Ahtheilungeii allercHngs etvva8 .sclh»itständiger als io |der 
ersten, «üe Methode der kleinsten Quadrate enthaltenden Abthei- 
hmg gearbeitet hat, wenn auch freilich diese beiden letzteren Ab- 
theilungen doch nur grö.sstentheils in Ausziigen aus andern Wer- 
ken bestehen, und vorzui;sweise, ja fast einzig und allein, ües- 
sel tf Arbeiten über hübere Geodäsie von dem Herrn Vf. beoutxt 
werden sind» die er jedoch möglichst xa i^em systematischeii 
Ganzen xu verbinden eesucht hat Fflr Leser also, die nicht auf 
dio ci^entlichcM} Q^iellen zunirKirohf^!» \v»>npn oder konuf^n. wird 
dieses Werk immer seinen Nutzen haben, und wir emptehien da- 
her diese beiden letzteren Abtbeilungen als ein ganz gutes Reper- 
torium, haunt<>achlic'i jedoch nur rOcksichtllch der ernähnten Ben* 
seischon Arbeiten. Dass aber in demsolhen noch Vieles fehlt, was 
ein auf uehöri'^e Vollständigkeit Anspruch machendes Werk Aber 
höhere Geodäsie nothwennig ent alten müsste, lässt sich leicht 
nachweisen. So fehlt z. B. eine Theorie der terrestrischen Re- 
fraction gänzlich , was gewiss kaum zu entschuldigen ist. Bekanal- 
lich ist diese Tlieorie nus y.^vei (Tesiehtspunkteii dargestellt wor- 
den, vun denen man den einen den geometrti»i>hen , den ändernden 
physikalischen nennen konnte. Als der wiclitigste Vertreter der 
ersteren Kichtiu i; ist Lambert ansusehen, welcher in dsr ele- 
ganten Schriil: ijes proprietös remarqnables de la reatn 



Digitized by Google 



de la lumiere par les airs en- general par plusieurs 
milieux refrin£;ens spheriques et conceti trlquen etc. 
Par J. U. Lambert. A. la Uaye. 1758. (Deut«»€h unter dem 
Titel: EigenscbafteB der Bahn de« Lichta tob J. B. Lara* 

bert. Berlin. 1772.) eine sehr i^chSne eeometriecbe Theorie 

der terrestrischeo wu\ .K'^tronointschen Ketractir>!t — haiipti^ächlich 
aber der erstfren — gt'lit^lert hat, die nach unserer Meiuutii;; auch 
jetzt immer auch mehr Bcrückjsichtiffuug verdient, iiU ihr ^ewtibn- 
Vich geschenkt wird. Die physikalische Theorie der astronomi- 
schen und terrestrischen KeiVactiun — hauptsächlich aber der 
ersteren — • ist bekanntlich von Laplace im lOten Buche der 
Mecanique Celeste (T. IV. pag. 231.) auf eine höchst scharf- 
ekmige Weiee entwf ekelt worden, und verdankt diesem grossen 
Geometer ganz ihn 2( :xenwärtige Gestalt. Beide Theorien flihren 
übrigens rnrksichtlich ih*r torrestrisrlirn Hrfrartion ^;it)z /u dem- 
selben liesultat, dass näntitcb dici^olbe der hon/.ontaJen ii^utiernong 
des Beobacbtungi«orts von dem beobachteten Objecte oder dem 
entsprechenden Winkel am Mittelpunkte der Erde proportional, 
also von der Zenithdistanz nnabbaiit^ig sei (T^ambert a. a. ö. |>ajr. 75. 
Theoreme XXVIII. — Laplace a. a. O. pag. 278.). Was Herr 
0r. Fischer über die terrestrische Refraction beibrinjgt, betrifft 
eigentlich hloss die sogenannten gegenseitigen Zenitbdiatanzen 
also blosa die Beobachtungen, gar nicht die Theorie — , schliessl 
sich ganz an B o s s o I und B a y e r ( N i v o ! I p m (mi f zwischen Ber- 
lin und Su inemünde, vergleiche Archiv der Mathematik und 
Physik. Theil L S. 75.) an, und findet steh im Wesentlichen 
eben so in den meisten Werken Aber Geodäsie. — Nothivendig 
hätte nach iin.s*"rrr iMcinung auch ctnc sysfematisrln' D ust» llung 
der spharoidischcu Trignnunietrie, oder wenigstens der lür die Geo- 
däsie wichtigsten Aulcaben derselben in dieses Werk gehurt, wie 
dieeeihe z» b. aneb Puissant gans naeh Legendre »den zwei- 
ten Theil seines bekannten grossen geodätischen W>rks aufge- 
nommen hnt. Merkwfirdii* ist es ;iber auch in der That, dass die 
herrlichen Arbeiten von Gauss über die aligenieiue Theorie der 
krammen Flächen, welche mit der Geodäsie in der engsten Ver- 
bindung stehen und den praktischen geodfitischen Arbeiten dieses 
grossen I^latheinatikrrs iTirr Fritstohnnf^ verdanken, in diesem 
\Verke so gut wie gar keine licriicksi( htiuuri£c gefunden haben; 
denn die gelegentliche Erwähnung der altet^iten hierher gehurenden * 
Abhandlung ron Gauss (Di squisitiones generales circa 
superficies curvas etc.) wird uns der Herr Vf. doch wohl nicht 
entire»rerv«4tf'llf'n wollen? und die neueren, dieson Cenjensf-mil be- 
treffenden Arbeiten des grossen deutschen Geometerj* sciieint der- 
c^e gar nicht zu kennen. — Da Jedes trigonometrische Netz 
gehurig astronomisch orientirt werden muss, so hätte in eineni 
vollständigen Werke fiber höhere (leodfisie doch auch darührr die 
nTithige Belchrnnii gegeben werd<'n sollen, wie sie sich nieder 
bei Puissant, selbst in dem Lehr buche der höheren Geo- 
däsie, von August Oecker. Mannheim. 1836. findet; ja 
selbst der alte Tobias Mayer iSsst sich darauf eiuigermassen 
ein. Aber darüber, also über Tiängen- und Breiteiibestimmungen, 
die damit unmittelbar zusammenhängenden Zeitbestimmungen, Be* 
stimmmigeii der Asiroothe u« dgl. saf^ mm «neer Herr Vi» so gut 
wie gar nichts, aid sein Wem ist m dieser Beziehung ganz un- 
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Tollständig und kann also auch nicht die ToHslfindige AusbUduiia 

eines Geodüten, der in Wahrheit auf rlipscn Namen Anspruch 
machen darf, bezwecken. Auch hängt es mit diesem Maugel des 
Werks wahri-icheinlich zusammen, dasä in der zweiten, die Instru- 
mente betreffenden Abtheilung gar nichts über ßedexionsin.stru- 
meute und deren Theorie vorkommt, was wir ifleichlalls niciit bil- 
Ugen können: denn so wenii; wir die Theorie dos 8extanton, 
Spiegelkrei«€'««, der Fri*»uiet)kreise u. s. w. in einem Werke über 
niedere Geodäsie an ibrer Stelle halten kSnnen, so sehr sind wir 
doch auf der andern »Seite überzeugt, duss die Besch reib un|:^ und 
Theorie dieser Instrunieote itt einem Wfrkp öf>er hiiliere Geodä- 
sie, schon ihres wichtigen ustrotiomi^^eheu (iebrauchs wegen, nicht 
fehlen darf. Auch über Kartenprojeclionen enthält das Werk nicht 
ein Wort, wo wieder die treffliche Al)handlung von Gauss: AU* 
g e e i n e A ti f l o s u n ^ de r A u Iii a h e : die T h e i I o einer p: e - 
geben Oll Fläche auf einer anderr» pjegebencn Fiäehe so 
abzubilden, dass die Abbiiduiig dem Abgebildeten in 
den kleinsten Theilen Shnlich wird, in SohoiDacher's 
Astronomischen Abhandlungen. Drittes Heft» Altona. 
18*25. 4. S. 1. reiches Material hätte; liefern können. — Nun wir 
glauben schon durch diese weniiien liemerkungen unser oben aus-. 

fesprochenes Urtheil hinreichend bestätigt zu haben. Auch nach 
em Ersclieincn dieses Werks werden daher immer noch Puis- 
saot's I ckannte Werkp (Traite de Geodesie. T. I. II. und 
Tralte de Topographie) mit dem meisten Rechte anf syste- 
matische und eine geivisse Vollständigkeit erstrebende Darstellung 
Anspruch machen dürfen und vorzagswcise snm ersten Stadium 
empfohlen werden müssen , worauf man dann zu dem Studium der 
betreffenden, einzelnen Abh.andlungpn , vmd zwar vorzugsweise deut- 
scher Mathematiker, übergeben kann. Die Mittheilung einiger 
noch ungedrackten AHbeiten des verewigten Schleierraacher 
in dem vorliegenden Werke muss schliesslich noch als recht dan* 
kenswerth bezeichnet werden, ein Dank, welcher nach der ei 'jenen 
Angabc des Herrn Vfs. vorzüglich dem jetzitjen Grossherzonlich 
Hessischen Kataster-Dirigenten. Herrn Oberünanzrath Dr. Hügel, 
gebfliirt, worin wir also dem Herro Vf. YoHig lieistfanmen. 



O p 1 1 Ik. 



L'Ottica esposta in terza rima dal padre rettore Giuseppe 
Giavoletti. Koma 1846. 



Astronomie. 



Recheiches sur los mouveroens do hl plannte Hörschel 
M. Leverrler. Parle* 1846. 
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S t o r I a Celeste dol R. Oftservatorio di Palermo dal 
tm al 18ia Parte prima 1792^1809. Tomo «eeondo. im 

Vienna. 1846. 4. — Tomo ^erzo. 1797— 1798. Vienoa. 1846. 
4. Auch unter dem Titel: Aimalen der k. k. Sternwarte in 
Wien. iS'aih dem Beftjlile Seiner k. k. Majestät auf 
üflcntlichc Kosten herausgegeben von C. L. von Lit- 
troir, Director der Sternwarte und o. II. Professor der 
Ajttro nomie an der k. k. Universität aüWien u. 8. w., und 
F. Sthaub, Ad junct der Sternwarte. SSsterTheil. Neuer 
Folge r>r HanfV Enthaltend Piazzi's flooharhtunjjen in 
dem" Jahre ITlMi. Wien. IMO. 4. — litster Theil. Neuer 
Falge 6r Band. Enthaltend Piazzi's Beobachtungen in 
des Jahren 17iy7 und 1798. Wien. 1845. 4. 

Der erste Theil dieses Wcrh^, für dessen Herausgabe die 
Astrooomen Herrn Director von Littrow und Herrn Adjunctea 
Schau b sich zu dem lebbaftesten Danke verpHichtet tiibleo niöS' 
^'>o, ist int T/itorarisrhcn Bericlitc Nr. XXXI. S. 404. seinem 
Zwecke und seiner Tendenz n.ich ausluhrlieh anuezeigt und seine 
grosse Wichtigkeit gebührend hervorgohubcu wurden, luilcm wir 
wm ateo hier auf jene Anzeige, der wir nichts Wesentliches bin- 
flisosetzeo wllssten, beziehen, kuimen wir aber nicht umhin, un* 
sere Fronde fihiT (!:ts Frsrlieinen der beiden neuen vorliegenden 
Binde und unsert' Hew undci un«; des Fleisses und der Beharrlich- 
iteU der Herrci\ Herausgeber aundrCieken, mit w elcher dieselben 

schleunigen Fortgang des Werks , dessen Bearbeitung noth- 
woidig; mit nicht gerin«:en Schwieri£;keitcn verknüpft sein muss 
und grosse Sorgfalt und Genauigkeit in Anspruch nimmt, zu för- 
dern verstehen. Möge es denselben gelingen, recht bald den gros- 
seu Schatz der Piazzi'schen Beobachtungen in ihrer ursprünglichen 
Reinheit den Astronomen voUständis in die Hfinde zu liefern, wo- 
für ihnen der Dank der Mit- und Nachwelt nicht entgehen Itann! 
dass aber auch der hohen usterreichischcn Regierung, durch deren 
Freigebigkeit allein die nothwendig mit sehr beträchtlichen Kosten 
verbundene Herausgabe dieses wichtigen Werks möglich gemacht 
wird, nicht minder der Dank jedes Freundes der Astronomie und 
nathematischen Wissenschaften überhaupt gchahrt, versteht sich 
foB seÜbitt, verdient aber Iiier wiederholt hervorgehoben und^ zu 
allgeraeinfrer Kenntnis« geliracht zu werden, weil solche Beispiele 
<ier Muuilicenz hoher mu\ höchster Landesbehörden jeden wahren 
Freund der Wissenschaften mit wahrer Freude erfüllen und den 
Wonseh lebhaft anregen müssen, 5fter auf dergleichen Beispiele 
kiDweisen zu können. Je seltener dieselben un Allgemeinen nodi 
desto mehr verdienen sie hervorgehoben sn werden! 

Kb'ifies astronomisches Jahrbuch für 1847. Mit Be- 
nutzung der Berliner Ephemeriden herausgegeben von 
Fr. Eichstrom, Oberlieutenant der K. WOrtembergischen 
Artillerie. Stuttgart 1810. 8. 21%SgT. 

Der Inhalt dieses kleinen astronomischen Jahrbuchs Ist folgen- 
«fer. Zeit- und Festrechnung. Zeichen-Erklärung. Sonnen- und 
Mond - Fphemeride. Plnneten -Ephemeride. Saturns-Ring. Jupi- 
terstrabanten. Stern- Orrter. Erscheinmigen und Beobachtungen 
(Soooen- und MoDd-l iusteruissc. Plaacten-Constellatione». Sicrn- 
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hedeckuneenj. Hilfstafelii (Geographische Lage der Haupt -Stwo 
warten. Kefractions- Tafel. Zur Verwandlung der mittlem Zeit ia 
Sternzeit. Zur Venvandlunir d*T Sternzeit in mittlere Zeit), üeber 
die Einrichtung deg Jahrbuchs und dessen Gebrauch. 

Diese kleinen Epliemeridcn sclioirson uns TJehliabern der Astro- 
üüniie recht sehr euiplublen zu ucrdun zu ^e^diüncit, und in einer 
zweckmässigen Auswahl alles dasjeniQ:e zu enthalten, was ein sol* 
eher wfltiscnen kann. Die Ansahen in Zeit und Winkeln sind bis 
auf Secunden, theih\rl-r selbst bis auf Zehiithoile der Secunde 
genau , was wir völlig billigen niüssiMi , du da?» Jiücblein riini aueb 



Dilettanten leicht das weff lassen KOnnen , was sie für ihre Zwecke 

als nberflüssig zu betrachten geneigt sein durften. Eben so sehr 
müssf^n \v\r bi!li«ien , da.ss der Herr Vf. überall Berliner Zeit 
zum Grunde gelegt hat, was gewiss seiner Arbeit zu grösserer 
und allgemeinerer Verlireitung, die sie ons, wie scIkhi erinnert, 
recht sehr zu verdienen scheint, bohülflich sein wird. Die Son- 
nenparallelaxe ist in ^MlTintcn und SecnrHien angegeben, was wir 
fiir den blossen Lieliliuber der Astronomie uncf überhaupt für die 
gewübnlicbeii Zwecke bequemer halten, als wenn wie in den gros* 
sem Ephemeriden der Logaritlnnns der Entferming der Sonne von 
der Erde angegeben wird, wenn auch freilich für streng wissen- 
Krbaftliche Zwecke der let/rtern Methode jedenfalls der Vorzng ge- 
bührt Druck und Papier, überhaupt die äussere Ausstattung dies 
Werkchens, sind sehr schon und werden gewiss auch dasn TOitm* 
gen» dasselbe in einem weitern Kreise zu > erbreiteD, wie dasselbe 
nach unserer Meinnnir verdient. Srhiiesslich wünschen wir , da!«s 
der Herr Vf. die kiinltti;en Jahrgänge nit>«;liehst zeifi«f herausgeben 
möge, dass dieselben immer wenigsteni» jedeufailM vor Anfang de» 
Jahrs, dessen Zahl der Jahrgang auf seinem Titel trSgt, m die 
Hände der Himnieisbeobarbter koniuien. Mögen der Herr Heraus* 
geber und die Verlagshandiun^; alle Aufmnnteruni; zur Fortsetzuiiff 
ihres Unternehmens iindeo! Einen solchen Auszug aus den treä- 
lichea Berliner Ephemeriden haben wir Ifingst gewünscht, und 
sind Qbeneügt, dass derselbe recht vielen Nutzen stiften wird. 

Grultbuisen, Fr. t.P., naturwisseD8chaitlich-astronomi&cbe.>4 
Jahrbuch filr 1848. München. 1847. i% Rthb. 

Fünfzehn jä brise Hygrometer - Beobachtungen (I.S'29 
bis 1333, 183<i bis 184.5) An der k. k. Sternwarte zu Wien, 
reducirt von Dr. C. Jelinek. 4. 

Ob diese litbographirten Hygrometer- Beobachtungen auf dem 
Wi^e des Buchhandels zu erhalten sind, wissen wir nicht; jedeufulls 
sind aber die Meteorologen wegen der ziemlich grossen Keibe von 
Jahren, welche dieselben umfassen, auf sie aufmerksam zu machen, 
und Herr Dr. Jelinek verdient gewiss Dank für seine auf die 
Iteduction verwandte nicht geringe Mühe, wie Jeder wetss, wer 
sich mit dergleichen Redndnonen beschfiftigt Imt. 



selbst für genauere Beobacbtun; 
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Physik. 



Leitfaden fflr die physikaliscli en Vortr&ge, zu- 
nächst in den oberrn Klassen des Konigl. Preusisischen 
Cadetteii-Corps. ^ on Ur. \V. Beetz. Berlin. 1840. S. ^Rthl. 

Kill ganz kurzer Leitfadon über die Ilaupfl 'hron der PJiysik, 
der auch auf möglichst eiutache and leichte iiiatheuiatit*('he Begrün- 
dung, oder wenigsteim Oarstellaiiff der Gesetze In mathematischer 
Form, wo dies nuthwendig und thunlich Ist, die nöthige Rücksiebt 
nimmt. Wir iilutltPM. das8 das Buchlein in der Hand eines ge- 
^ schickten Lehrern, dessen Erläuterung es natürlich sehr bedarf, 
bei dem physikalii»cheu Unterrichte zweckmässig als Leitfaden ge- 
branebt werden kann. 

Muneke, G. W,, populäre Waniielelire oder Darsteliiinff des 
Wesens und A'erhalt('iK> der Wärme, gr. 8- Leij>zig. 18-17. IVaUthlr. 

Wo ekel, L., die Lehre von der Wärme, gr. 8. Nfiroberg. 
1847. % Rthlr. 



Vermigelite S^duriften. 



Annuaire de T Observatoire Royal de Bruxelles» par 
A« Quetelet» Directenr de cet ötablissement 1847. 14« 
amide. Bruxell«s. 1846. 12. 20 2$gr. 

Der reiche lobalt dieses Annuaire i.st im Literarischen Berichte 
Nr. \XIX. S. 443. bei Gelegenheit eines früliem .Tahrgangs, mit 
welchem der vorliegende im VVesentlichCn gleiche Einrichtung hat, 
angegeben worden, worauf daher hier, mit einer wiederholten Em- , 
pfefalong des gewiss sehr empfehlenswertben Bachs, an verweisen 
genügend sein wird. 

The Cambridge and Dublin matbcmatical Journal. 
Edited by W. Thomson, B. A. Feilow of St. Peter's Col» 
lege> Cambridge. (Vergl. Liter. Ber. Nr. XXXIV. S. 6€6.) 

Nos. VIII. & IX. On the Degree of a Surface Reciprocal to 

a given one. Rev. George Salmon. — Note on tne Para- 

bolic Points of iSurfaces. By Kev. (ieorge Salmon. — Evalua- 
tion of a Detinite Integral. By Francis W. New man. — On 
Logarithmie Integrals of Seoood Order. Part I. By Francis 
W. New man. — On the Laws of EouiUbrium and Motion of 
Solid and Fluid Bodies. By Samuel Haughton. — On certain 
Detinite Integrals suggested by Problems in the Theory of Elec- 
tricity. By Will tarn Thomson. Od certain Formuiae for 
DÜereotiation , with Applleations to he Evaluation of Definite lote* 
grals. By A. Tayley, — On Iho Cruistrc by Rcflection at a 
Circle. By A. Caylcy. — On Symbolical Geonietrv. Continned. 
By Sir W. R. Hamilton. On certain Symbolical Representations. 
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of f^ctions. ßy the Rev, Brice Broniriii. — On Principal 

Axes of a Body thelr IMoments of Inertla, and Distribution in 
Space. CoDtiuuod. Bv H. Townsend. — (^o. X. will be |>ub- 
iuihed OD the 15tfa of^ JÜlay. 1^7.) 

Berichte über die Vorhandlungen der Koniglidi 
Sächsischen Gesellscbatt der Wissenschaften zu Leip- 
zig. Nr. III. 

I>iese Nummer enthalt die heiden fol*rerifleii le.seii.swertlien 
mathematischen Aufsätze: Ueber die phorono mische Deu- 
tung' des Taylorschen Tbeorems von Herrn Möbius nnd 
lieber die Begrü'nd un 2: eines Gesetzes zur Bestimmang 
des srheinharen Alters des Menschen au« äussern 
Merkmalen und den gesetzlichen Zusammenhang des 
sdielnbaren Alters mit dem wirkllcheii von Herrn 0ro- 
biecb. — Die librigen Aafsfttze sind chemischen nnd physiologi- 
schen Inhalts. » 



Preise der Petzval* sehen Belenchtniiii^- 
Apparate bei Franz Waibl, Optiker und 
Mecliaiiiiter in Wien, Marialiiif Hanptstrasse 
STr« 40., znr goldenen Weintraube. 

(VtTfrl. Littiar. U r \r. XXVtll. S. 420.) 

Einfacher Apparat mittlen r Gattung 140 Fr. CM. 

klei 90 
Doppelter „ mittlerer „ 700 „ „ 
n „ kleinerer 600 „ 

1 Prenss. Reichetfalr. — 1.43 Fr. CM. 

(Von Herrn Dirccior von t.ittrow rtt Wiea gefälligst mitgctkeili.) 



Berichtigangen. 

In den Nouvelles Annales de Math^matiques, Di' 
cembre. 1846. (T. V.) p. 087. hat Herr Lebesgue, professeora 

la fucult^ de Bordeaux, angezeigt, dsiss in den auch im Archive* 
ThI. VI. S. 5-1. mitgothfiltcn tHim^rl^clirri AiisdrMftcfn des Herrn 
Aniiot, profesneur au College iSaint- Louis, lür das reguläre Sieb- 
zehneck statt (i8 | ]4vl7 gesetzt werden mfisse: ^-{-12^17, 
iras ich hier zur Kenntniss der Leser des Archivs briatte, um 
aach im Archive die angezeigte Berichtigung vornehmen eu können. 

In den) Llterarischi-n Berichte Nr. XXXIll. S. 402. Z. 26. und 
Mr.XXXiV.S.506. Z. 10. ist „fclditcd*' statt „Ctited'' zu setzen. 

In dem Literarischen Berichte Xr. XXXIV. S. 501. ^Z. 20. 
(Tbl. IX. Heft 2.) setze man »»Verbreitung'' statt „Vorbe> 
reitung. 
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Üiteriirisclier Serlelit* 



CkaMdiidite der flfatheaHitilL mmA 



Deu astrunomiscbeu ISachrichfen Ist Beilage beigegebeo: 
A briefNotice of (he Life, Researches »od Diveoveriet 
of Friedrich Wilhelm BesueU By Sir J. F. W. HerscbeL 
(Extracted from the Anmial t?ej>ort of ihm Royal 
Aatrunomical iSoi^ie ty.) Loiuioa. ib47. H, 



ArithMCtik« 



I>ie quliiHre und \'igesimale 5? fih ImctfinJe fiel Vol- 
kern aller Welttheile. iNelist ausführiicherTi Bemer- 
kuDgen über die Zablwurter Indogermanischen Stam- 
mes aii4 elBem Aohance Aber Fiageroamen. Von Dr. 

cb Pott, Professor ad Halle. Halle. 1817. 
& 1 Rtlr. 24 Sgr. 

Für Mnthcinatiker w'\t(\ es i;eritijgen, ¥00 der £iisteDa dieses 
Bach« in Kenutniss gesetzt zu Werften, 

Niedere GrSsseorecdinnnjg« Vom Professor Doetor 
M. G. PaiKker. la acht Abtheilungen.' Mltaii. 1M0. «8. 

Preis 75 Kop. S. 

Ersir Ahtheilung. I>ic Höhe. Zweite Ahthrilw^. 
Die niedere Gleichung. Dritte Attikeilnng. i>ie Keihe. 
Vierte Aitheilunfj. Die Messelei cbunjif: Fünfte Ab» 
tk^ilung. Anwendung der Höno»n«iDea auf Handels* 
rechnun'gen. Sechste Abtheilunff. Die rrnhrstellige 
£in8tufun£r. Siebente Abthei Inn ff. Die >S ttif ungeR. 
Achte Abihtiiung, Berechaung der Uvbennamen. 

Baad UL M 
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Dicsn Schrift entlirilt eine nicht t^eringe Anzahl eigenthüni- 
Hoher Darstellungen und Aflethoden, hauptsächlich in der Lehre 
von den Gleichungen, besonders von den Gleichungen da» dritten 
und Tierteo Grade«, und von der Auflösung der höheren numeri- 
schen Gleichungen, in welcher letzteren Beziehung der Herr Vf. 
auch int einem Anhange zur siebenten AbtheiKnii? das, was in die* 
ser wichtigen Lehre von filteren und neuereu Mathematikern ge* 
leistet worden ist (Harriot.^ Desearte«. 1637. ~ CNIvler. 1835. — 
Newton. — l^iagrantje. 1767. — Waring. 176*2. Las;range. 1767. — 
Taylor. 1715. — Nt' «ton. 1676. - Fourier. 1/M<)^rsai. - Fourier. 
— Fourier. — iituriu. Iii29. — . Hudde. — Hoiie.), zwar nur kiirz, 
l^er doch In ziemlicher Vollstfindigkcit, ziisanunenstellt. 

■ Aber nicht bioss aus dleseu Gründen i «ondern auch noch in einer 
anderen Uücksicht müssen wir die vorliegende Schrift den Lesern 

des Archivs zu ganz besonderer Berucksicbtiguog empfehlen. Die- 
scIIh? eiith?ilt Tininlich einen so reichen Schat/ von Beispielen, be- 
sonder- fiir die ttesanimtc Ijchre von den GleichuiiLron , namentlich 
auch für die Lebre ton der Autlöj»ung der bvhereii numerischen 
Gieichnugen, wie wir in einer Schrift von Ähnlichem Umfange uns 
nicht gefunden zu haben zinnern, ünd der Herr Vf. muss grosse 
Zeit und Mühe auf deren Bearlteitunfr vcmandt bahon, hat sich 
aber dadurch auch jedenfalls um den Unterricht in diesem wichti- 
gen Theile der HatbematHi ein «ehr wesentlichee VerdieesC er« 
worben, da dergleichen Beispiele durchaus nicht im Ueberiuss 
schon vorhanden sind, und wir, nie gesaijt, nicht ^vfissten, wo 
anderwärts .so vieles Zweckniässii^e und mit grosser Sorgfalt und 
Umsicht Durchgeführte auf so kleinem Kaume sich vereinigt fönde. 
Wir empfehlen daher wiederholt auch diese Seite der vorliegen* 
den Schrirt, namentlich Lehrern der Matfaematik an bOberen tJn- 
terricht.sanstalten, angelegentlichst. 

Itür ksichtlich der Von dem Uerrii Verlasser gebrauchten neuen 
Kunstausdrücke ist im Wesentlichen dasselbe zu sagen, was wir 
bei seiner*Bildlehre im Literar. Ber. Nr. XXXV. S. 515. uns 
m liemerk^n erlaubt haben. 

Klemens d'Aigdbre par J. Pelletier. Lons-le->Saalaier. 
1847. 8. ^ 

Probldroes d'Algebre et exercices de calcul algebrique avec 
les Solutions; par M. Ritt. Treis, ed. Paris. 1847. a 5-0. 

Ueber die Verwandlung der Wurzeln qundratiech^r 

Gleichungen in Ketten briicli e, eine zu dem Programm 
des Kurfürstlichen Gymnasiums zu Cassel von 1847 ge- 
borige Abhandlung von Dr. £. VV. Grebe, Gymnasial- 
lehrer in Caiüeel. Cassel. 1847. 4. 

Dieses sehr beachtenswerthe Programm enthält die folgenden 
Ahtheilungen. L AHtjemeine tAeoreiUeke BtiraAtun" 

^en, bei denen der Herr Vf. nach seiner eignen Angabe nur den 
Zweck hat, die Lehren , welche sich 'auf das Vcrwancieln der Wur» 



dem Anflbiger sugängiicbef nu mamn, weehalb er hei deneeUben 
auf sehr sweolaniMigttWelae nun der Lehre von den KetlenbHIchen 
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oichte alft den Begriff der letetoren wnuieeetst» Ii P^akiiteieti 

1. Verwandlnog der Wurzeln einzelner quadratiKchet 

Gleichii n ifcn in KettPTibn'irh e. '2. Anfsuofnins: einer 
geordneten Zusammenätellmig von quadratischen Glei- 
cjiungen mit den dieselben auflusenden periodischen 
Kette nl) r IM heu. In diesem letstm Tbeile, den wir für beeoD> 
ders vrnlieiisf li( h halten \in<\ ^\p^on dessen wir die Schrift vor- 
zdglich zu all^omeinerer Beachtung sehr emprehini , sucht der 
Herr Vf. zuerjüt das einer soleheo Zusaminensteiliuitg am Besten 
mm Onmde le ^ legende PHneip auf» worüber die Leser de« 
AreUrs die Schrift selbst nachzusehen haben, und (heilt dann 
auf S. 16. bi^4 8 32. eine sehr fleissijy «nd umsit )itiu; berechnete 
Tafel Quadratischer Gleichungen, nie sie zu cienperio- 
dischen KettenbrOchen geh5ren, nach den betreffenden 
Irrationalzahlen geordnet mit, nelche naturlich zugleich ein 
-reiches Material von Beispielen für die f)otrrff<Mi(lo wirhtit^f^ 
Lehre der allgemeinen Artthinetik liefert, und nach der von dein 
Herrn Vf. gewähiten Anordnung alle Irrationalzahlen von V2, ^d, 
y 5, V^.V7, v. a. w. an bis Vll7, yllS» y 119» y durch- 
UüUt. D\b in Aussicht gestellte Bekanntmachung der schon be- 
rechneten weiteren Fortsf»tzuns: dieser Tafel halten wir ftir »ehr 
miosckeiwerth, und würden selbst der ganzen Tafel ^ wenn der 
Herr Vf. dieselbe nor mit einer nOtbigen kurzen Einleitung fibsr 
das ihr zum Grunde liegende Princip, Ihre darans alcb ven selbst 

ergebende F/mrichtun^^ und ifircn cUra auch cliirrh ein Paar Bei- 
spiele zu erläuternden Gebrauch verschen wuüte, öchr ^ern eineu 
lUatz im Archiv einräumen, wenn der Herr Vf. uns dieselbe für 
diese Zeitschrift mlttheilen wollte» was wir der zo wünschenden 
möglichst weiten Verbreitung dieser verdienstlichen Arbeit für Hir- 
derlich zu halten berechtigt zu sein glauben. Diese allen I^esern 
des Archivs gewiss sehr erwönschtct Mittheilang in demselben zu 
machen» erlaobea wir mis daher den Herrn Vf. hierdurch aufzu- 
fordern. Für nicht minder verdienstlich halten wir endlich die ron 
dem Herrn Vf. gleichfalls in Aussif-ht j^entellte Bekanntmachimg 
seiner ITntersnehungen Aber die Autlosiinc: höherer (ileichungen» 
namenütch der des dritten Grades, durch Kettenbrüche, und for- 
dern Ihn anf , nicht zu lange auf dieselbe warten zu lassen. 

Math emutische Exkursionen. Von J. Fleischer 
(Programm der b&beren Bfirgersehule so Treptow aa 
der Kega von Ostern 1647). Treptow a. d. Rega. 4. 

Da der Herr Verlässer dieser Schrift zu den liebsten Schdlem 

des Herau8ßjehers des Archivs der IMatheniatik und Physik ije- 
hort, imd in derselben sein eigener ^iame mehrOirh mif eine von 
der treuesten Anhänglichkeit zeugende Weise genannt wird, wo- 
ftr der Heransgeber . dem Herrn Vf. nor aur das Preundschall'* 
lichsCe danken kann, so mnss sich derselbe, um nicht den Schefai 
eiqer ihm zwar sonst ennz fremden PartheilirhlvCtt nitf sich zu 
laden, hier mit einer kurzen Angabe des wesentlichen Inhalts der 
vnrlie&renden Schrift begndgen. Der Heransgeher des Arclüvs 
clanbt nämlich allerdings, wie der Herr Vf. auf S. 1. so bl»Aer- 
ken die Güte hat, zuerst die höheren Differenllali|itotiettteB der 
Functbn 

y== Arctangor, 

3«' 
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und demoficliit «nch Aiowt«, a«f «tte «clv fllnÜMli* mA her 
qiiMie Fonn ^ 

gebracht, d. b. (liei»e llifferentiabiuotienteti im Allgeoieinen 
durch den Cowiiui» vo» y — fircidn^ x aii«>(;(;dru€kt su habeo. 
Ganz dasselbe Iei«t0t Diin ilcf Herr Vf. io der vorlieireDden 8chrift 
für die Function y — Ari'siii jr, fflr dereo Differentiale bekaontürh 
zuerst Euler einen nicht leicht zu ent\vick(>lndeu Au!»druek uo- 
luitte^bar durch die Vari^le «n; ((fgt^beu bat, und deuinächift auch 
ffir ilie Fanisüon j^^Amosor» md »»Uagt dadincb in ueh leiclrt 
fiber^ehharen Geaeljten fort«(-hreitenaeo wenig complimrtea For« 
mein, die er unter vcrschicdcfuni Fnriiicn — auch nach eiow von 
Sehn eins in »einer Theorie iler DilTerenzeu und Diffe» 
rentiale öfters in Anwendiing gel>ra4ubten Metbode, durch welche 
aber freiKcb nur 8oni»t in ihrer BiMwig ganz klar vor Aneen lie- 
genrle und zur unmittelbaren Ariuendung vorbereitete Formeln 
mehr iu einander geschoben wcrflen, wenn \vir 8o sa^en 
dfirCsn *) — au»dfilckt Die Fonueiu iür die bübereu Differentiale 
von Aroiinvere« und ArccoeveisJ? ergaJben eicli daM wMb «n* 
nittelb«r. 

In der zweiten kgrsem Abtheiinng der Schrill eetwlekelt der 

Herr Vf. noch eini^re sonst schon bekannte Integrale auf eine von 
andern aügenif ltirru Integra tion^methoden unabhängige Weiee und 
ediliesot mit einigen Betrachtungen über die Cycloide. 

Traite gen^ral et complet, th^orique et pratiqne du catcul des 
int^r^ts composee etc., du ralcnl des int^^ta mmpits etc. Par 
L. Moi|lin-Co|ljn. Paria. 1^7. 4. 



Oeometrle* 



Thonric des paralleles, demontr^e d'iine mani^re simple et 
rigoureuse, sanä aucuue conüidöration de l'tntiuie, par Achille Le* 
frangois. Paris. 1847. 8. 

Traittf des reciproques de la geom^trie dUmentaire de Legendre, 
auivi dea notea et d'nn appendice |Nir J. Joa»et, Pari«. 1847. 8> 

PiobUmea de göometrie et de trisonomdtrie , avec la m^tbode 

a suivre pour la rcsolution des pronl^mes de geometrie et Jea 
aelutiena; p^r M. mu Treis, ed. Paris 1847. 8. 5—0, 



*) Einer wenigAtent in ihr* m Princip ihalichcn Methofic hat 

•ich auch I^ibri but rerschicdeiu i (Tclf^t-nlieit , It. hei den lit-kunn- 
ten, eigcntlinh nur rRcurrireudeu Gleichungen für tlie BeraoolUtcban 
Zililen (Supplemente zum ipatheiiHlliacliea Wdrlarbudie. TU« I. AffI* 
BemeaUi'acbe Zahlen) bediene. 
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TraiM de G^oi^trie MoMr« par J. Adk^Mr. TMif* ^. 

Programm der (ieu erb^dtulti /.u Wintertliur^ zur 
Eittffnung des neuen, mit dem U. April 1847 begioneo.- 
den Schuljahres. Inhalt: Einige geometrische Aufga- 
ben, algebraisch und geometri«cli geloat voo C.-Adaue. 
Winterthur. 1847. 4. 

Der Herr Vf. dieses Proffraninis, welcher sich schon durch 
mehrere in den Literarischen Berichten des Archivs sämmtlich an- 
gezeigte Schriften HD die Geometrie rieifach.verdient gemacht hat, be- 
absichtigt in diesem Pro<»r''»nim namentlich, die aTgehraische und 
rein (geometrische Auflösung gnonietrischer Aufgaben durch Bei- 
spiefe zu erläutern und beide Auflusungsmetboden an derselben 
Aufgabe gefHeiiermMsen to tisrallelidlreA«^ Die avfgelOsleii*Aiif* 
geben sind folgende: 1. In ein gegebenes Dreieck ein Quadrat 
zti beschreiben. "2 In ein "jjegebenes Dreierk' pln Rerhteck zu 
beschreiben, dessen ^Seiten ein gegebenes Verhäituiss zu einan- 
der haben, 3. In ein gegebenes Dreieck ein Rechteck von ge^e» 
benem Inhalte su beschreiben. 4. In ein Quadrat ein gleichseiti- 
ges Dreieck so zn be}*{ lirriben , dass die eine Ecke flioses Drei- 
ecks mit einer Ecke des Quadrates zusammenfalle. 5. Es ist ein 
^Vinkel und in der Ualbininffslinie desselben ein Punkt gegeben: 
«an floU «tereii diMta Pmtt eitie Gerade ao aiiiieii, das« da« 
zn-ischen den Sdi^i^eln des Winkels enthaltene Stück derselben 
eine gegebene Grösse habe. ~ Wir halten die gegebenen Auflo- 
sungen für lehrreich und meistens auch für einfacn und elegant» 
und empfehlen daher die vorliegende Schrift su all^mehiaror 
Beachtung, wfinschen aaeb, dass der Herr Vf. sein Vorhabeo, 
eine grossere Sammlung solcher auf diese Weise beliandelter Aof" 
gaben herauszugeben, in Ausführung bringen möge. 



VrlflT o nom eil! I e. 



Gemens de Trigonometrie par Lefebnre de Fourcy. Sixi^me 
rfd. Paris. 1Ä47. 8. ' ' , 

r 

• I 

I 

Cle9«a8le. 

f 



Erste Anleitung im OperirenJdit den gebrauchiich- 
sten 11 eaBinstramenteD. Veftrehnl« fflr diejonigen» 
die sich der praktiaelian Geometrie widmen walieft» 

Von Thadd. J. Kotznrn, üffentlichero Professor der 
Mathematik. Mit ^ Utbagr. T»feU, Loipsig. 1^7. 8. 
15 Sgr. 
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' DIm« Sehrifl sdiemt zu Terdi«nen, deneii, vfeldie dM elofaclwteii 

Messonerationen mit den gebräuchlichstea Instrumenten etwa zu oko- 
nomiscrien Zwecken in der Ktlrze kennen zu lernen wünschen, als 
recht deutlich und zweckmlij«sig empfohlen zn werden. Auch hei 
dem ersten Unterrichte iu der praktit»cheii Geometrie auf Real- 
und Bfirgerschiilen scheint das Bttchletn zweckmlssig snm Grunde ' 
gebgt werden zu kdnnen. 



Blecliaiilli, 



Die Principien der Hydrostatik und Hydrsnlik. Ven 

H. Schcffler, Erster Band. Erste Lieferung. '2t) Sgr. 
Erster Band. Zweite und dritte Lieferunfj. 1^^ Rthlr. 
Mit über 'i(K) in den Text gedruckten HolzschDitteu, 
Braanscbweig. 1847. 8. 

Eine neue Bearbeitung der Hydrostatik und Hydraulik mit 
fortwährender Aaweiulung der bühereu Analysis, wie sie der Herr 
V£ in diesem Buche» von irelchen uns his jet^t drei Lieferungen 
' Forliegen» su fiefera unternimmt, scheint uns allerdings Bedürf* 
nis« zu sein, und wir empfehlen dasselbe daher sowohl den thco> 
retischen Mathematikern, als auch den Technikern zur lieacbtuog. 
Nur erst weoD da^elbe vollst&ndig erschienen ist, wird «iqe wei- 
ter« Besprefsbupg sidassig und swechmissig sei». 



Astronomie. 



Die Astronomie ii) populärer Darstellüng von Ür. 
6. L. Sehulie, KSnigl. Slehsfschem'Oeheimen Kirchen- 
und Schulrathe. Mit vielen Holzschnitten und einer 
iithographirten SternlLarte. Leipsig. 1847. a ^% Sgr. 

Eine, wife es bei flflchfiger Durchsicht scheint, ganz populäre, 
sehr deu^iche, auch die neuesten Entdeckungen hericksichngende 

DaYstelInng der Hauptlehren der Astronomie von dem srhnn durch 
frühere Leistungen auf diesem Gebiete vortheilhaft bekannten 
Herrn Verfasser. Bald werden wir nun aber genug solche Dar- 
' stelhmgen der Astrenende In popdirem Geivftnde haben 1 

Elementare Darstellung der Analyse der Fixstern- 
Beobachtungen des Herrn Geheimen Rath Besse!, von 
f. Rfimker. Zweite Ahthell ung. (Enthaltend, die An* 
^^ eiidung der Correctionsforniein aur Ausmittelung d\er 
Fehler der Monds Tnfeln mit Anwendung auT die Be- 
deckung der Plejadcn am 10. August 1846). Hamburg. 
1847. 4. 
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Dtt «tsto AbtbeUung dieser Schrift ist in Literar. Ber. Nr. XXX. 
S. 453. angezeigt worden, lieber die vorliegende zweite Abthet- 
lung spricht sich der Herr Vf. auf folgende Art aus: äcblut»se 
des kteteo Jabresberichle« der inatbenafiscbeii GesellMhaft wurde 

nlt Anweisung auf das daselbst gegebene Beispiel bemerkt, dass, 
wenn nur Fintritte oder nur Austritte beobachtet sind, die Ver- 
besserungen der Mnnds-Tafeln , in Krmansrelun^ von Meridian- 
Beobachtuugcii, »ich uur 4lurch die aU richtig zu Grunde gelegte . 
Länge eises der Beobachtungsorte bestimmen lassen. Die Ab- 
sicht der gegenwirtigen Zeilen ist, zu zeigen, wie sich die^^e Ver- 
hesserongeii au« den ßeobachtunt^en selbst ableiten la?*seu, wenn 
beide PiMu»en an verschiedenen Oertern beobachtet sind. " FGr 
sUe. ivelche sich mit äbnlicben Reeboongen beschäftigen wollen« 
wtrd da« in dieser Scfarifl ausfiihrlicb mitgetheilte , anf dem .Titel 
schon nfiher bezeichnete Ifeispiel eine »ehr gute Anleituag seiD^ 
um auf dem bestiNi Wege zum Ziele zu gelaugeo. 

♦ 

Grnndsflge der neverei» sstrononisebes Beobaeb- 
tungs-Kunst. Entworfen von Dr. G, T. Anfter* Profes* 
sor. Dansig. 1S47. 4. 15 Sgr. 

Einen Au^^/.ug ans dieser in jeder Beziebmiff sehr lesenswer* 
fhen Schrift hier zu s:ebet), ist leider in der Kurze nicht woM 
niniriich. Wir crnptehieTi dieselbe daher nur im Allgemeinen ans 
voÜitomroenster Ueberzeuuuui;' allen denen, welche sich ein recht 
deutlidies BNd von den Princinieu 7.u verschaffen wihitfcben, welche 
der neueren astronomischen Beoh;i( litiin^skunst zum Grunde lie- 
gen, und bemerken, dass die Schritt, m welcher der Herr Vf. 
vielfach die Ansichten, welche man in älterer Zeit befolgte > mit 
den neueren sosammenstellt, aaeb binfiff wlrblicbr aagestellte 
Beobäebtangen als Beispiele gebrancht una dadurch ' sedier Uaf* 
Stellung einen hoben f^rad von Deutlichkeit zu verleihen ijewufist 
liat, einem Jeden verätaudiicb ist, wer sich nur im Besitze der 
allgemeinsten astronomischen Begriffe und Kenntnisse betindet. 
Zugleich hat der Herr Vf. durch diese Schrift dem der Wissen- 
schaft leider zu früh ontrisspoon Bossel, welcher ohne Widerrede 
als der eigentliche Begründer der neueren astronomischen Beoh- 
achtungskunst angesehen werden muss, ein neues schönes Denk- 
mal gMtlt 

„Fassen wir das Bisherige zusammen*' — sagt der Herr Vf, 
am Schlüsse seiner Schrift- — „ so crgiebt sich aus den angestellt 

ten Betrachtungen, da§s wrdrr dnrrh die Genauigkeit der Ope- 
ration während des Obsr rv ircris, noch durch die optisrhe Kraft 
oder mechanische Vollendung der Instrumente, die sicheren lie- 
sultate, welcbe wir gegenwärtig besitzen, b«1»eigefllhrt worden. 
Der Auftassnng der Astronomie als einer grossen Wissenschaft 
hat die neuere Beobachtuni;skunst ihre Enfcitehung zu danken. 
Denn der Zusammenhang zwischen dem Beobachten, dem Rech- 
nen und den mathematischen Ontersuchungeu, ist kein suföiliger, 
•r ist durch die N.^tur der Aufgabe bedingt: den ganzen Ster- 
nenhimmel mit allen .seinen Erschein ringen dem nien «sch- 
lichen Geiste so anschaulich zu machen, dass innerhalb 
der Wissenschaft kein Zweifel über die Realität des 
Erkannten mSf Heb sei.** 
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Muchte 9ich dod^ Gleicken, Ja nnr Aehnlte^ei^ a«ek voA den 



Physik« 



Deber das Verhalten zvrischen der NataraulYassvne des Den- 
kens und der Einbildun^krafl. Von H. C. Oerateo. DentBcil 
von H. Zeise. Altona. IS4,7. B. d 8gr. 

Resultate des masnetischen ObscTTatoriums la 

Mfiochen während der dreijfihrigen Periode )H43, lSi4, 
1845 von Dr. J. Lamoot. Beigeffigt sind: Magnetische 
Messunsen auf einer Reise nach Deutschtand und 
FrmnltreTch im J«hee 1844 von Dr. J. A. Angström, Ob- 
eervnter der SternwArte- in Upsale. MAnchcn. 184& 4^. 

Aneser ihiam Hauptinhalte ist diese SrhrffT auch eebr Mr- 
reich und intere?««ant wesjen der von Herrn Üoctor Lamont vor- 
aus&^eschiclcteo beschreibuug der kleinern von ihm countruirten 
magnetischen In^tramente , nameotUeh der Variationsinstruniente, 
des nia|i(neti«iclieii Theodoliten vad des magnetischen Rei^etheo« 
(lolltcn, die auch durch Zeichnungen versinnlicht und zti fjcbraiit hen 
^eU'lirt \s Ofden isind. Wir emplLlilen daher dies*' Schrift auü dem 
aogegeijeneu Cärunde uUeu denen ^ welche diet^e liir den beabsich- 
ti^n Zweeh |(eirls8 sehr geeignetsn Instromente» cUe uns Aber- 
baupt eine weitere Verbreitung, als sie bis jetzt noch gefunden 
haben dürften, zn verdienen scheinen, s^eoaner kennen zu lerne» 
wünschen und sich selbst mit niaguetiscbcp i^cobAchtungen au 
beschäftigen beabsichtigea. 

Zeitschrift der k. k. Gesellschaft der Aerzte zu 
Wien. Redakteur: Primararzt Dr. K.arl Uaifer. Drit- 
ter Jahrgang. Heft 8. nad 9. (Beiträge zur Lehre Tom 
Magnetiemaa.) Wien. 1846. & 1 RthTr« 

Avdi Ar Physiker wird die in diesen beiden Heften eatbal« 

leae buchst ausfilnrliche und genaue, völlig aktenmMs8i^e Erzäh- 
lung der BetKiQ;er«Men der Soninainbnie Leopoldine R. in Wien, 
und der V^csrirrungen und Täui»chu«gen, denen sich selbst manche 
Aerzte in solchen FlUea leider hingeben, lehrreich und Interes- 
aanl aeia« eben ao wie dieaelbe beiden Air vna geweaeir iat 



Druclifehler im neunten Theile« 

U«ri I. S. 4T. Z. 8. für „nur 

„ S. 47. Z. 26 ftir j- s. m. X. 
„ lU. S. 233. U lli liertlV, S. 3ft3. slreuhc mao in ,,Auclore»' (U 

den Uebcrschriften der AahfiUc Nr. XXII. u. Nr. XUV.) da« 
„ „ ö. 245. Z. 14. V. u. für „pag. 234" m. „pag. 
„ „ ». «*r. Z. 14. füt „T. VI.«» «r. «T, VÄ*«* 
^ „ S. 248. Z. 4. V. u. für IsgarlCksKorBn«« i. au m<-1o- 
garithmoruin.^' 



Digitized by Google 




Gruner/ Irchio. 



Digitized by 



i 

I 



I 

, i 

Digitized by Google 




OrunertArchio. 



Digitized by Google 



I 

I 



I 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



Oigitized by Gnogle 




I ^ 



Digitized by Google 



I 

I 

i 



r 

L 

Digitized by Google 




Digitized by Google 




Digitized by Google 




Digitized by Google 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



I 




i 

Digitized by Google 




Digitized by Google 



J 



i 



I 



Digitized 



k^ooglc 




Digitized by Google 



fr 



i 




Digitized by Google 



7^^e/ /X. 



7W/r//. 




Digitized by Google 



i 

■ 



Digitized by Google 



■ 




Digitized by Google 



Digitized by Google 



A r c h i T 

der 

aOieiiiiitUc und Pli^ülk 

mit besonderer Rficksicht 

auf die Bedttrftilsse der IiiArer an 
bSlierii IJiiterrieliteajuitalten» 



Hemtisgegebeii 

▼on 

Johann jiugmi Orunerit 

PmfBwor sa GreifiiwtU. 



Zehnter TheiL 



Mit tMm UAognipMrlea Tafth. . 
CA. Kock'« Separat- Conto« 
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InhaUsTerzeichnifls des zehnten Theils. 



Arithmetik. 

Nr. der 

AMiudluif. UniU MU. 

> n. Inr IKflbrrailftti«!! der Potont. Ton dem Hern 

♦ 

FreÜBeeor Hr. 0. Svhldinildi an der ünlrer- 

•itiU so Jena« . I. dl 

HI* Ueber eine eigenthömliclie Eneheinnng' fiel 

Reihensummirungen. Vuii D ( ni c: 1 1) t- n. . . I. 46 
VI. lieber eine besondere (liittiing^ algebraUcher 

Funktionen. \ on Dciusci ben I. 67 

VIL Ueber die Differcnaiedoii noendlicher Reiheo* % 

Von Deneelbon. «!• 74 

X. Veber einige Sitse der höheren Ariihnetilf* 
Ton Herrn Wilhelm M de ta, liehrnmto-Giii- 

didnlen in Cneeel. . • . • L 98 

XXn. Üeber ebige bcetimmte Integmle. Ton dem 
Henm Doctor F. Arndt, Lehrer am Gjinna- 

fliuni XU S L r ii I K 11 II (I Iii. 

XXIIL Leber einige hrstiiimitc Integrale, welche «icii 
■ttf die beiden Integrale 

/\9 e ~* .yj» CO» J gjy 

snrückf Öhren lassen. Von Demselben. . . HI. 
XIUT« lieber eine gewisse Klaeee beitimmter Integrale, 
bei welehea die Fnnetton nnter dem Integral- 
«eichen fftr einen Werth der Terinderllchm 
sviechen den Integrationegrenien nnendlich wird. 
Von Demeelben III. tlO 



IV 

Nr. der *- ■ " 

Abhandlnng. Uelt Seite. 

XXV* Ueber die latente 

s Von Dtmäßlboo III. S47 



XXVI. Ueber einen Ton Gauss gefandcRen Ansdruclt 

der Gamraafunction. Von ü em h c 1 b r n. . , Hl, SKM) 
XXVJI. Zwei Enivickeluiigen dei beetimmieB IntegvaU 

Vm Demtttllb««. IIL S6S 

XXU* Volletiadig«biep«iiieDt6 AnfUMUgteilGtoi- 
Amagm da» «wton GMm 

U. 8. W. 

. svUdMB tat «■ tmbelntMtea Matea 

nebtt elnig-on merkwürdigen arithmetiechea Sät- 

SEen. Von dem Herausgeber « III, gM 

XXX. Ueber ebige Sätie iler Zahlenlehc«. Von D e m - 

• elben ÖL MB 

XXXII. H«ia letzte« Wort gegen Ilemi Doetor Bmt' 
' faiB. Von damllMn VnUuot Dr. O. 8ehl6- 
vileh aa der UnlTerdCftt m Jana. .... HL ttt 
XXXIV. BenrarbiRif fibw dia LavbartiMho lUili«. Vo« 
Hm L. SA ni Ii; Privatdoeentea dar Malha- 



mattk CO Barn. HI. .nt 

XXXVI. Vabar dta Smuna dar Raiha 

I« 4* 4- S« 4- 4» -f «... -f 1«» 
Von dam Harra Pnofecior Dr. O. ScblSmilch 

an dar ^niTersität znJena HL S4S 

XXXVH. üeber die Auflösung 

bcsouderc solcher de« dritten Grades dun Ii Ket- 
tenbrüche. Von dem Herrn Dr. E. W. Grebe» 
GjinoMiaUehrcr zu Gasse t IV. W 
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Y. 

Nr. der . 

AWhuindiaiig. Ba&, SeUob 

XUVm. fhtmktn^ im CiwiBiikrtM to 4» Batniiito- . 

long des Products JI (l-f/xj nach steigen- 



■X, ¥•!! HmI Ii. SdlUilU 
VM««td»dmtoH #tp Mathematik BeViu . • IV« MC 

XL. Ueber diu Transforniution dir unabliinffigen 
Veränderlichen in vielfachen nifferontialen und 
Integralen. Von fiem üerni Doctor J. Dien-* 
gea, Lehrer der Mathematik and Physik an der 
böberen Bufgoacbala sa SiaaJiaiai hri Hal^ 
MiM«. IV. 4tr 

XLL Vtber dl« Mfago^««, /«aklM ^JV« lO 

«rfülltti BiaiaQ, dwult + ^(Vf f) ' 

^Pix-Y-^y Von Dense Iben. • • . . • IV. ttS 

Un. Heber einige arltbrnetladie Sitxe. Von dem 
Herrn Frofes^ut Dr. O. .Schltiiniich nn der 
UnivcT's iL.it 711 Jena. . iV, 424 

XLV. AUgetneioe Transformationsformela für gewiaae 

Integrale. Von Demselben. ...««* IV« 4i0 
UiVL Bemevfcwigen iber einige beittmole lotegniak 
Ven Bern WilluBtn.MdeUv Lebiwata-DuH 
didman fen OmaneL IV« 4» 

Geometrie. 

IV. lieber die cvlindrischcn Ivanalilächen. Von dem 
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Hefter itte atnMpIiSrlselie« verEttirlich 

<lie terrestrische Reflraction, und ttjber 
BefraettonscurYeB im AUsemeiaeii* 

dem Herausgeber. 



Einleitung. 

IKe Theorie der atmosphärischen Reiraction iet schon sehr 
h&afig and mit einem groeeen Aafvrande - von Seharfeinn nad aoa- 
Ivtieeliem Caicul behandelt worden. Im Allgemeinen lassen sich 
aber zwei Hauptrichtun^n » iTcIche man bei der Entwickeliing die- 
ser in vielen lieztehungen so wichtigen Theorie verfolgt hat, tod 
emandet unterscheiden, von denen ich die eine mit dem 'Namen 
der geometrischen, die andere mit dem Namen der physika- 
lischen hoIrL'fn möchte. Der bedeutetulste Ueprfisenfnnt Her 
ersten lüchtung ist Lambert, <less<!n zu daniaUger Zeit aller- 
dings sehr elegante £>chrirt: Les prü|>rietes remarquabies 
de la reute de la lumi^re par lee airs et en een^Tal par 
plusieurs milieux räfringens spheriqaes ei concentri- 
ques, aTec la Solution des problt^mos, <\ui y ont du rap- 
port, comme sont les r^fractions a^itronomiques et ter- 
restres, et ce qui en depend. Par J. H. Lambert A la 
Haye. 1758. 8., die auch in einer deutschen Tebersetzung : 
Eigenschaften der !> i h n des Lichts. Von ^ W. Lambert. 
Berlin. 1772. H. crsLhiitien ist, nach meiner 31eiiiunn auch jetzt 
immer noch Beachtung verUieut. Oer bedeutendste llepiäsentaut 
der zweiten Uiehtnng tet Ltplace, welcher bekanntlich im zehn- 
ten Buche der M^canique Celeste. T. IV. p. f'-ll. die Theorie 
der soo;en;n!n ten astronomisrlx-n und terrestriscnen Retrak tion aus 
dem nhysikaliscbeo Gesichtspunkte auf eipe höchst scharlsinnige 
und ein wahres Muster ifir derartige physikaüsde UntersuchuDgeii 
darbietende Welse behandelt hat *). 



*} la dem Memoire «ur luesaro theoriqae et exo^ri- 
meatale de le r^fraction tsrrestr«) avee tos applicatiea n 

Theil X. 1 
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Der geometrischen Behuidlung dieses Gegenstandes, wenn 
dieselbe auch allerdings keineswegs so tief in die eigentliche Natur 
desselben eiuzutübreo geeignet ist wie die phvsikaiische lieband* 
luug, scbeiot mir immer wr Vorzug zu gebühren, dass sie sicli 
ebne alle hypothetiscfien Voraussetzungen durchfäbren läset and 
nur einl'j;e durch die sjcnanesten Versucne mehrerer Physiker aus* 
ser allem Zweifel gesetzte Erfahrurigssätze als Grundlagen in An- 
spruch nimmt, überdies aber zugleich zu mehreren auch in geo- 
metrischer Rflcii»lcbt interessanten Resultaten ffibrt, und Anföii 
gern in der Astronomie und Geedasie zugänglicher sein dürfte als 
die Behandlung aus dem physTfcnliscben Gesichtspunkte. Da nun 
die Methode . uach welcher dicker wichtige Gegenstand in der oben 
i^NigeMhrlen 8c9iiifl>trM LamlK«ri 'Mök^ekandelt findet, geeeo- 
w|rtl^ als v<;raltet m betracfateo iat, überlMiipt auch diese ScbrUl 
ruck.sichtlicli llirpr VcrstäncJlicbkeit AnHingern ninnclii' Nrlnvicrig- 
keltei» darbieten dürite; so halte ich vertoicht, die Theorie der 
atmosphärichen Uefraction aus dem geometrischen Gesichtspunkte 
in der vorliegenden Abhandlung einer t^anz neuen Behandlung au 
»interwerfen, und dabei nanientllcli auc)i einige allgemeine Eigen- ^ 
.Schäften der Hefractionscurven deutlich hervorzuheben und streng * 
zu beweisen. Bemerken muss ich jedoch, das.s ich bei dieser Un- 
tersnehung mein Augenmerk liauptsäcblich auf die sogenannte ter- 
restrische Refraction gerichtet habe, weil die astronomische Re- 
£raction üIxThaiipt schon öfter um! tiefer eingehend als jen«^ behan- 
delt worden i«»t. Auch muss ich offen gestebeu, dass es mir 
iauner wenig natur^emäss geschienen hat, die terreiilrisciie Refrac- 
tion bloss dem Uonaontalabstande der beiden Stationen oder dem 
von (Irren Vertikalen am Mittelpunkte^ der Erde eingeschlossenen 
Winkel, ohne alle Rücksicht auf tiie Zenithdisfanz , proportional 
zu .setzen, wie gegenwartig nach Lambert (a. a. O. p. 75. 
Theoreme XXVIlf.) und La place (a. a. O. p. 278.) allgemebi 
geschieht. Ja ich bin selbst aer Meinung, dass die geringe Üeber- * 
einstimmung in de» vou verschiedenen fieirbrfen bestimmten 
Werthen des Coeflicienten der terrestrischen Keiructiun *) nicht 
bloss, wie gewöhnlich behauptet wird, der grossen Veiinfiertteh-> 
kelt der Luftbeschuffenheit in den .^er Erde näher liegenden 
i^bichton der Atmosphäre, sondern snm Theil gewiss auch der 



ia ddterniinaiioa cxacte des difförences de niveau, d'apri« 
let ob»«rvations det dittancea s^nlthale« timple« oa reci- 

troqnea. Par Biot. Paris. IMS. 8., der neuesten mir bekaon- 
n Schrift nhvr tWfnvn Gfi^rnsfiind , srhiieast gich der Verfattor in den 
Grundlehren iinri im l'riitcip an Laplace an. JedenfalU aber verdieat 
diese Schrift über die phynkaliadie Theorie der RefracHoa Beacbteng 
nnd allgemeioar helquut an werden, ale sie bie Jetal geworden m aefai 
eeheint. 

*} Pen Coetfirienten Her tcrrctitrisclicn Strahlcnbercchnung tetsen 



die Engländer 0,2U00, 

die Fraotoeen 0,1dOO, 

rnrii!)onf 0,1285, 

die ustpreuuiache Gradmeaauog • . 0,1370, 

GauM 0,1306, 

Strare «MSSr. 
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llaiigelbaflis^kelt der Theorie der terrestrischen Refraction und 

manchen Auslassuns^en , «eiche man suh hei der Entwirkefung 
derselben gestattet bat, anheim tallt. in der Tbat werden auch, 
wie ich wenigstens bofle, die in dieser Abhandlung gegebenen 
Entwickelungeo deutlich io's Lieht eetzen, dass nicht bloss die 
astronomische , sondern allerdings auch die terrestrische Refraction 
auf eine hestinnnte Weise von der Zenithdistanz abhängt, und 
dass die voiher erwähnte gewöhnliche Annahmej nach welcher 
dieselbe bloss dem Hofisontalabstande der beiden Stationen oder 
dem von deren Vertikalen am Mittelpunkte der Erde eingeschlos- 
senen Winke! proportional sein soll , nur als eine rohere Annähe- 
rung betrachtet werden luuss. Daher bin ich auch der Meinung, 
dass eine neue» aaf eine m^lgrichst grosse Antabi genauer BeoE« 
achtungen gegründete Beatininiiing des Coefficienten der terrestii- 
scben llefrartion . ttiU An" Ptidiin«; der in dieser Abhandlung ent- 
wickelten Formeln und gehöriger Berütksichtigung der Zenith- 
distaii/^eo, 8o wie dieselben in diesen Formeln hervortreten, ferner 
auch mit strenger Rficksicht auf den zeitigen Stand der meteoro- 
logischen Instrumente. BedürfnisM ist und Noth thut, und stehe 
nicht an, hier den Wunsch auszusprechen, dass ein mit allen 
nöthigen Hülfsmitteln gehörig ausgerüsteter, in einer zu solchen 
Beohad^tnngen geeigneten w^gena wohnender Crelehrter flich die- 
ser üntersnchnitg unterriehen» oder eine ^ehrte Gesellschaft oder 
eine Regi*»rt!ne: dieselbe zu veranlassen Sich geneigt fühlen mnchte, 
da mir selbst in dem hiesigen vtiliigen Flachlande jede Gelegenheit 
zur erfolgreichen Dnrchfllhrong derselben mangelt. 

Was ich ausser der vollständigem Behandlung der terrestri- 
schen Refraction am Schluss dieeer Abhandlung noch fiber die 
astronomische Refraction gesagt habe, ist nur der Vollständigkeit 
we^eri nnd Anlangern zu Liehe beigefügt worden , und hat keines- 
wegs den Zweck, diesem schon so vielfach und in vielen Bezie* 
hungen mit so glücklichem Erfolge behsmdelteo höchst wichtigen 
Gegenstande eine neue Ansicht abzugewinnen, oder denselben auf 
irpend eine Weise einen Schritt weiter zn führen Hierüber fmdet 
man Alles, was zu wissen wunscheuswerth sein kann, in Lauia- 
ce's berühmtem Werke, und iu Bessel's, Carlini's und an- 
derer Astronomen aDgeraein bekann t en Schriften. 



l* 
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Erfahrungssätse. 

Wir iverderi im Folgenden bei der Entuickelunff der Theorie 
der atmosphSrischen RePractioi^ vod eintfen Erfahraiigs.«iStzeii aos- 
gehen, deren Richfigkeit durcla viele mit grosser Sort^fult und Ge« 

nanigkeit von mohreren Physikern anijostclltp Versuche als aus- 
ser aUem Zi^'eit'el gesetzt betrachtet werden kann. Diese Slitze 
wolten wir» um eine sichere Grundlage für das Folgende zu ge« 
Winnen, jetzt hier in der Kurze zusainnienstellen , wenn dieselhcD 
auch alluomoifi hrkannt sind, und j^it h in iVfloni et^Vas VoUatändi- 
gern physikalischen Lehrbucbe siimmtUch üoden. 

I. 

Der erste die.ser Sätze ist das bekannte Fundaroent^iltheorem 
der gesammten Dioptrik, das.s nanilitli für jede zwei brechende 
Körper das Verhaltni.s8 de« S'mus des Einiallswinkels und des 
•Sinus des Brechungwiukeis zu einander constant ist, und dai»s 
dieses VerliSitniss jederzeit seinen reciproken Werth erh&lt, wenn 
die beiden brechenden Körper mit einander verwechselt werden. 
Wirf! also für zwei brechende KHrper überhaupt der Einfallswin- 
kel durch ü), der Brechungswinkel durch a' bezeichnet, und 

sin» 



gesetzt» so ist die Grosse n, welche bekanntlich der Brechungüio 
exponent ftlr die beiden in Rede stehenden brechenden Körper 
genannt wird, constant oder verändert iliren Werth nieht, wie sich 
auch die beiden Wmkel o und a' ändern mögen. Werden aber 
die beiden hreehendcn Kiirper mit einander venvechselt, so erhält 
der Breehungsexponent seinen reciproken Wertli, und wird atse 

in der vurhergehenden Bezeicluiuug durch den Bruch - dargestellt. 

Auch hat die lilrfahrung gelehrt, dass der Brccbungsexpouent immer 
grosser oder kleiner als die fc^inheit ist, jenachdem der Strahl aus 
einem dfinnem In einen dichtem , oder ans einem dichtem in einen 

dünnern Körper übergeht. Im ersten Falle ist also jederzeit der 
Einfallsu irjkel L'rös.-ier als der Brechungswinkel: im z\\ ( it( n P iffe 
ist ila gegen der Einfailswinkel immer kleiner als der Brechungs- 
winkel. 

a 

Femer hüben die Versuche gelehrt, dass, nenn A und Ji 
swe! dnander berfihrende, von pamf ralett Ehiraen begrftnste hrecfaeade 
Körper sind« und ein Strahl aus der Luft in den K6r{»er A, hier- 
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auf aus dem Körper A in den Kürjjcr B, und dann au«« dem Kör- 
per B wieder in die Luft fibergeht, jederzeit der erste einfallende 
npd der letsle ausfahrende Strahl, die beide in der Lufl: liegen, 
einanf^er nar;illel sind. Bezeichnen uir also den Kinr;k!ts\vinkel 
und (l(Mi j|ri'( hiinirsH inkel ffir die Luft und den Krirju r A durch 
m und ü)\ für den kürper A und den Körper B durch ca' und m", 
für den Körper B und die Luft durch and m, wobei man nieht 
zu übersehen hat, dass die Körper A und B nach der Voraus- 
setzung von parallelen Ehen<Mi ht^firsimi wpnlfn und der erste ein- 
(aUende und letzte ausiahrende strahl einander parallol sind, die 
entsprechenden Brechongsexpeuenten aber durch m, ky n\ so ist 
nach I. 

einoi sino' sin»* 

sin«'—"'* sin»*—*' ihTS"— 

also, wenn man diese Gleicbuugen iu eiuaoder multipiicirt: 
eder 




wo m der ßrecbungsexponeat Bir Luft und den KOipet ferner 

— der Brecbunirsexponent für Luft und den Körper Ä, endlich k 

der Brechungsexponeiit för die Kürper A und ß int. Oiet» hat 
ti»erbaupt auf deo folgenden , auch noch durch viele andere Ter* 
•sehe ausser atlem Zweifel gesetzten Sata geftihrt: 

WennYdr die beiden brechenden KUrper A und Ader Brechungs* 
ezponent X, fiir die beiden brechenden Körper 2l und C der Brechung*- 

ezponent Ist, so Ist jedenselt ^ der Bredningsexponeiii ftir die 

beiden brechenden Körper Ii uml (\ 

Namentlich ist die liiehtigkeit diese*» Satzes auch in alten den 
FäUeu, wo A der ieere llauui ist, und B und C verschiedene 
Loftarten oder Gasarton abid» durch Versuche ausser allem Zwei- 
fel gesetst worden. 

m. 

Wenn wir die Dichtigkeit der atmosphärischeu Luft bei der 
Temperatur 0 und den barometriseben Drucke 0^,76 ala Einheit 
der Dichtii^keiten der atmosphärischen T^nft annehmen ; 80 ist nach 
allgiMneiu bekannten ph^'sikalischen Gesetzen die Dichtigkeit der 
atmosphärischen Luft bei der Temperatur t nach dem Ceutesimal- 
IhenneBieter und bd dem In Metern ausgedrflckten barometrischen 
Drucke 6: 

b 

Bezeichnen wir nun den Brechuiigsexponenteo für deu leeren 
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Raum und aüuoiäpimrische Luft bei der Temperatur t und dM 
bftroinelriflclMii Drucke 6 durch «, «o zeigen bei vencfaiedenoi 
Temperaturen und BsrometerstKndeo an^eetelite VetmAe, das» 
der Quotient 



oder der Bruch 



Q'», 76. (1 -t- 0,00375 . () (n^—l) 
i 



sehr nahe eine constatite Grosse ist, d. h, dasn die Grrigse n*—l, 
weiche luan guvvühnlicb die brechende Kraft zu nennen pflegt, 
der Dicbtifi^keit der Luft proportional, oder daes der Quotient der 
brechenden Kraft durch die Dicbtigkeit der Luft, weichen man 
gewühnllfh das H r ech u njrs v erni ösen zu fif»?H}f»n pflegt, eine 
con.sfnnte Griiiüse i^f. Bezeichnen wir also, dies vurausgesetÄt, 
den ürechungsexpoitcnten für den teeren Raum und atmo8pnäri8cbe 
Lnft bei der Teinpc^ratur 0 und der Barometerhfihe 0'"»76 dorcb 
so ist nsiV für ^=0 und 6=0^,70; foigiicb* well der obige 
Brucb eine conataote GrSese ist: 

O-^JO II + 0.00375. 0(u«-l) ... , 
— — • ■'■ ' 

also, wie man bieraus leicbt findet t 



jy= \Ai I 0^,76. g-f 0,00375. 

mittelst welcher Fonuel der Bredmnffsexpoiieiit (fke den leeren 
Raum und atmosphärische Luft bei aer Temperatur 0 und der 

Bnrornetcrhuho 0"',7ß aus den durch mmitttrfhrire Versuche be- 
stimnifen Wcrthen de« Brechungsexponenten n für den leeren 
Raum und atniotfpbfirische Luft bei aer Temperatur t und Baro* 
meterhohe 6 berechnet werden kann. 

Nach ßiot Ist bis auf sieben Decimalatellen genau 

i\r= 1^0002943 

und 

Aua der obigen Gleichung swischen n und N folgt auch 



.=VT7 



0%70.a+a00375.t)* 



d. i. f wenn wir die Dichtigkeit der atmospbSrisdieo LuR bei der 
Temperatur t und der BarometerhGbe b durch D beseldiiien, w^ 
nach dem Obigen 
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b 



0«, 70. (1 + 0,00370.0 




ii=VT+äZ>. 



Ist itj der Brechungsexponent (St «Ten leeren Raunt uik! at 
niogphärische Luft von der Diclktigkeit BO ist näth der vor 
hergehenden Clekhxmg 



der BreehmigsexpoiMnit IRlr atmosphliiische Luft ▼on der DScfeCig- 
fceit D und atmosphSrigche Lnfl too der Dkliiigkelk 

Dies sind die firfalirangssätzc, welche wir userer folgenden 
Entnickelttog der Theorie der atmosphärischen Refirsction mm 
Gmnde legen werden. 



also Ist nach II. 



»ft V 1 f A'Z), 



Entwickelang des allgemeinen Begiilt» der 
Refractionscurren. 

in Taf. f. F'ifr. 1. s<m C der Mittelpunkt Aor Erde, welche wir 
hier n\ti eine Kugel betrachten. Die Atmosphäre der Erde denke 
man sich von dem Punkte t in derselben an bis zu der OberflSd!« 
der Erde ui n mit der Oberfläche der Erde concentrische Schieb- 
^f" ^on gleicher Höhe eingetheilt, tind nehme in jeder dieser 
ochichten die Luft als gleichförmig dicht nn. Die ärQchi|ug8$4- 
ponenten für den leeren Raum und die LuH Ui der 

Isten, 2teii* 3ten» 4tefi»t»* »ten 
Schidit FOD oben mcfa' unten seien respective 

^» ^» ^» ^f»*^ 

Stellen wir uns nnn vor, dsss e|n vpn dem Punkte s in der 
Atmosphäre ausgehender Licbtstrabl nacb und nacb bei den 

Punkten 

'i> H» Hf ^f**"jto— I 

♦ 

respective in die 

2te> 3te, 4te, 5te ••••• ftte 

Schicht fibergeht, und bei dem Punkte s» an der Oberfläche der 
Krde anlangt, so wird negen der bekanntlich von oben nach unten 
hin AvacTiseiidon Dichtigkeit der Lufl in der AtmosphSre der Erda 

der ganze Weg 

des Strahls nach dem Erfabnmgssatze 1. offenbar eine nach der 
Oberfläche der Erde bin concave gebrochene Linie sein, wobei 
man nur nicht zu übersehen bat, däss die in der Figur von dem 

Mittelpunkte C der Erde nach den Punkten *i, i,, i^, 

Sezogenen geraden Linien die diesen Punkten entsprechenden 
tinfalislotbe sind, bezeichnen wir nun bei den Punkten 

'S' H» Jif,...*!».^ 
die Efaifallswinkel nod Brechungswinkel respective durch 

^^••••Sn^ 

und ' 

U* Si>***«fii-i; 



Digitized by Google 



80 haben wir, well Meli dem EHabmngMatie IL die dentelbeii 
Punkten entfpreeheDdeniBroduingseippnenten 

^ ^ ^ ^ ' • 

^1 ^ ^ ' ^* — 1 

ffind» nach dem ErlahmugüittlKe 1. die folgenden Gleiclnuigeii: 



8inz| 


h 


«in ' 




sin 2^ 








Sinz, 


A4 


«»{•' 




sin 1^ 




«BW 





U. 8. W. 

BCnlti^icirt man aber aHe diese Gleichungen in einander und hebt 
Mif> was eicb aufliebeo liaat, so «rh&lt man die Gleichung: 

1\ aiozi sinrj .sinig 8inr4....sin2}i-i 

' sin ^ sin ^ am ^ sin sin ^n_i A| * 

Bezeichnen wir rnin noch Jinalo» mit drm Vorhergehenden 
die in den Punkten s und nn von den Strahlen ssi und ^n—i^n mit 
den von dem Mittelpunkte C der Erde nach den Punkten $ und 
M» gezogenen EinfeUalothen eingeschlossenen spitien Winkel 
respective dnrch (; und 2«; sö haben wir In den Dreiecken 

Cht 

nach einem bekannten trig^oometrischen Elementusatie die fol- 
genden Proportionen; 

I 

sint:sinzi : CS», 

' ' ' ' ^ ^ ' •' ' ' *' 

■ ; '. "; , n. *a. w, ' ■ \ ■ 

8in&^:sin)iii£sCto:dii-i; ' 

aus denen sich anf der Stelle durch Zusanimeuiselxuai; din Pro* 
fMiHkm 



I 
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1« 

8Sft{aift&ii»(iaiB&^.wi{»-i«iii&iN^ 

: sin xi sini^iin ab ... . sin zn-i sin xn = Ci«: Ci» 

öder die Gteichoog 

sin Zj sin r.2sii) Zj sinz^..,. sin rn_, Blnzn^Ös_ 
' ttiii^8iik^»iii^siu|;^ «»in^— j 8iu^ Cs« 

ergiebt. Aus der Vergleichung der Gleichungen 1) und ^ mit 
einander erhält man aher anf der Sleiie die Gleichung 



oder die Gleichung 



An sin;» Cs 



Denken wir uns nun noch von «lern Mittelpunktf der Erde auf die 
gehurig verlänserte Linie s$i ein Per^eudikti gelallt, und bezeich 
uen dMselhe ourah so int 



also nach der Gleichung ^ offenbar 

sin Zn A| 

nAdf Iblgllcb^ wera fHr den ErdhaHimesBer durch a beseichneii: 

4) i>as<i^flin«i. 

Denken wir un« jetzt, f1ri>s (?ie Anzahf n der gleich hohen 
Schichten, in weiche wir die AtiuosphSre von dem Punkte s bi*» 
zum Punkte d. Ii. bis zur Oberfläche der Erde, getheUt haben, 
in*n Unendliche wicbat, ao geht die gebrochene Luiie 

in eine stetig gekrümmte Linie über; P geht in da« von dem 
Mittelpunktp C der Ertto auf dio nerührende dieser Turve^ in dein 
Punkte s gefällte Perpendikel, und der Winkel in ^< ht in den von 
der ßerührenden dieser Cunre in dem Punkte j«. wo sie die Ober- 
ilche der Erde trifft, mit dem von dem Mittelpunkte der Erde 
nach dem Punkte $n gezogenen Eififellfdorthe eingestchlosseoen 
spitzen Winkel, welchen wtt im Folgenden dureh Z bezeichnen 
wollen, über; femer gehen ti und X« respective in die Brechunga- 
•zponaHtea Oi dm leeran Raam nnd die atmoaphtriaclie Lift i» 
dem Punkte s, und fiir den leeren Raum mid die atmoephMiiwhe 
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Luft in dem Pnnkte Sn, d. h. an der Erdoberfläche, welche wir 
im Folgeoden respecti?e durcb X und L bezeichnen wollen, über, 
vDd ea ist «Ivo nach der Gleichung 4) , wwn Jetst P das Ten den 
Mittelpunkte C der Erde auf die dem Punkte « ente^ecbende 
berührende §elÜUte Perpendikel beieic^net, .fijr «ia imeadUAh 
grosses n: 

welche Gleichung also eigentlich die Gränzgleichuna ist, der sich 
die deichaog 4) bis zu jedem heUebigen Grade nSfiert, weoo die 
gaoae 2ahl n los UneoaKche wfichat. 

Auf der Stelle erhellet aber, dass bei der vorhergehenden 
Betrachtung för den Punkt « auch jeder andere Punkt der zwischen 
den Puakten s und 9m liegenden atmoaphfiriscben Rerractionscurve 
eesetzt werden kann, so dass also die Gleichung 5) überhaupt 
für jeden Punkt dieser Ciirve gilt, was einer weiteren Erlfiuterung 
nicht bedürfen wird, da sich aus der vorhergehenden Betrach- 
tung ganz von t^lböt ergiebt 

• . ' 

Ueberlegen wir nun^ welche Grössen in der Gleichung 5) 
constant und variabel 8ind« jbq füllt auf der Stelle in die Augen, 
dass natürlich bloss für' dieselbe atmosphärische Refractionft 
curre — die auf den an der OberÜäche der Erde liegenden coa-* 
Staaten, Torher düieh beseichiieten Punkt atdi beziehenden . 
Grossen e> Z constant, dagegen die a|if den vorher durch s 
bezeichneten veränderlichen Punkt der Cwve sich beziehenden 
Gruaseo X^P variabel sind. Setzen wir aifo der Kurze wegen 

• . . • * 

I' 6) ftasalfSiniS?, .. 

wo yk. eine für dieselbe Refractionscurve coestantc Grosse ist, 
Avep;en seiner Abhängigkeit von dem Winkel Z aber natürlich für 
verschiedene Refractionscurveo .aeiuen Werth .änderti .aft. erhäU 
die Gleichung 5) die Form 

7) P=\. 

Der Brechungsexponent 1 fttr den leeren Raum and die Lnft 
In dem als ein Repräsentant aller Pnnkte der Refractionacurve zu 
betrachtenden Punicte s deraeihen» und abo anch der reciproke 

Brechungsexponent ^ filr den leeren Raum und -die Luft in diesem 

Punkte, hängt nach dem Erfahrungssatze Iii. bloss von der Dich- 
tigkeit der Üuit in dem Punkte < ab , und dieae Dichtigkeit hängt 
Musfa Geeetaen, welche wir hier als aw^ der Phyaik bekannt vor* 
auasetzen müssen, und gewiss auch als bekannt vorauszusetzen 
berechtigt sind, wieder bloss von der Höhe des Punktes « über 
der Oberfläche der Erde, oder, was natürlich im Wesentlichen 
ganz dasselbe ist» von der Entfernung dieses Punktes von dem 
Mittelpunkte der Erde ab» Alao hüogt auch der redproke Brechnngs- 
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exponeiit ^ Hir den leeren Raum uod die aimospharische JUutl iu 

dem Punkte s bloss von der Entfernung dieses Punktes von dem 
Mittelpunkte rler Erde ab, 8o dass also, wenn wir die Fi<tfernuilg 
des Funkte« < vom Mittelpunkte der £rde durch u bezeichnen, 

wo f{ü) eine bloss von u Als unabhängige veränderliche C^rogse 
abhängende Function bezeichnet, set^etxt n erden kann. Und unter 
dicfler VorauaMtiuD^ erhält ouo die fStt «Ue« Folgende sehr wich- 
tige GleieboDg 7) die Fonii 

Diese Betrachtungen föhren uns aef dee folgenden aUgemei* 
nen Begriff einer hesondern Klamie wen Goiren» welche wir über- 
haiipt mit dem Nsmeo HefimctioDscnrren zu belegen fiir »weck- 

mä^ig halte n. 

Eine lie fr netionscnrve heisst jede Curve von so!- 
eher Besch alfeii l> eit, das» man da^ von einem gegebe- 
nen bestimmten Punkte, welcher der Pol der Kefrac- 
tieikscurve eenannt werden soll, anf Ihre Berflhrende 
in einem beliebigen ihrer Punkte gefllite Perpendikel 
jederzeit erhält, wenn man eine bloss von der Entfer- 
nung dieses Punktes der Hei racti onsrn r v e von ihrem 
Pole als uuabhängige veränderliche ürüs^ie abhängeudo 
Fnnetlon mit einer GrOeee mnltlpllcirt, welche für die- 
selbe Refractionscur ve — d. h. für alle Punkte dersel* 
ben — rn nstant ist, für verschiedene Refractlovseiir« 
ven aber ihren Werth ändert. 

Von diesem allgemeinen Ho[:riffo nnsirehend, wollen ^vir nun 
zuvörder^it im folgenden Abschnitte einige merkwürdige geometrische 
£igen8chaileu aller Refractiomicurven entwickeb. 



s 



13 



r 



Allgemeine geometrische Eigenschaften der 

Refractionscurven« 

Wir wollen fleii Pol der Refractionscurve im Polgeoden als 
den Anfann; eines rechtwinkligen Coordioafcrtvy^enis annehmen» 
und die C()(>rdinaten eines beliebigen Punkten der Rerractionscurve 

in Bezug auf dieses System durch x, y bezeichnen. 

Bezeichnen wir nun die veränderlichen Coordinatcn durch X9 
F; 80 ist nach den Principien der analytischen Cicometrie 

10) r-y=^(Jf-*) 



> ■ 



die Gleichung der Berührenden der Refractionscurve in dem 
Pmkte ixtf). Bringt man iSmm Gleichung auf die Foim ' ' 

SO ergiebt sieb » wevB P seine ibpi ■In ▼orhen^enden Absdinltle 

beigelegte Bedeutung aach jetzt hehSit, mid folglich das von dem 
Pol oder Anfange der Coordinaten auf die durch die Gleichung 
10) oder 11) charakterisirte Berührende gefällte Perpendikel be- 
zeichnet , nun einer andern bekannten Grondformel der analytiscIieD 
Geometrie auf der Stelle die Gleichung 



12) 



1 + 



wobei man nicht au« den Augen lassen darf, dass der Pol als An- 
falle der Coordmateo angenommen worden ist* Also haben wir 
nach dem im rnrhcrgchenden Abschnitte entwickelten allgemeinen 

Begriffe der Refractionst iirvert . ivenn atirh rlro SvTnbolc nod VI 
ihre ihnen dort beigelegten Bedeutungen behalten, die folgende 
Gleichung : 



oder, weil bekanntlich 



14) icssVd^+yS 



14 

itt, die CMeiehaag 

Die Gleichung 13) jbringt man leicht auf die Form 

• ■ « 

und erhält ferner» wenn miui diese Gleiclmng in Besug auf ^ 
als unliekaante CirOaae wie eine gewttbnEciie quadratiacbe 'Giei- 

chung auüüst, nach einigen leichten Keductionen fiir ^ den Aus- 

drucif:: 



Weil aber 



anf felgHcb nach 14() 

=a:V~ v^^Hau))^ + ««*(/•(«))* 

iet, ee ist 

Uierane eigidbt sich aber ferner mittelst leichter Rechnung 
mit gchf"n?er Re/iohimg Her oberii und untern Zeichen auf da« 
obere und uoteif» Zeichen in der vorhergehenden Gleichung 18): 



und 
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wobei mao immer die Gl^ichune 14; gehörig 2u berflcUchtigei' 
hat. Ferner erhftit num auch leroht 

oder 

ako offeobar 

Well aber oacb 13) 



22) 

ist, so i8t auch 
WeU nach 14) 

iet, 80 ist, wie man leicht durch Difereetlation nach x findet: 

514) ^"=-7=r^-s —* 

Der Differeutialquotieot der Grösse 

'HS' 

Bezug auf x als uoabbängige veräoderliclie Grüsse ist, nie 
II iN^ä einige IciehIeD RMnctionen findet: 



16 - 

* 

und {[er Differeiitlalquotient von fi^(f{u))'^ in Bezug auf x als un- 
abhängige veruiiderliche Grt'»(»e$e ist nach den Principien der Uiffe- 
rcDtialrechnung : 

• W(«)-^^=2«Vi(«)-^'.^. . 

d« i. in der bekannten Bezeichnung der Differentialquotienten als 
deriThrte Fuoctionen und nach 24): 

. 



Also haben wir w<^vn 13) die Gl^iebuiig: 
aiie der sieb 

26) ^x^-^iMm}l^M[l. 

oder, weil nach 13) 

26) fi«— 

ond folglieb auch ^. - 



28) 



w/"(«) 



ergiebt. 

Beseiebnes wi^ ielst die Coordinaten des MiCtelpaiikte de» 
Krflmnmngsbreises der Refractioosciirve Hi- dem Pnnkte {^) der- 



17 

selben durch p, und den H«ilbTttesser <les Kruinmuniisl^roises 
Oller den demselben Punkte eiiUiprechetideu KrümmungshalbineS' 
mtt durch r; so ist nadi den Principien der analytischaii Geome- 
trie beltHiiitllcb 



29) 



\ 




und 



Alao ist nach 26): 



31) 



VC«) Stf 

— fii — - 



und Iblgücb, weim maa iür 

Uire A^^xucke ^os tö) und 19) i» diese Forfnelo einfährt: 
Ferner ist auch 30) und 37) : 



1 '• r 



1^^ 



. r.'t '- 
:'i »I'. f. ' 



und folglich oacb 13) \^ / 



d. i. ) 

Wei! in der Atmosphäre der Frflo die Dirfidiilcclt der Luft 
abnhumt, wenn die Eutfernung vom Mittelpunktt; der Erde, d. i, 
die Grosse u, smimmt, so mait naeh dem ErfabruRgssatse III. 
die GrOsse i ab, wenn u zai>inimt Also mmnit 

_ • I t 

zu, wenn u sunimmt« Folglich ist der Dileienzenqaotieot 

lind niso offenbar auch die GrSnzc, wf-h liov ffersplhe sich nähert, 
weuii Ju sich der Null ni^fa^, d. h. der Difereutialquotient 

stets eine positive Grosse f uitd weil nun ofleubar auch u und 

ifiseLsinZ 

positive Gröt$!!ieii sind, 8o ist nach 3J) für die Erdatiuospb&re 

u 



34} r = 



Die GleiehuBC der durch den Pol oder den Anlang der Coor- 
dinateii und den Funkt (apg) der Refractionscurve gishenclea geiar 
den Linie ist 

35} r=^x. 

Die Gleichung der auf dieser Linie senkrecht stehenden mA 

durch den Mittelpunkt {pa) des dem Punkte {ay) entsprechenden 

KriimnMni2skrei.«es der I^ef'rrtrtioT^siMirvo gehenden geraden Linie ist 
nach den Principien der aaalytitjciicu Geometrie, wie leicht erhel- 
len wird: 

»■ .i • 

i 

I 
I 
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36) r-,=-i(j:-p). 

Lassen wir nun JC, K die Coordinafpr» <1<\>h- f)nrchschn'!H>p?Tnkts 
der beiden durch die Gleiehanfcen 35) und 'ib) charakteri«>irteu ge- 
raden lüttiea beacidniefi« so ^äitan wir durch AafUteang dieser 
beiden Gleichungen in Bexug ahf X und F ak unbekannte Cbte- 
»en mittebt leichter Hecfanung : 

» 

d. i« nach 14): 

Nun ist aber nach 32) 

folglich oach 37): 

3«) r=yU-i^l|. 

Diese^ beiden Gl^hüngen entbalteh einen' sehr merl^wurdigen 
attgenitMnen 8at2s, ^velcher eine Eiprertschaft der Refractionacurven 
ausspricht, die als die Haiij)teii;eiischaft dieser Klasse von Curven 
zu betrachten ist. Beaciitet man Tiämlich, tiass in Folae der bei- 
den vorliergehenden Gleichungen die Coorditiatei^ X, Kues Durch« 
' achnittspanlcts der beiden durch die Gleichungen 35) und 3 6) cha - 
mhterisirten geraden Linien bloss von den GrOssen .r, t«=V".^4-j^*," 
gar nirlit von «ler iiu VorhergeluMiden durch fi bezeiclineten Grosse, 
welche bekanntlich für verschicilene KVlVactionsturveii verschie- 
dene Wertl^e erhält, abhängen; so ergieUt £>icii uuf der Stelle Ider 
Mgende ni«wiirdige 

h e h T ß a.t %, 

Wenn verschiedene auf denselben Pol bezogeue 
Refractionscurv en in beliebiger Anzahl dureh einen 
•1^ denselben Punkt gehen, so liegen die Mittelpunkte 
aller di esem Punkte ie n tsp rech enden Krümmungskreise 
derselben in einer und derselben auf der durch deii 
gemeinschaftlichen Pol und den allen Refractionscur- 

2* 



Digitized by Google 



20 

ven gcmeinacliarflichen Punkt gebenden geraden Linie 
senkrecht «tebenden geraden Linie; oder nenn ver« 
echiedene auf denselben Pol bezogene Refractioiis- 
cur ve n i n b eil c h) <: er Anzjihl durch eioon und densel- 
ben Punkt gehen, so ist der geometrische Ort der 
Mittelpunkte der diesem Punkte entapreckendeo Krfim« 
mungHkreise derselben jederzeit eine auf der durch 
den gemein seh alt liehen Fol utmI den allen RefractioiKs - 
riirven gemeinschaftlichen Funkt geheodeo geraden 
Linie senkrecht .stehende i^er ade Linie. 

Die La^^e dieses geometrischen Ort« hi durch die Gleichun 
gen 38) ^ ollk ommen bestimmt. 

Bezeichnen wir die Kntfemung des Mittelpuukts des dem 
Punkte (a-u) der Refractionscunre enteprecbenden Kriimmungskrei- 
ses derselben von dem Pol oder dem Anfange der Coordinatcn 
dnreb Q, so ist bekanntlich 

Nach dä) ist aber 

I !*/''(«)} ' { (xtjfiu) ± arV - 

und folglich, weil, wie wir schon aus dem Obigen wissen, 

ist, 

also nach dem Teriiergdieodsn 
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Für 4ie Erdatnmspliilfe tot nach 34) 



u 



40) Ö=1^ii«-VA»)+>*- 



ßeze'ichnen wir die E«tfeniung der Punkte (a») und (XY) von 
«loander dmdi R, so ist 

Mach 38) Ut ab«r 



also 
oder nach 14) 

und folgfieh 

Die Grossr /(m) wt immpr y>osif;v, und für die Frflatniosuhäre 
ist n&ck dem Obigeo auch f\u) positiv; also ist far dieae i< 

Bezaiehnen wir die Eotfcrnung der Punkte (pg) und (XY) von 
•inander dnrch S, ao iat 

fWi dam Obigen iat aber 
«iao, wie kkht erhallan wird. 
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Wetl uun iiach 31) 

py~u^^jlu) W 

also 



py-qx f(u) ^^y^ 



ist» so ist nach 19) und 20) 
d. i. 



folglidi oach dem Obigen 
oder 



was mau auch hätte onroittetbar aus ^) imd 41) scfaliessen küo- 
neiis da oatQriich 

sein mus8. Ffir die Erdatmosphäre ist. /'(^ ^naeh dem Obigen 
bekanntlich positiv, und folglich ' ^ /' 



oder 



45) S= ^y.^^ 



;i6) S=jj^*K»-|.«(/'(»»»- ' 



Durch die Punkte x und .?„ dor in d»?r Krdatnmsphäre llr-uen- 
den HelVartionsrurv«; ssn iu Taf. 1. Fig. '2. woWvn n\r uns jetzt an die- 
selbe die Uerührendeu ss' und «nSn gezogen deuk«n. Der Durch- 
schoHttipunIrt dieser beiden Berfilirenden sei O, und der rtä 
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densrlhon bei O eiogeschlossene Winkel sOs,,' sei 0. Die von C 
SLiia parallel mit SnSn und mit dieser Linie aul einer 8eit(* «Icr 
dem Punkte Sm entsprechenden Vertikale gezogene Linie CA u er<l(! 
jetst als der positive Theil der Axt der äe angenommen, und die 
in der Figur von C &us auf senkrecht gezogene Linie Cß 
sei der positive Theil der ^e der^; so ist, wenn x, y die (%>or- 
dinaten des Punktes i in Bezug auf das angenommene Sy^teiu 
beieichnen, nach den Principien der analytisehen Geomelrte 

47) toDge=^^, 
oder, wenn wir der KiOne wegen 

setzen, 

49) tang^=i9. 
Also i«t, wenn man nach ^ dlffertnt&rt: 

50) I— ^4=öw, 
' eoso^ 

and folglich, weil 
ist: 

51) s«=rf^. 



•f • 



Nun ist über nach 12) 



52) P=db 



indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenarhdem die 
Grosse y — x 
Beaeichnang 



Cll 

Grosse y^^^ positiv oder negativ ist; d. L in der eingelührten 



Also ist, indem alle Differentiale in Bezug auf w genommen 
werden : 

I 4 
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Uid felglidi, »eil oach 48) 

8^— iiÄir = 0' 

ist: 

also noch SI) ; 

«''=^^^^- 

Bezeichnet nun wie sewühnlich u die Entfernung des Pimkles # 
oder (jr^) voo dem Alittelpuokte C der £td6» so ist 

und folglich iiüch 53) 

d. f., wie man nacli leicliter Rediiiiuig -findete 
Nach (55) ist alwr 

also nach dem Vorhergehenden 
und folglich 

WO sich nun nocfi frä^t, uie in flieser (illeichiin^ das ZruTirti /t? 
nehmen ist. Ans einer blossen Ansieht von Taf. 1. l^ii^. 3. wird ahcr auf 
der Stelle eriieilen, da^s und B gleichzeitig zunehmen und ab- 
nehmen, und dass alsö(.8/7imd 80- gleiche vorxdchen haben, in 
der ▼orbergehenden Gleichung folglich das obere Zeichen genom- 
men, also 

vP 

gesetzt «forden muss. 
Weil nach 9) aber 

tat, so ist 
und folglich 



38) ae.=^4£Ä_. 
VIJ^K-' (/■(«))* 



Terrestrische Refraction« 

In Taf. 1. Fig. 4. kcI der um den l^uiikt C, welcher den !Vfittelj)unkt 
Erde vorstellen boII, beschriebene krei« die Meeresflacbe, 
d. h. die wahre oder eigentiicbe OberflScbe der Erde, und a sei 
der Halbmesser dieses Kreises, d. b. der Erdhalbmesser. Die 
Punkte A und ß seien zwei Punkte auf der Erde, und in dem 
Punkte A sei die schetnhnre Zenithdistanz Z des Punktes // ge- 
messen «rorden, weiche der von der Berubreodeo AB^ der Ke- 
fractionscunre AB swischen A und B in dem Punkte A mit der' 
Vertikale AA' dieses Punktes eingeschlossene Winkel A'AH' ist. 
Die Höhen der Punkte A ui;d B liber der Meeresfläcbe seien h 
und //, so da.ss also «4 Ä und II die Entfernungen dieser 
beiden Punkte von dem Mittelpunkte der Erde sind. Den von den 
Vertikaleii der Punkte A und B am Mittelpunkte der Erde ein- 
eeecfilofli^en WInkei ACB wetten wir in der Kfirxe durcli C 
Sezeichnea. 

Weil man das Gesetz der Abnahme der Temperator in der Atmos^ 

Shäre von unten nach oben , und also auch das Gesetz der Abnabme 
er Dichtigkeit der Luft in der Atmosnhfire von unten nach oben 2,^t - 
nicht kennt, und v,M auch schwerlich Hoffnung haben ilarf, jemals 
zur Kenntirtös dieses Gesetzes zu gelangen , es auch selbst (raglich 
bleibt» ob fiberliaapt ein solches ganz bestimmtes Geseta hi der 
Natur existirt; so Ueibt nichts anderes, übri^, als sich bei der 
nostimmiing der terrestrischen Hefmction mit einer Atjnähcrnn!» 
zu Ijegnügen, wozu auch alle Schritlä^trller über diesen Gegenstand 
bis jetzt genötbigt gewesen sind. Da nun aber bei terrestrischen 
Messnneeii der zwischen den beiden Stationspunkten A und B üe» 
gende Bogen AB der Refiractiooscurre in allen Fällen immer nur 
sehr wenig- gekrünunt und im Vc>häItois8 zu den Dimensionen 
der Erde ntir srhr klein ist, so wtr^ n).>n denselben mit hinreichen- 
der Annäherung als einen mit dem Kriimmungshalbmesser der 
Refractionscurve in dem Pimkte A als Halbmesser beschriebenen 
Kreisbogen betrachten können , von >\ elcfaer freilich nur amifihemd 
richten Voraussetzung auch Lambert a. a. O* p. 64. ausgeht. 
Bf^zeichnet man den >Mi(tcl|nirrkt diese.«« Kreisbogens durch O und 
zieht auch noch durch dcii Punkt B eine Berührende BD an den- 
selben, so 8ind offenbar, wenn mau sich noch die 8ehne .^ifi 
ffozogen denkt, nach bekannten Eigenschaften des Kreises die 
bei'lfMi AMnkel BAD und ABD einander gleich, und der Winkel 
BDB' \fii also als Aussenwinkc! des Dreiecks ABD doppelt so 
gross alf! der Winkel BAI) (n\vr BAB' , durch welchen offenbar 
die Grüsse der Refraction in dem Puiikte A dargestellt wird. ' 
Sehr leicht erhelfet jiher auch aus bekannten Sfttsen vom Vier- 
eck die Gleichheit der beiden Winkel BÜß' und AOB» «o das« 
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also auch der Winkel AGB die doppelte Rerraction BAB' , oder, 
wenn wir die Kefraction von jetzt an durch <p itezeichnen« der 
Winkel AOB=i<p mt Also ist in dem Dreiecke AOB: 

AB=:^t,AO,^p^ 

und i'olgiich , weil nach der Gleichung 3-1) io den im VorbergelieD* 
den eingeführten Bezeichnungen oflfennar 



1» dem Drefeck» ABC »t aber nach einea bekannlea trigoiUNiio- 
triachitt fiaM .'i ... 

. . .i|jP«»=(a + A)2 + (« + //)2— 2(a+i^)ta+//)wC 

oÄir'.. .... 



d. i., wie leicht erhellet: 



If. 



Vergleichtiiiia».dies.iDi£.deiii Vorhetgellepule», ad MhXlt man An 

Gleichung ^il-}^ \ . • ' > • i . 



, . = (IT- A)* -i- 4(a+ + Bin iC*, 

al«0 Ur-. 

oder, wie leicht erhellet: 

»p. 

foijglifh 

!, *.:»=i4*./'.(«+*)V^("f/J+4a + §^)riBlC«. 

wohei man nicht au vetj^^en h^t, rfasa f(ai:k) io der Erdat- 
moAphSrc nach dem 
poeinve Gröaae iat 



moAnhSrc^ nach dem ▼ornergeheaden iA.baehnitfe beikaniitlleh eine 
litii 
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Weil Duu aber, wenn ietzl L den Brechongsexponenten fdr 
den leeren '^ixam und die Luft, am BeobaefatoogeoHe A beaekh- 
net« eacl^d) effenbar '< ' \ a 

an setzen bt; so iat nach dem Vorheigehenden 

61) «jii^ = 

ein 2 . i/-(a+A)/'(«+Ä) V^C^)' + + f^) i^t 

Bezeictinen wir jetzt die Dichtigkeit der Luft in_der EntfjBr* 
nung M vom Mittelpunkte der Erde übcrhaapt durch ü(m), so er- 
hellet au6 (ier (ilet('hun!<^ H) und dem Kr hninggff »tgfr lU. mS der 
stelle die Kichtigkeit der ülcichuiig 

oder 



6a) A«*)=u+Äe5(ii),-*, 



u'o nach dem Erfahrungt^.satze III. 



64) ,K :=z^^jmm 



ist. Also i£)t 



t 4 t 1 



d. i. 



and folglich 



r 

♦ ■ KJ^'{a -f /<) _____ 

W) r(«+ ^"-~2{ 1 + (a + A) } VT|Ä^+A)* : 

Weil nun aber, wie aus der Bedeutung der Grosse L vxA ilem 
Erfiibrangssatae III. erhellet, 

67) = ^ 1 + Äö(a+7r) 

ist, so ist 

und folglich nach dem Obigen 
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60) fllo9» 



oder aucli 

— l4Aä>(a + A) - V (m^; +4(l+^^),iiiiC». 

Dir TernjuTatiir der Luft nnch diem (Vntf*siinalthernioineter 
iiml die liaroiucterhuhe nach dem metrischon IJ.irometer in dem 
•Statioii^ipunkte i4 wollen wir uuii rcsuective durch tmidb bczeich* 
neu. Wird dann ferner die DicbtigKeit der Lufl bei der Tempe- 
ratur 0 iinfl der Barometerhöhe O^^TO iilierhaijipt dorch 4 bezeich- 
net, so j«t bekaoQÜich 

Bezeichnen wir aber den Werth, welchen ö'(a + Ä) haben wurde, 
wenn in dem Punkte A die Lu/t <lie Temperatur 0 hätte und 
unter dem barometrischen Drecke 0'",76 stände , d. h. wenn In dem 
Piinktr A die Dichtigkeit der Luft J wSre» durch G, eo dm 
a\&o gleichzeitig 

wäre, so wird man offenbar nach den Principien der Differential- 
rechnung, wenn, wie e» zur Zeit der Beobachtung in dem Punkte 
A naeh dem Vorhergehenden whrkiich der FaH ist^ 

ist» gleichieitig " 

^\a\fii —o«,7ü. (14^0,0037570 ^ 

/.u spf/oii bereehtict sein, oder C8 ist» w^l nach dem EHährUAgs- 
satze Iii. bekanntlich ^1=1 ist: 

6 • 

«(a + A) = ^^^^ ^1 ^.o,ttte75. 0 ' 

ö' (« + ^1 /o,ÖÖ»5. 0^' 

wo iiacli dem Vorhergehenden offenbar G eine Constaote ist. 
Setzen \s\t min der K.ür/.c wej;^en 

70) ^^^iKG, 
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wo andb tl eloe CmmUhiI» ist, vnä , 

90 MOk man wmA dem Obigen fiir 8i09 dem folgenden AnsdrHelC; 

72) i>ui<p = 

Man kann auch ' 

«etzen, wo Kt wieder eine Constante istt nuiI erhält dann nach 
dem Vorhergebendett 

74) ein 9 s= 

«,(!+*) txh.i). ryjT-n^^ Tizn — 



Wl| man eich Feretelien« die impier selir Itlj^bi^ Gjrfiesea 



• • • - _ I % • 



und r-r 

als vemcliwindeDd au betrachten > eo wird 

75) ri»»=f^^j!^8i.|CAiZ, 

oder, weil 9 und C immer sehr kleine tirüeeen aind, 

weise. 

Unter Voraussetzung derselben Temperatur und desselben ba- 
rometrischen Drucks am Beobacbfan^gorte» wo die acbeinbare 
Zenithdietonx Z semessen wdrden ist» ist also di^' Refractioo 9 
nähern n^sweine cJer (ir»"sse C s'iu Z proportinnal . wo C bckannt- 
Wch d(;r von den Vertikalen der beiden Stationen am Mittelpunkte 
der Erde eingeschlossene Winkel ist. 

Bei der vorhergehenden Entwickelung sind w ir von den beiden 
vQllig genauen Formein 

Chprd^B = j;^7^jsm9 
aod ^ . • ' f . . 
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auseeeanjren. Denkt man sich nun aber aus dem Mittelpuukte C 
der Erde mit dem Halbmesser CA durch den Punkt i< den die 
Linie Cß in dem Punkte Bi gehneidenden Bogen J/^i beschrie- 
ben, und verstatte« eich, diesen Boges als eitie auf f A xn A und 
auf CB in Bi senlcmclit stehende gerade Linie zu beUachten, so 
ist in dem rechtwinkiigeo Dreiecke offenbar 

Chordi4Ä=jÄrci<J?}\.coBeo(Z+^). ^ 

Nehmen wir aber an, dass der Winkel C in Graden ausgedrückt 
sei, 80 ist 

(a -I- hy»iAjtcABi = 180: C, 

also . , . 

Are ABl = — igg » 

und folglich nach dem Vorhergelienden 

. (g 4^ ^);rCco8ec ( Z -f y) 

Gestatten wir uns jetit, diese Näherun-sglekliunp: statt der im 
Obigen in Anwendung gebrachten .genauen Gleichung 

Chord Aß-^ {B- A)*' i-^ (a + Ä) (a + JJ) sin 4C» 

SU gebrauchen, so erhalteiü wir durch Verg^eichnog ndt der ge- 
nanen Gleicliung 

die Gleichung 

2(a+Ä) . (a 4 A)^^t-os( l (Z } y) 

aUo 



* m • 



V t 



Cil%lio|iy irdU nach ^ 

* f,i »I .1 »Iii . ^ ' 

ist: 

. I 7v sin Z 

Nach den Obigeo ist aber 
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^ian'* » ' ' ' • » ' * ' Hl • • . 

«Nler n.^h ^bigeo', ^ ..... 
oder naeh 73): 

«9 «™»= i+jr/'(6,/) •isiP"8iii(z+y)* 

Setzt man aher für äsinqo. und nimmt nur an, da.s.s gj und C iu 
denselben i^laa^iitheUen ausgedrückt sind, 8o erhuU mau nSherungs- 

vrtme . .. / " . ' ' 

I ■■ ■ ' • • ,'.>.' 

• ■ ■ X,{l + ~)F(b,i) ■ ■ 



; Aus dec Gleichung^ 80) erhält man ,ppifb, ip^ter. der, Voraus- 
setzung, dass C io Tli«iieii des Hidbmesfpra pder .4?' Einlieit 
ausgedrückt i^t; : . i : 



sipysin(Z4-y) =; i^ -g f^^ r ^y -'CsmZ, 
fl. i. nach einer bekannten goniuiaetrischeu Forioei: 

* co8Z-co8(Z+29)— — li f^i^J j — .CöinZ, . 



WeiMm 

. co8(Z4^29)):i;3ooi»Zo982^«^aiii^^ 
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Ist» 80 ist, weoD man sich w^gen der Kleinheit, von ip verstattet, 

co829)=:t nod sin^t^^S^» iu setzen, wovon das Erste mif Ver- 

nachlfissiijrung von (ilictlrrn der zweiten, das Zweite niif Vernach- 
lässigung von Güedem der dritteu Ordnung zulässig ist, näheruogs- 
iveise 

cos (ii + 29?) — cos Z — 2y sin Z , 

nnd folglich, irciiii man dies Air co8(Z-f2g») itt dl« obige Glei* 
chimg setsti 

(1 + ^)^(6,0 



82) 



oder« wenn man nim noch ~ als verschwindend betrachtet s 



Hiernach ist also unter \ druussetzung derselben Temperatur 
mid desselben baronfetrischen Dmcks am Beobachtungsorte die 
Refractk>n dem von den Vertikalen der beiden Stationen am Mit- 
telpunkte der Erde mit einander eingeschlossenen Winkel propor- 
tional, welches der Satz ist, auf welchen bekanntlich nach ivam- 
bert und Laplace die Berechnung der terrestrischen Refraction 
allgemein gegründet wird. Ich hoffe aber, durch die vorhergehen- 
den Ent\^ irlrelungen die Richtigkeit meiner in der Einleitung ans- 
cesprociienen liehauptung, dass dieser Satz nur als eine rohere 
Annäherung betraciUet werden dürfe, jetzt deutlich nachgeiviesen 
KU haben. Es ergiebt sich dies auch auf nnzweideutige Weise, 
wenn man sich die Miihe nimmt, die Betrachtun^^cn, aufweiche 
Lambert a. a. O. seine Entwickelungen gegründet hat. genauer 
zu verfolgen und sorgfaltig zu analvsireu; und daij& auch Laplace 
liei B^ner Theorie der amospbKriachen Reftaction sich eine xieni- 
liehe Aniahl von Veinachlässigungen und Auslassungen kleiner 
Crüssen zu gestatten genSthi^t ge^^esen ist, glaube ich hier ala 
hiureichend bekannt voraussetzen zu dürfen. 

Vorzüglich kommt es nun noch darauf an, zu zeigen, wie der 
aus dem Obigen bekannte constante Coeflieient Ki durch iieob- 
acbtungen bestimmt werden kann. Das zweck massigste und der 
ganzen obigen Theorie, bei welcher der zwischen den beiden 
ötationsntinktcti licL-^ondc Bogen der Rol'ractiffiisrurVe näherungs- 
weise als ein Krei.sliogen betrachtet wurden ist, am besten ent- 
sprechende und überhaupt die consequenteste Durchführung dieser 
ganzen Lehre gestattendTe Mittel, zu dieser Bestimmang zu gelan- 
gen, scheinen mir jedenfalls die Messungeo oder Beobachtungen 
sogenannter gegenseitiger Zenithdistanzen zu sein. 

Hat man nSmIich in den f^ridon Stationspunkten A und B, wo- 
bei jetzt Taf. I. Fig. 5. zu vergieichen ist, gleichzeitig die schein- 
baren Zenithdistanzen Z und 3 geqiesscn, und bezeichnet die 
entsprechenden Refraettoa^J^nivh vaA Jß, die wahm 
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ren Zeuithdiä tanzen ako durch Z-{^/i/j und B-f hat man 

in den Dreiecke ABC offenbar lUe Proportton 

a -f A : a -I- = 810 (3 ^ ^3) ( gfai (2 ^Z). 
♦ 

Nmi ist aber 
also 

jrfÄ+-rf3=f (Z+3) + 1«0°* 

oiid au» der ebigen Proportioo ergiebt ^icb nacb einem bekanO' 
ten Satze 

Ä «in (Z + + sin (3 + -^3) : «in (Z + ^/Z) - ain (3 + ^3) 
±= aia U ( Z + 3) + U^Z + ^3) I coa U <Z-3) + ; (^#Z— ^3) I 
:coa| 5(-Z+3) + «-^2 f ^3)1 ala U(Ä-j3) + U^^- 
stangl 5 + 3) +-1(^2 + -^3) } »lang | i(Ä -3) + 4(^IZ-il3>t, 

d. 1. uach.dem Vorfaergehendeo 

3«-|^iSr4^A:ir- A3Btang(9(F^ IQ :iaDgt KiS— 3) 4- K^i?- 43)1 
=cot 40: taug U (3 - Z) + i (^3 - ^Z) }. 

Unter der Voraussetzuujj aber, drr Roefn Aß der Ke- 

ftactionseurve zHiächen den beiden ätatiuns^Hinkteu A und B ein 
JCrelabogen sei, welche der ganzen Torherj^ehenden Theorie der 
terrestrischen nefractron zum unmde liegt, ist offenbar AZ=A^ 
weil die (^psirht^ünloii oder die VMsirlinif^i in A und h als ße- 
rfihrende dieses Kreisbogens zu betrachten und tuigiieh gegen die 
Sehne AB tmter gleichen Winkeln geneigt sind; aUo i«t unter 
dieser Voraussetzung nach dem Vorfiergehenden 

Sa -i- if -f A ; ^ — A = CO t i C : taug i C3 — Z) . 

oder ancb 

2(o + Ä) + — A : if— A = cot iC: tang \ (3 — Z). 

Besttnmt man aus dieser Proportioa U^k» so erhält man 

• u K 2(<H-^)tangi(3>-2) 
^'"'*'"cot4C-taDg;(3- 29 

oder 

2 (g + A) t^in i Csin U3 - Z) 
" *""co» iCcosiC3 - Z)— siniCVm '(3 - Z)' 

d. i. 

^_ 2Ca-f>i)aiDiCVm;(3- Z) 
ThsU X. 8 
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ui, 



Um lu'ttteUt dieser Formel H berecboen xa können, miiss 
ausser den gemesseoen acheinberen ZenitMistaiiseB Z und B «l^i* 
Erdbalbmesser a bekannt sein , für wetcnen niun am bebten den 

Krunifiuingshaibmesser des Erdsphäroids «ntpr der Breite s<'tzt, 
welche das arithmetische Mittel zwischen den Breiten der beiden 
Stationspunkte ist, wobei vrir die Formeln, nach welchen dieser 
Kn'iiiiniungshalljmesser am leichtesten berechnet werden kann, 
die siel» ohne Srh\vlerii;lveit aii8 der Thi-orie der EÜips-e ent^vickcln 
lass«'?t . hier al.s bekannt annrhmrn. Ferner niuss die Hohe h der 
IStatioii A über der MeerebÜäcbc beicannt sein, welche durch baro- 
metrische fluhenmessungeD oder durch ein Nivellement bestimmt 
werden mtR«^«, we&balh^ »ich Beotiacbtungen in der NÄhe des 
Meere« /n den Hestiinmunfircn , von welchen hier die Hede ist, am 
bebten el>;ueM dürltcn. i^itdlich muss der Winkel C am Mittel- 
punkte der Erde, welcher aus dem gemeHsenen Horizontalabstaade 
der beiden 8tation.spunkte, wie weiter su erläutern hier nicht 
nöthig 8ein wird, ininier leicbt Ijercebiiet ivrrdcn k;inii, bekannt 
-sein, auH web lieni tiruride gicichrails Beobaeiirunueii in der Nähe 
des Meeres pi solchen Bestimmungen wie die obii^en die geeig- 
netsten sein dOrilen. 

Hat man nun auf diese Weise H bestimmt, so sind in dem 
Dreiecke ABC zwei Seiten u-^^h, a-{-H und der ein^schlossene 
Winkel C l>ekannt, und es kOnnen also in diesem Dreiecke die 
beiden andern Winkel, deren iSuupleniente die wahren Zenitbdi- 
stanzen in den beiden St:itlon.s|)ijnkten ^1 und sind, nach bekann- 
ten Kegeln ^d9r ebenen Trigonometrie berechnet werden. Zieht 
pnan nun von diesen so berechneten wahren Zenithdistanaen die 
ueniessencn .scheinharen Zenithdistanzen ab, so eriiiilt man die 
terrestrisc he nofraetion« weldhe Im Obigen überhaupt durch .9 bc* 
zeichnet worden ist. 

Wenn mm auch noch auf der Station A das Barometer und 
Thermometer beobachtet worden ist, wobei wir die beobachtete 
Barometerhohe auf bekannte Weise ffehurig reducirt voraussetzen, 
so sind In der Hanptciciehung 74) imt Ausnahme des constanten 
Coellii irriten Ky alle (üussen I»ekatinf, titk) dieser Co<'nirlent kann 
folglich mittelst der aus 74) unmittelbar sich ergebenden Formel 



berechnet werden. 

r 

Bei der 8a eben gegebenen Erläuterung der Bestimmung des 
rnnstanten ('oefllicienten nahe ich mich bloss an die Hauptformel 
74) {gehalten, weil die Art «nd Weise, wie man sich bei dieser 
BestmunuDg mittelst der .übrigen im Obigen entwickelten iSalic- 
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magsfonneln sn Terhdten Iwt, mm mm ^on «eObst erhelleii, ud 
hier keiner weiteni ErlSnteroDg tiedmiea wird« 

Weim aber auch der RefractionscoelBcient nach der so eben 

croi;ebenen Anleitung bestimmt x\ nrden ist nnd daher als fn fcannt 
angenommen werden kann, tio wird man bei wirklichen H«irheii- 
roei»iäungeu zur Bcätimmung der sesuehten Hohe am besten und 
eiDfachsten docli nur auf dem Wege suceessWer Annihemiigeii 
gelangen kn nrien. Man wird nämlich die Refraefionen zuerst mit- 
telst einer der beiden Nh'hertingsforraeln 7.1) oder 7f>) , weirbe von 
der Höhe nicht abhängen, berechnen und die geuicsscneu Zcuith- 
difliMiseii tregee derselben corrigh-en, mittelst welelier datio ein 
erster Näher Uli ggwerA der zn bestimineliden Huhe gesucht wird« 
Dieser erste Niihrmn'js^vrrtfj der iresnchten Hßbe führt dann JV>r- 
ner mittelst der Formel 74) zu einer i^enaiiem Bestimmung der lle- 
frattiuneu, wegen welcher die gemessenen Zenitbdistanzen von 
Neoean corrigirt werden, die dann zur Bestinummg eineif «weiten 
NShcrrungäwerths der gesnchten Höhe ftihren , wobei . nun aach 
schon von selbst erhellen wird , wie man auf diesem Wege belie- 
big weit« io, allen Fällen aber 00 weit fortschreiten kann, bitr zwei 
rar einander folgende Näberungswertbe der gesoebteft Wbn rieh 
in der verlangten Anzahl Ton Decimalstetlen nicht mehr Ton ein- 
ander unterscbeideri. Abkflrzun«;en und Vereinfachungen dieses 
Verfahrens werden sieb einem Jeden, wo sie znlHssip; sind, hMoht 
von selbst darbieten; hier beabsichtigten wir mir eine allgemeine 
'EriSnfemng deeselben, nnd ftatfen unter Augenmerk tiberhaupt 
zunächst mehr auf die weitere EnCwickelung der Theorie der ter- 
restrischen Refraction,, ala auf den yraktiechen Theil dieeer widi" 
tigen Lehre gerichtet 



I # 

t 
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Astronom iBche ftefraction* 

Wenn, wie Taf. i. Fig. 6. zeigt , ein von einem Sterne Ä au»- 

gehender Strahl 89 die itmospbire der Erde in dem Punkte s 
■ifft, und tlann nach den in der Atmosphäre erlittenen Bcechun- 

gen in dem Punkte sn auf der Oberfläche der Frfle arilairst, so ist 
offenbar SsnSn der , um welchen man die in dem Punkte 

Su gemessene (scheinbare Zeuithdistanz Z dieses Sterns versruMem 
mos», um seine wahre Zenitfadistanz zu erhalten» also der Win- 
kel, welchen man die astronomische Refraction zu nennen pflogt. 
Wegen der grossen Entfernumren der Sterne von der ICrde kann 
man aber die Linien Ssm und 6s oder Ss' ohne allen merklichen 
Fehler als einander parallel betrachten, woraus sich die Gleich- 
heit der Winkel Stmtm und SOsn' oder tOsn' ergiebt, so dass 
also üMch durch den Winkel sOs,/ , "elcher obm in dem Ab- 
schnitte über die allgemeinen geonietri?^( fie?i Eigenschaiten der 
Refractionscurven durch & bezeichnet worden is^t, die astronomische 
Refraction dargestellt wird» und wir daher nach 68) flir diesdbe 
die Diflerentia^leichiiog 

87) ae=— 



haben, we jetzt u die Entfernung der Russersten GrSnze der Atmo- 
sphäre von dem Mittelpunkte der Erde bezeichnet, und daher im 
Folgenden offenbar so lanc^e als constant zu betrachten ist, ao 
lange die Luit ia der Atmosphäre in einem unveränderlichen Zu- 
stande vonuiBgeeetzt wird, 

Setsen wir nun 

oder 

und entwickeln die Gttoe 

nach dem Binomischen f^cbrsntze, dessen Anwendung hier zulSs- 
aig ist, weil die nothwendige Reeiiität von 36 von selbst fordert. 
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die Grösse 



Uciuer ab die Einheit iai, iu eine Reihe, erhalten wir 

. 1,3.5 M{u)Yri^)hu 

5f 



W^l aber die GrSaae 



von u ganz unahhSns^ig ist, cmd 9 för i»=a offenbar verschwin- 
den niuaa, so erhalt man aus, der ohigen Gleichung durch lote- 
giatkNi MÜr der Stdie t 

+ 

Ueberlegt man nun, daaa die (iroe»8en 

oL 



1.3 
2 



<^ II. a. w. 

von fler scheinbaren Zenithdistanz Z ganz unahhängig und also 
für alle scheinbaren Zenithdistanzen dieselben sind, so können 
wir dleaelbeii nach der Reihe durch 

^, (i, 2),.... 

bezeichnen, indem diese Symbole von drr scheinbaren Zenith- 
distanz Z ganz unabhängige Gritoaen bedeuten, und erhalten da- 
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h*^r n-fch fipin Ohijp,, f,ir dio nsfronniuiselie Kefnu)iiOII->i8 «ine 
^naiytiaclien Ausdruck von fofkenden Form: 

80) Ö=-a.8iDZ+J39sinZ»+|;j|esingf ^ . 



Einen Ausdruck m anderer Form kann man auf folgende Art 
eotwickelD. Nach dem Obigen iai 

du 



09: 



1111(1 Iblglich, wenn nia» lür f& seinen aus dem Vorhergehenden 
bekannten Werth einfuhrt: 



oder, wie leicht erhellet: . . i- .. 

foigUch 



90) a0= 



aZtangZAfO^" 



u 



Entwickeln wir nun wieder liie (inlsse 

nach dem Binomischen Lehraatze in ehe R^he, 00 erhalten wir: 



« 
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also 9 wenn niau auf beiden Seiten dieser Gleichung iritecrirt, auf 
ganx ähnliche We^^c nie bei der vorhergehenden £nt!>vickelung : 

1.3.5 ^ aLf'iu) . , A/ /:/(«) V . 

+ , . » 

\irpraiM sieb« nenu nieder , 

^ewi«8C von der i<cbeinbnron Zenitbdij^hiny. Z gaii/, utiabbant^ipe 
Grossen bezeichnen, für die astronomische KelVaction 6 uuniit* . 
telbar der folgeMle Ausdruck ergiebt:. 

91) a =i< tang Z — I J? tang Z^ + i~ Ctang Z» - |~^|DtangZ'+... 

■ 

Diese Form des allG^emeinen Ausdrucks der ostveumnischeu 

Refraction wird flrr 'l'heorie dersrltrrn 'jo^üfinfirb r.wm Grunde 
selegt, und dabf'i <MTi(i grössere oder geringere Anzahl von Glie- 
dern der Reibe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens vom 
AnfiNige derselben an bnrücksi^ti^l. D» es uns Ihisr), wie schon 
in der Einleitung bemerkt worden ist, Torläu% nur auf eine allge* 
meine Erläutcnmi; dieses nichtigen Gegenstände« aitkntnint, und 
wir für jetzt mit dtej»en Entwickeluiuien nur eine VervuUstaiuligung 
der im Vorhergehenden gegebeneo Theorie der terrestrischen Re- 
fraction, vorzilglich Anfangern zu Liebe, bezwecken; so wird es 
der Kürze wogeii hinreichend sein, bei den beiden ersten Glie- 
dern der ubigeo Reibe stehen zu bleiben» und daher 

92) e»i4taBgZ-~ti7iangZ> 

zu setzen. Die Coeflit ienten und R «sind offenbar mir so lange 
constant, so lange der Zustand <ler Ataiosphäre iingeändert, 
d. fc.-so lange der Stand des Barometers und Tiiermonietera am 
Beobacbtungsorte derselbe bleibt. Legen wir' nnn aber den Zu- 
stand der Atmosphäre, wenn am Beobachtungsorte der Stand des 
Barometers 0'",7() und d^ Stand des Thermometers 0 ist, als 
einen Normalzustand zum Grande, lassen femer letzt A und B 
die diesem Normalzustande der Atmosphäre entsprecnenden Werthe 
der boiflrn konstanten bor!(MittMi, und sctzeli endlich, gewöhn- 
lich geschieht und, «enji auch nicht mit vfilli^er titrenge, den 
Beobachtungen zufolge doch wenigstens näberungsweise verstattet 
ist, di4s atmospbiriscben Reffuekionen^den Diebn||^i^len der Luft 
profiortional; so wird man offenliar, da bekaimtlicli 
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die Dichtigkeit der Lnft bei dem Barometerstande 6 und der Tem- 
peratur < ist» naeh dem Obigoo Im Allgemelaen 

U3) ö=sF(6,/).(-4tangZ— iiiUingZ^) 

oder 

Bu setzen habe^. Die Constanten A und JB in iBescr Formel mfis* 

sni aber durch neohaohtiingen bestimmt werden, wozu die Astro- 
nomie vers<hiedene Wepje darbietet, von denen wir hier jedoch 
mir den folgenden etwa« näher erläutern wollen. 

Man messe dfe scheinbaren Zenitlidistanxen Z' und Z" eines 
Oircumpolarstcrns bei seinem obern und untern Durchgänge durch 
den Meridian , und beobachte gleichseitig die Stände des Barome- 
ters und Thermometers ft' , V und 6", f^; so hat man, wenn die 
entsprechenden Hefractionen durch 0' und ß" be;Eeichnet werden, 
nach 04) die beiden folgenden Gleichongea: 

e'=zF(i,' , f) tang Z'.A—l F(ö' , t') tang Z'» . /?, 
= fX^", f ) tangZ*.^ - **)t»ogZ"».Ä 

Weil nun Z*-l-B', Z^-f-d'^ die irahren Zeulthdistanzen sind» 
und bekanntlich , wenn P den Abstand des Pols vom Zenith be- 
aeicbiMt» j«dsiraeit 

(Z' + e') (Z* + ^) =2/» 

ist*); so erhalten wir aus den beiclen obigen Gleichungen, wenn 
der Kurse wegön 

ßz=i F(h' , n fang Z' ± Fih" , f) tang Z" , 
y=;F(6' , 0 tangZ'*^ ^^^''^ O «ang Z"* 

• 

gesetzt wird 5 wo die Grossen y aus den Beobachtungen 

sSmmttich bekännt sind» auf der Stelle die folgende Oleichung: 

«+^^— yi?=2P. 

Hat man nun aber ganz auf dieaelbe Art wie vorher drei Orcmn* 
pfdarsterne beobachtet» so erhält man aueh drei CUeichu^gen Ten 
der Form; 

«»4M-1%Ä=2i>; 

*) Die oLera oder ntitt rri ZeichcA sind hier Und nachher Sil nehmen, 
JenseMem die Zenithilistans Z" (fdr «nsare Bemisphftte) auf der Neidtollo 
edw auf der SMaeiie dct Ztaillw gemeMcn worses ist 
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b deiifii die GrSMen 

«» ß* y; «I» A» yr, ««. Z^«. 

Ulis den Beobachtunj^pn sfimmtlich bekannt, und nur die drpi GrHs- 
860 A, ß, P unbekannt sind, welche letzteren sich also mittelst 
der drei vorhergehenden Gleichungen beetlninien Iwuien. 

Dass durch Vervieifaltisung solcher Beobachtungen und mit- 
tetet der Anwendung der Methede der kleinsten Quadrate eine 
grössere Genauigkeit bei diesrn Beobachtungen erroicht werden 
kann und nur all«in zu erreichen ist, dürfen wir hier als allgemein 
bekannt voraussetzen. Jede Beobachtung eines Circuiupulareteme 
liefert eine CSIeidiung dee ersten Grades Ten der obigen Fetm 
swisclien den drei unbekannten firos.sen By P\ un d hat man 
nun mehr als* drei Sterne beobachtet, so lassen sich die daraus 
resultirenden Gleichungen, deren Anzahl die Anzahl der zu beistim- 
menden drei unbekannten Grossen ubersteigt, bekanntlich nur der 
Beliaadinng naeii der Metbede der kleinsten Quadrate unterwerfen. 

^ Dans sich cur Bestimninnf der constanten Coeffidentmi in der 
Gleichune 80) eine der vorhergehenden eaoz ähnliche Metbede an* ^ 
wenden uwsen würde» föUt auf der Stelle in die Augen. 

Das Obige enthalt zugleich eine Methode zur Bestimmung 
der die vorher durch P {»pzeirhnete Distanz des Pols vom Zenith 
SU neunzig Graden ergänzenden Polhuhe des Beobachtnogsorts, 
ebne dabM cHe vmiilHiabM» Kenntnlss der Refhustion voranm^' 
zen, hat hier aber zuniebst nur den Zweck, im Allgemeinen die 
MOglirhkeit der licsfimmuag des beiden OoMtantenwlttnd'AdMeir 
Beobachtungen zu erläutern. 

Eine weitere Entwickelnns; der Theorie der astronomischen 
Refraction behalte ich einer andern Gelegenheit vor, und bemerke 
nochmals, dass die obigen kurzen, wenig erschöpfenden BetnMsh- 
tungen Aber diesen wichtigen GcL'«Mistana nur der Vollständigkeit 
wegen und Anfrin^rrn zu Liebe beigefügt ^vnrdrn sind, intieiu ich 
in der vorliegenden Abhandlung hauptjsächlich nur eine weitere 
Entfvickeiung der geometrischen Theorie der terrestrischen Hefrac- 
tlen in Auge hatte, und w«ilil wAnscbte, dneb dieselbe die JUife 
nerksamkeit einer grosseren Anzahl von Lesern auf diese Tbe^rli 
von Neuem hinzulrnken. und zu einer Wiederholung der Bestim« 
niunfi; des terrestrischen Refractionscoeilicienten mit sorglaltiger 
Berücksichtigung aller dabei in Betracht kommenden Umst&nde 
vielleicht Veraiuassttng zu geben. 
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Zur nUTerenziatlon der Potenz. 

Ton imm 

Herrn Professor Dr* O. Sehldmilch 

an 4ar UniTcreiUl s« Jwm 



])or DifT« renzklquotient von ot* lai bekMtotlkh die Giftnie, 
«weicher sigli det Ammek 

nSbert/ sobald bU Null abnimmt Da unter dieser Vor- 
riiMiüiiijl auch ~ gts^o (Ue Nntt conrngiitf gofcaimiiaaii J'^tI 
fletieo» nod es tot Jetst f&r Lim 8=^0: 

Zur Auffmdunp; des Gränzwerthes rechts hat man sehr verschie- 
dene Wege eingrc»firhla?eii, weil man nicht sjorn das Binnminlthco- 
rem fär jeden beliebigen Etponenteo dabei in Anwendung bringen, 
sonderh Im ^ tiec^entheil dieses erst In Terlanfe der Dilferenzial- 
rechnnng mit Hälfe des Werthes von d{xt^)\dx ableiten wallte^ 
flwar bat eis nicht die nindeste Scliwlerlgiceit« mitHaifedss SatMS 



Lim[(l + ad)^=«« 



die sesuchte Limes zu ermitteln, wie ich z.B. in meinem iiuud- 
buche der Differen zialrechnttng gethan liabe; wem aber 

die Amvenduntr dieses Theoremes z» fremdartig erscheinen mag;, 
dorn wirr! virlleitht die foluernle Kntuickelune hosspr znsairen, 
noriu nicht» weiter als die Kenntnis» der ganz elementaren i ormel 

•^^^=1+« + «« + ....-1-11^—1 (2) 

vorausgesetzt wird. 

Sei mniciiat f» eine gpnse positive Zahl =m, so tot 
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diM TvmiSge der Formel (2) auch < 

Da «idl Bin Ür bis ma Null abnehmende d jedes eiaielae Glied 
der GrSose 1 nSlieit» wird 

Scbreibt inao kd för d, so erbilt man aocb 

(1 f Ä(J;"* — 1 ' ' 
Li» ^ ^ - ssmk. (4) 

Sei ferner (i gleich einem Bruche — , dessen Zähler und Nen- 

7 

Der ab ganze positive Zahlen vorausgesejt^t werden, und 
80 kann num ilSr «In beliebigM d setsea: 



und hier muss e eine Grosse sein, di^* mit S eleichzcitic? bis ^uf 
Null ahninimt, weil man ausserdem nicht auf die Voraussetzung 
(5) zurückkäme, sobald hier ä gegeu die i\uU couv ergirt Es folgt 
nao weiter ' ' ' ■■ % *- 

(l-f.^P = (l + r+fid)f } 
und folglich nach Subtraktion der Einheit und Diviaion mit S 

— d — 1 ^> 

Die Gleichung (4) berechtigt nne aber 

- j SSiWäfc 4- 6* 

SU setzen, wo e' mit ö bis zur Null ubuinunt. T^ennfzrn w'n- «IIoks 
für die Gleichung (6)', wo q, wie früher niy eine iiositivc guuze 
Zahl ist, so fol^ : ' 
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Gehen wir in diei^er GleichtiDg zur Gräoze für unendlich, d. h. 
bis zur Null aboehmende d Ober und eriimem uds, dass das \ct- 
schniruieri von 6 auch das Ven«ch winden von s und i' oMb sich 
zieht«, so giebt die Aowenduog der Formel (3) för m=^p 



p^gr und foigUch 



d. h. nach iNü. (5) 



Mit No. (3) tttsamiiien IlioMt bloans der Sati» dass üir jedes 
nttionale und posflive |i 

lüfs^^ y =sfi (7) 

ist, der sich rltirch die biose Beuierliung, dass man sirb nicht 
angebbaren Zahlen durch angebbare Zahlen soweit man wiii nähern 
kann« auf ifraliomle und positive f^, d. h auf jedes beliebige po* 
sitive I» srweitert 

bt endlieb negativ» etiva fis— so ssl wieder 
Es foli{t hiems der Reflie baeh ' 

+ = j 

' l+r + «d' 

und da e eine mit 8 bis zur Null abnehmende Grösse sein muss, 
V aber an sich positiv ist« so folgt jetzt durch Grfiazenübergaog 



♦Ä— r, also r=s— V, 
d. b. vermöge der Bedeutung von r 

Lim =(— V). 

Mit 2so, (7) susammengebalten giebt diese den 6atz, dass 
überbaupt für jedes reelle 
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ist, und dieser fllh(l ▼ermOM der GieichoDg (1) zu der aUgemeinen 
Formel ' v 

• * 

deren Beweis demnach nur die Kenntniss der Sumilieiiroiniel Dir 
dte geometrische Progression io Ansprach nimmt 



ULI. 

• * J ' 

Velber eine eisenttittnliclie Busdiel«- 



nung Ibei Reih^nsiuiiiiiinuiseiK 



Von dun 

H^rrn Professor IXr, P* 8.€hldiiii(ch 

ul dw UnivflistCil *Mi Jens. 

Die interessante Thatsache, deren Besprechung den Ge|^en- 
stand dieser Zeilen ausmachen soll, besteht, in icürzestcr Form 
ausgedrückt, darin, dass eine dqrchweg convergente Reihe zwei 
oder mehrere ihrer Crestalt nach sehr TerschledleBe Samme& hahen 
kann, janaehdem ehie in der Reihe yorbomniende: Variabele 
zwischen ver.srhicflenpn Orfinzen UegL Denken wir uns, um den 
Begriffen ein anöcbaulicbes Substrat 2a geben» zuiifichst eine 
Reih eosummirung von der Form 

F(s)=4|-i-ilix-|-4i^-|'^sx>+ .... 

ausgeführt, und sub^tituireo wir für x die Grösse 

weiche für kein reelles x die Einheit flherschreitet; so bildet 
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ofenbar eine neue Fnnktita ▼«o die sehr veisehiedeo eciii 
kann und etwa f{j3s) heisaeD mOge. Wir haben dam 

Die rechte Seite besiU( Dan die Eigetoschaft, siehniehtan ladeni, 
wenn man - an die Stelle ven x eetet» denn es ist 

ar X X 

"[^Ly ~~ ~ i + ' 

nnd folglich wird jetzt 

Die rechten Seiten von (1) nnd (2) sind nun identisch, tmd 

daraas scheint zu folgen, daKS eä auch die linken Seiten sein 
müssten ; aber das ist gar nicht nulbig , denn im Allgemeinen kann 

•/^^iMiiOglichrltit fi^ aiiHnwfraftHwi» Wtuil» vn tantr hi 

Q) ar^i^.^^'jraUt inj(9<4astaewdr>l, und ^IgttA müssen 
wir jetzt sagen : In der Gleichung 

hat die Summe y swei vencbiedene Warthe, .n&nUch 

sliir x<^\ ist ^=f{x), 

. .rar ar>J dagegen yrs/^^^. 



i I 1 . 



Wir wollen dlesa an einem Beispiele eiliutenii dem 
big viele andere leicht anreihen kann» * 



fiotwickelt man V^l^t* nach ^sni. J^inamialtheermn» ae ist 



fflr i5l 



(3) 



z 

Ai^s,,!4- .1 * ji. 



( ^ 
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folgt aber sehr leicht 



■> ■ • • 



I '2x 



■ Ul 



und hätSIk eigiebt «ich auf d^r Stelle 

■ ' ► 

d. h. eioe Gleicfauoc Ton der Form (1), nnd zwar di^eoiee, ' wo 
fir) die einfacbate Gestalt hat Jeaocb gilt di^aea Resultat nur 

f(3r :r^i; denn aus No. (3) geht herror, dase die linke 'SeH» 

eine Funkthio von i darstellt, welche beständig w&chst > nrean man 
i das Intervall ü bis 1 durchlaufen ISsst, also fiir 2=1 ihr Maxi- 
mom erreicht =1^ daraus folgt deoo sogleich 

1 ^A«d,h.d?^l» , , 

wie behauptet >vT!r<l(». .... 

Setzt mau dagegen io der Gleichung (3) . . - 



so tisdet man umgekehrt 

2ar 



und folglich ' 

und dieis gill wie Torhia fiBr . . i 

d. h.— ^1 oder 

Verdeichen wir nnn die nnter (4) und (5) gefnid«nen Resultate, 
so erglent sidi« dass die Summender Reihe 

ansgedrflcht.wird durch 

y=X VOU xz=.0 bis = 

~ Fon his as^ssoi. 
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DIess UUwt sich geometrisch sehr gat veranschaulichen, wenn 
man' sich in No. (6) a:undy als rechhvinkliche Cnordiiiaten ilenkt. 
Die Linie, deren Gleichung No. (6) ist, besteht dann aus zwei 
Xheilen, von denen der erste dne die Absctssenachse anter dem 
Winkel 4Sfi sduieideiide und darcb den Anfangspunkt gehende 
Gemde {OB in Taf. I. flg. 7.) nnd' der endete ein Stficfc von 
einer gleiehseitigen Hyperbel bildet, deren Achse = V? ist und 
deren As^'mptoten dieCoordinatcnachsen sind. Die vorher angeführte 

Figur eiebt hiervon eine Abbildung, beider OA=^AB=l. ÖB= VI 
ist, und worin OBS den positiveo TheU der Iragiichen Curve dar- 
ntdlt. 

£s Icoupft sich hieran eine aJIgcmcinere LutorsuchuuH, welche 
leigen soll, auf iretdie Weise man jede geftKs.son Beain^migen 
nonBiworfene Funktion f(s) in ene Reihe Ton der Fecm 

verwandeln kann/ Wir müssen sa diesem Zwedie an die söge* 

nannte Umkehrungsformel von Lacrange erinnern, welche Folgen- 
des sast. ist y' die kleinste. (L h, die mit z gleidizeitig ver- 
schwindende Wurzel der Gleichung ■ 

3f-av(3r)=*0» (7) 

worin ^{y) eine stetige flhr ^=0 weder verschwindende noch un- 
endlich werdende Funktion von jr beseidyaet» so lltaat fleh jede 
andere Funktion ^(^) jener kleinsten Wursel In die Reihe 

Terwandeln» wobei die CoefBzieDten mittelst der Formel ^ 

^•===1.2.3....« *^rfy.=r-^ (?) 

für tr=0 nach ceschehener Diflereoshition bestimmt werden. Diese 

ReibenentwickiMunir i^ift aber nur so Iniige, als der Modulus von 
z kleiner als der Aloduius des kleiu«t}iu z ist, welches die «imul- 
tauen Gleichungen ' " 

erfliilt» nnd aosseedem noes ^(y) eine Fnnklien sein^ wriche flir 
•idi in eine Reibe Toii def Fofu nb+%y*l*^y'4'***« verwandel- 
bar sein würde *). 

Um hiernach unser Problem zu lOsen, setaen wir ln (7) ^(jf) 
=Uy* + l)9 die Gleichung 



) M. •• mola Haaibedi der Dlflbremrtalrtchaaag Cmp, IX* 
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hat dano tlie zwei Wurzeln 

X » 9 — X 5 

von denPTi die zweite mit r gleichzeitig venscbwiDdet, aUo ttoser 

^' daräteiU. i^o haben wir denn 



und dahei ist 

^-i:ä:~ü-2> ^i=5 filrjf-a (12) 

Die beiden simultanen Gleichungen (10) «ind 

also 

2, 1. 



daraiui folgt und nach dem Vorigen s=-pj=:J:l, nnd 

folglich muss der Moduhis von z immer kleiner als die Einheit 
sein, was man der Gleichung (11) schon im Voraus ansehen konnte. 
Setxt man in ihr 



1— \rr— *« 

— J — 

wo Timi wegen z<i aueh immer Ist, so folgt 
imil mithio 

Schreibt man /' für ^ und setzt 

so ergicl^t sich jetzt, weil AQ=f{0) äeiu muss: 

TheU X. 4 
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rt*)=A0) + ^G7^)+T^Cr^>+- j (U) 

^ N 1. ). 

Hätte mau dage^eu 

Z X 

! ' ■ ■ ■ * • 

gesetzt* so n-Srde mao zu dem Resilinte 

. ACD=/-(»HTG^)+ÄfcO*+"j (15) 

.« > l . ; 
ffckomnieD seiii. Es ist demnach fifr 

■«(•.■ 

y=/l — I Ton x^l bis j;=x; t 

uTi') «lie Curve, deren Gleichiint^ (10) i.st, besteht deiuuacb wieder 
ou^» zwei Linien von ver8chicileiier Natur *). 

Man küiiiite noch fragenj ob sich nicht ein dritter analytischer 
Ausdruck finden Itesse, de^ von selbst entweder in f{x) oder 

f^~^ übergeht, jenachdem j:<1 oder >1 ist und der dann gaiia 
im Ail|(e»eiiien de» Weftb Ton y darstellte und die Unterscbe!> 
dung von x^i ÜberiRissig niachtel Diese IIImI sieb. aifT folgend» 

Weise erreichen. Nach einem bekaipnte^ Th«<Mreme ist der WerUr 
des Integrales 

y^* 6intt»cosj3» ^^ 

BUden wir uun den Ausdruck 



*) , Bcispiole jiterzn llaati miin tjch tcicht in Mcngfli vcrschafTen , da 
«1 viele Fiiiilttionoti |i;i<-bt, für wclfke di« Bestimnittiig Ton A'n kei- 
nen Sch^ripii^kcitoii liiit(;rliefft, S. B. /(£)=:^ (I» gSOI «lul pvdliT), 
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worin als konstant für «lie Integration nach ^ angesehen wWI, 
so ist für l>a: das eiste latesmA sj^» das swelte xsO, fiiJgikh 

ferner (iir ;r=:l jede« der iutepn^&le =t^, mitliin 

und Dir jdr>i das erste Integral =0, das zweite =|, also 

■ i 

2 

Es stellt daher der Austlruck A in jedem Falle den Werth von 

« dar, und demnach Ut für die Dach Formel (13) bestmunten 
Werthe von K 



und diess eilt iur alle a: von a:=0 bis a:=oo. Der reelle Gen inn 
bei di«er Form lyesteht därln, <kss die DistioktioneD hinsicbtitch 
Als X wegfallen, was of^ die Rechilnng abkOrst. Wollte man 
S» B. den Werth des Integrales 



wo F eine bcliehige Funktion bezeichnet, entwickeln, so wurde 
man, um sich der Formeln (16) und (17) bedieneil zu können» 
erst seilreiben mäipen . , 

und dann im ersten Integrale y=f{j) nnd im zweiten y^f^^ 

setzen : unter Anwendung der Formel (1^) dc^cgen ist eine solche 
Zerspältting von S nicht lulthig, indeift mas mr y unrotttelbar die 
rechte Seite der Cleichuag (18) snbstitonrt und damit S in ein 
Doppelinte^ral verwandelt. 

4 

Zum Schlüsse noch ein Stuckchen Polemik. Die vorigen Un- 

tersmhnngen zeiiien nämli(;h vollMHifMli!; die Nichtigkeit der 
sogenannten syntaktischen oder allgemein analytischen 
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Bedeutung der nnendlidieii Reiheo, wie sie naaMBtliuh 

von Ohm und seinen Schülern verlochten wird. G&be man x. B< 
einem soiclien flerm die 8umminiog der Reihe 

auf» so wQrde er aagea: mlcbta leiebter als 4as> nirachreibeDdüi 
Reibe in der Form 

und wenden das Binomiallbeorem auf Jede der etnselnen Polenxcn 
▼on ar* an; diese gisbt . 



und zwar ganz all gemein richtig fiir alle :r. Denn so lange 
nicbt zu emer Zabl spezuKsirt wird, ist ja in der Gleichung 

(i+.T«)--^t-r*«+^^^j^«*-... (19) 

an nur »der Träger der Operationen'* *), allgemein analytisches 
Symbol u. s. w. Die Zusammenslebunft derjenigen Glieder» die 
gleiche Potenzen von x enflialten» giebt nun ^ssx und felgtteb 
jst ganz allgemein 

Die Unrichtigkeit hiervon zeigt sich aher sogleich, wenn man 
— fiir ;r setzt, denn man erb&lt x=:-z> und das ist syntaktbch un- 

geheuer falsch und nur für :c — \ richtig, so dass also am Ende 
gar keine Reihensummirung, fioodem nur x = i herauskommt. 



*) Mir mik bei diete» Ohm'tehen Stlcbworke allemal dae fjniber 

an t?( ntichen Höfen existirent^e Tnstitnt der Prngeljunpen nln , auch er- 
iimert vuf mich mn jene chineaiaclieo FroleUuier, die davon leben, daie 
eit die Anderen mmlHuwCM BsmbnhieW eich aaficahien hutco. 
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Wir Anderen, die dne Gleichung zwischen Funktion und 
Reihe Dur dann gelten lassen, weon letxtwre convergirt, wfirden 
nun so verfahren. Die Formel (19) setzt voraus, dass sei, 
weil sonst <lio Keihe divergirt und mit " dann niclit mehr 

identisch iai. Wir liihren also die ganze vorige Rechnune nur 
mit der Bedingune <i und liehanpteii daher auch dae ßii£e«d- 
tat oder die Gleichnog nur f&r x<t. Ist dagegep 

> I p so sehreiben wir 

l 

* «ir * 



setzen — wo min ist« und nehmen die ganze Rechnung 
jetit mit der Gleichung 

Bemig «tf I «> wie Torhin m Bemig auf Ihidet sieh 
dann ^=:t, d. h. y=^'~, od so gelangen wir genan s« demselben 

Endresultate wie früher. — Die Anzahl solcher Beisiiiele iSsst 
sich übrigens leicht vermehren, und sie neigen immer wieder, dass 

diverp;ente Reihen den Funktionen, aus denen sie entwickelt wur- 
den, nicht gleich zu setzen .sind. l'^m^aher solche Beispiele zu 
kennen, niuss man sich im (>eliiete des Caicüls etwas umgesehen 
nnd sich namentlich mit distcontinairlichen Funktionen beschXftigt 
haben. Wer weiter nichts will, als Funktionen wie e*, sin ;r etc.. 
In Reihen verwandeln , langl freilich mit jeder noch so niiserabe- 
len , ja sogar mit gar ketiter Ansicht aus ; geht man atier ein paar 
Schritte weiter, so lernt man bald das Gefährliche solcher angeh' 
lieh allp^emeinen Theorien kennen ; versteigt man sich endlich in 
Gegenden. i^ n e« nur einen einzigen ^Vr[;, den man sich erst 
seihst hrechen mnss, und also auch kciiip (vontrollc giebt, so 
fühlt man die Nothwendigkeit solcher Methoden, welche die Garanr 
tie der Sicherheit in sich selbst tragen. Diess ist auch gans ein- 
fach der Grund, warum alle die Männer, welche in neuerer Zeit 
die Wissenschaft materiell erweitert haben, sich zu den haupt- 
sächlich von Cauchy und Lejeune Uirichlet vertretenen An- 
sichten bekenneo. 
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IV. 

Heber die eylindrisclieii Kanalllftehen. 

. Von dynA 
Herrn Doctor Die ng e r ^ 

l^olwer te HtttienMitUc und Plijiik in der höheran BArgmchoIe m 

SimheiiR bei Üeiddbwg. 



Wenn eine ce^ch]o9«ene Fläche oder Korper sich so bewegt, 
dass einor ihrer Punkfe auf einer bostiminten Kurvp sich bewest, 
so ist die umhüllende Flüc^be aller der .^iipce^veu kj'df^en, welche 
die bewegliche Fliehe eiimimnit, eine Kanalflllehe. Für den 
Pafl, diOT die bew^fiehe Flüche eine'Kogefflache -tcta JconstantGin 
Halbmesser ist, deren Mittelpunkt auf einer poi;f'!»f»rH»n Kurve sich 
bewe^, nennen wir di^ entstehende Kanalflfl che eine cylindrische. 
WiT stellen uns nun im Fulgeuden die Aufgabe, den Fluchen- und 
den REumünhaU dieser letztern Gattung zu bestimmen. 

I. 

Eine Kogel vom Halbmesser r bewegt sich so, dass ihr Mit- 
tel|mnkt auf eiocro Kreise bleibt, dessen Gleichung ist 

#elches ist die Gleichung d^r beschriebenen Kanalflüche? 

Bezeichnet a die Alwcisse eines bestinimteii Punktes d«j fes- 
ten Kreises, so ist das dazu gehörige y— \ V Tr''^ — und die 
Cileicbung der Kugelüäche, weun ihx Mittclttuitkt iu diesem Pooktc 
sich befindet« Ist ' 

Differenzirt man diese Gleichung nach a, so crgiebl sich; 
oder 

J:oy=ar1^3Z*^^. (2) 

Eliminirt man nun a zwischen der Glct« laiiig (1) und (2), so er- 
giebt sich als Glelehiing der verlangten Kanalflficbe: 
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Wie man leicht findet, wird die8e Fläche von einer Ebene, 
die durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht nod auf der 
Kl>ene der ji/ senkrecni 8teht, in einem Kreise geschnitten, des- 
sen Uaibnieiiker r ist, wa*» kfar usit, da oflfetdiar die vorliei;ende, 
durch die Gleichung (.i) ausgedrückte Fläche auch entsteht, wenn 
ein Kreis vom Halbmesser r, dessen ESbene senkreeht stellt^ mt 
der Ebene des festen Kreises, sieh so beweet, dass sein Mittel- 
punkt den l^nftiiu des fesfen Kreises durchläuft, öder dass er 
eich um die Axe der 2 dreht iu der Entfernung R. 

Suchen wir nun deo FlächeBinhBlt der betracbtotee Kaoal- 
lliche zu bestiininen. 

Sei in Taf. I. Fiij. 8. CJ) ein Viertelskrel«? . dessen Mittcl- 
puiilit G und dessen llalbniesser DG — r ist; lerner sei senk' 
recht auf GA nnd JGs: A; EF ein filemeot des Kreises, dee- 
een Gieiehnng 

sein soll. Dieser Viertelskrris drehe sieb um AO, sn beschreibt 
das Element £F, das man alH geradlinig betrachten kann, eine 
Kagettlehe, 'deren Inhalt 

ist. Nun ist demnach ist die Fliehe, wekdie 

durch den Viertebikreis CD beschrieben uird : 

Wäre der Viertelskreis nach Aussen , statt nach Innen gewendet; 
•0 fände sich Hlr die beschriebene Fläche: 

Die betrachtete Kanalflftche ist aber offenbar gleich der doppetten 
Sonutte dieser i^ei Flftdien« d. b. gleich 

oder gleich der Urafläche eines senkrechten Cylindcrs von gleicher 
Weite . dessen Hube gleich der (.ringe ('IRTt) der Mittellinie der 
KunaiÜache ist. Biegt man also diesen Cylinder, bis er eine 
KanaUliiclie bildet, so dehnt eich seine eine Seite um eben ee 
viel aus, als die andere ausanuneiigedrflckt wird. 



» 
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Den Raamialialt erbXIt naa a«f «hDliehe WeiM. Der m NEFM 
enevgte KOrper hat einei» diircli|.im.(JrF>-|- JfF.iVIS + 

ausgedrückten Inhalt. Dieser ist nun gleich nfftf(R-^x)* 
f^^^^^ ; somit hat der Ton ODCA erzeugte Körper den 
Inhattt 

Ist der Viertelskre'fs unrh Ansf^en geweDdet, 80 erhält mao iür deo 
eotsprecheoden erzeugten Kaum: 



2r';r 



Der Ha\iniif)halt des cyrmdrischcn Kanals ist al»tir gleich dem 
doppeilen Luterschiede dieser beiden Ivurpcr, also gleich 

d« h. deieh dem Kubikinhalte des vorhin erwähnten senkrechten 
CyllDoers. 

II. 

üie vorstebeoden Resultate küuueu nun leicht veraUgemeiDert 
werdeo. Sei 

die GleichoTiG^ einer ebenen Kurve, auf der sich der Mittf^l|iiirikt 
der üeivegUcheD Kugel bewegt, so ist die Gleichung dieser letztera* 

und wenn mau a zwiischeo dieser Gleichung und 

^-a+<y-A«))r(«)=0 

eliminirt, so erhält man die Gleichung der gesuchten cyltnUrischen 
Kanallläehe. 

Diese iHt offenbar die nändiche, als die Fluche, welche ein 
Kreis vom Halbmesaer r beschreihes würde, dessen Mittelpnnkt 
auf der gegebenen Kurve sich bewegt ved denen Ebene eenkrecht 
steht auf der Kbenc der Kun'e. 

l^m dir OTx rHäc he dieser Kanallläche zu beatimmen, rerfah- 

reo wir auf folgende Art. 

« 

Denken \rir nns im Anfangspimkte dor Coordinaten Axe 
der : errichtet,, so kann man sich Vorurteilen, der l>eue«;liehe 
Kreis drehe sich um diese Axe. Betrachten wir (vorhergehende 
Fi|pir) den Pmikt so bleibt fär ihn MF eicht konstant» wie In 
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I., sondern indert sieh, }• nach der Gestalt der festen Kmr«; 

jpflodi kann mnn fiir rinpn unendlich kleinen AVinkel ffi^f, nm drn 
eich der Kreis dreht, MF ixls konstant annehmen, wie ancli die 
Entfernung aller i'unkte des beweslicben Kreioes von der Axe 
AO. Die darcli solche Drehnnf;^ bese^risbene OheHiSche tot nach L: 

wenn 9 die verltndOTlicbe LAn^^e von AG hedeutet Da g für die 

unendlirh kleine DrrhiTnt]: rf^!' konstant hieilit, so ist Qf/rl^ — ffs, 
^vemi ds das 1 l< ment der festen Kurve hezeichnet. Bewe^ sich 
aifiio der Mittelpunkt der liewesitchen Kugel durch die Liinge t 
der festen Knrve, so ist der johalt der dalnrch erseogten lüuial- 
tfiche: 



'f 



d. h. gleich der Obertläche eines senkrechten Cylinders von glei> 
eher Weite, dessen Hohe gleich der Länge der Mittellinie ist 

Ganz eben so findet man, dass der Kubikinhalt des Kanals 
ist dem Kuhikiahalte des eben erwriiliaten Cßuiun. 

Sei %. B, die J^ij^, deren (xleiehimg. 

ist, die leitende, feste Kurve (Mittellinie), so ist, wenn mau die ganze 
Kanalfläcbe betrachtet, die Länge der Mittellinie: 



worin t= — 9 welches Integral nun durch die elliptischen 

Funktionen, oder durch die sehr convergirende Reibe 

1=20.11 -a.).-j 

ausdrficlken kann. Der FUcben* und Ranminhalt der KsnaMfiche 
sind nun: 

2nU ond rV« 

Anf ähnliche Weise verHihrt man in ander» Fällen« 



IIL 

Endlich sei die leitende Kurve eine krumme Linie do|)pelter 
Kriinunung, deren Gleichungen sind: 

a 
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80 erh&lt man die Gleichung der entstehenden K^aIO$che# 
n^p a eliminirt zwischen 

und 

sr^aMy - fia)) f'ia) -f-(z- F(«)) FC«) =0. 

Isf da« Element der leitenden Kurve, so k;inn man diese« 
ai» eben UtitracItteH; wofau8 nach 11. iolgt, datm die Eleiiieute der 
OberflScIie und d«! Ramninballes resp. sind: 

2i';rc^ und r^nd», 

vroraus durch Integration leicht foli^t, dass sowoM OhcrflSche, ida 
Rauminlialt hezüghch gleich sind Ündlache und Kubikinhalt eine.*« 
senkrechten CyÜnders von gleicher Weite» dessen Höhe glaich 
der Liiuge der leitenden Kur\'e. 

t)fe oben hergeleiteten Formeln hätten sich auch aus dem 
(«ntdinschen Theoreme entwickeln lassen; da jedoch die Kanal- 
flächen hänig vorhanden sind, so ist es nicht vergebene- MSht» 

die betreffenden Aiilii;nt)(^[] ohnn Anw ('fiduncr rllesrs ThfMtrems zu 
lösen , zumal die vorliegende Eutwickeiung eich leieht gaoa elemen- 
tar darstellen lässt. 
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Heber eine Klasse seometrlseher SfttsEe» 
deren Beweise anf keinen OrSssenbe* 
stimmuniren beruiien, nebst einer ele- 
mentaren Honstrukfion des Mittel-^ 
pnniiteB des einfaeiien Hyperboloids. . 

Von 

Herrn Fr. Seydewitz, 

OberlelwiMr am Gjaumtium su HeiligciwtadC. 

. 

Die von dem Horm Heraas^rher in diesem Thcile des Archiys 
S. Tm synthetischen Auflösung vorgelegte Aufgabe*) gehört 
zu demjenigen Tiieite der ixeoractrie, dessen JSätze nicbt aus Grü6«en- 
liesttaiimnngen» «otdero eioiig itiid allein an» der Definition der ge- 
laden Linie und (1er Ebene flieMeo, und welcher diesem seines 
rein geometrischen Charakters wegen und besonders dessh.ilb, weil 
er die allgememen Figuren und Figurenbeziehungen , welche (Jegen- 
etaud der «quantitativen Betrachtung werden sollen , dieser letzteren 
als reelle und bereits vorhandene überliefert, den Anfang des ^e- 
Samroten Systemes der Geometrie bilden sollte. Wenn ich nämlich 
nicht sehr irre, so besteht die letztere aus drei wesentlich von 
eiosuider geschi^enen und zugleich einander voraossetzenden Uaupt- 
ftdlen, m denen «leb der ^wieaenechaftliclie Gedanke anf ftboRehe 
Weise, wie das sich entwickelnde Bewusstsein Oberhaupt, durdi 
du* Stufen der Ansrhrnniug und der Roflcxirm hindurch zum be- 
greifenden Wissen hin Der erste dieser Theile — die 
Geometrie der reinen La^c — ist der so eben angedeutete; 
dw zweite — die Geometrie der Gestalt und Grfisse — bat 
die überlieferten Gebilde hin-sichtlich ihrer Linien-, Winkel-, Fläcbeti- 
und körperlichen Grosse zu vergleichen und insbesondere durch 
Entwicklung ihrer m^bchen Beziebuiifieu* von den besonderen 
zu den allgemeinerea an&teigend, dl« aDgemcInen netrlscK^ Ge- 



*) Die gcsurhtr Ger»cle i«l die Dnrchschnittulinic dcrfcnipfn zwei 
£1»encn, welclic dtn i^egcbencii l'iiiikl uiil den beiden gegebenen Geraden 
-vceMnden , od«r aarli , vaa einerlei ict , die Vtorbliidaii^linie di» gcgc- 
Ijcncn Vnnktrs mit dcniienifreii Punkte der «inen gegebenen Geraden, in 
weldien di« letztere von der Verbinduogsebeoe de« fiegebeaeo V^rnktm 
und der aadeten geg ob iM i Ivendea ge#cfanilMai -wiid* 
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setze zu erforschen, welche dann dem dritten Theüe -.— der Cr€o- 

nictrio (Irr Grösse jitk! Lape ■ — • uIm Priucipien dit^nort . um die 
(iesaimiitheit <lpr irPfHKetriüchef» Wahrheiten aU >\ ohlg^eiilii'derten 
Organif^iiius Uarzustelleu. — \üii diesen dreien iöt der er^te Theil 
der kla jetit noch am wenigsten ausgebildete, so dass es scheinen 
Itann, als ob derselbe ausser einigen wenigen, in den Lehrbuchern 
zerstreut lifi^puflpn Sätzeben welter nichts als eine Reihe von 
Definitionen enthalte. Gewiss aber Hürde derselbe einen gross^eo 
Inhalt und grüssere iSelbeftstfindigkeit genonnen haben, wenn. man 
die in den übrigen Tbeilen durch dl6 Natur der Sache gebotene 
IVIaxiine, die Frsrheiiningen des vnüfn T?!unnes au« denen dtc 
Eiiene, und nicht uinuekehrt, ahzulcitcn, nicht auch auf jeruMi i'ihor- 
tragen hätte. Denn hier s;erade zeigt es i^ich, dass man (»ianime' 
IriMfae Sftfie, firelcbe bisner miltels Tieter Proportionen hergeleitet 
WBurden, dnreh eine einfache sterennietrische Betrachtung erhält 
nnd so |;e^riM.sprnm.«:.seji Fruchte mit blosser Hand erfasst, au denen 
man nicht ohne Leiter und Brechbaken zu gelaugeo glaubte. U'dH 
Folgeode mag als Beweis dieser Behauptung dienen« 

■ 

1. 

Wenn drei Gerade A, B, C im Räume paarweise drei Punkte 

(endlich oder unendlich entfernt) gonjein hanen, und ein«- vi»»rte 
Gerade /i hat mit 7.wptet\ df'rselhpn , z. ß. mit A und /i. zwei 
neue Puukte gemein, so hat dieselbe ancb mit der dritten, C, 
einen Pnnkt gemein. 

Beweis. Denn hätte D mit C keinen Punkt gemein, so 
würde man, \^ei;en der vrdli(;en Einerleiheit der rechten nnd der 
linken Seite der Figur, mit demselben Rechte behaupten können, 
dass die Gerade D links, als dass sie rechts Ton der Geraden C 
abwiche. 



Denkt man sich einen Punkt N mrt snmmtlichen Punkten einer 
Geraden A im Räume durch i;erade Linien a, b, c, d... verbun- 
den, so bilden die letzteren eine Fttehe (5; ist nun iV irgend eine 
nebe Gerade, welche mit zwei Punicte a, ^ gemein hat, so 
gehen von S nach diesen letzteren zwei Jener f minien, a , h , c^d...y 
%. B. a und 6; da. nun A, a, b paarweise drei Punkte, also auch 
N mit A einen Pnnkt gemein hat, und da, wenn k irgend eine 
andere der Linien a, b, c, <f... ist, die geraden A^ o, k paar* 
%rei.se drei Punkte, die T al>er mit A unrl a zwei I*unkte, also 
auch N mit k einen Punkt gemein hat . so bat mit sammtlichen 
Linien a, b, c, d... einen Punkt gemein und liegt demnach ganz 
hl der Fliehe <S. Eine solche Fliehe, in welcher alle 
Punkte einer Geraden liegen, sobald dieselbe irgend 
zwei Punkte der ersteren verbindet, heisst eine Ebene. 

Au« 1. und '2. wird nun bewiesen, dass zwei Gerade in der 
Ebene ^ eine Gerade und eine Ebene im Räume — endlieh zwei 
Ebenen im Räume, allemal bezäglich einen Punkt oder eine Gerade 
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Drei bdwbige Ebmen im Räume habmi entweder nur ebieh 
PlBiikt oder eine gerade Linie («ndÜdi od^r unendlich entfernt) 
'gemein. 

Beweis. Denn bat die ElmDe B leSiA die Gntnde AB, und 
mit der Ebene C die Gerade CB gemein , so fiaben die in H lie- 
genden Geraden AB und CB einen Punkt s geroein oder lallen 
zusammen; im erstMi Falle baben alle drei £benen den Punkt $, 
Im tireilm eine gerade LMe gemein. 

Gehen in Taf. 11. Fig. 1. drei lieiiebige Gt^radc im Räume durch 
einerlei Punkt iS, und werden auf jeder zwei Punkte a, a; 6, /J; 
c, y beiiebie angenommen, so lassen nich diese letzteren paarweiee 
durcb zwOlf neijr' (Jernde ab, aß, aß, ab; bv , ßy, by, ßc; rn, yct, 
ca, ya, und drei zu drei, ausser Sab. Sbc, Sca , diiren acht neue 
Kbenen abc, nßy, abf, aßc, übe, afjiy, aßa, ul/y verbinden. \»i 
nun der Rdbe nach 

üi bc und ßy, 

«I by ßc, 

der Punkt J DarcJwcbjiitt.der Ge- ea «* yu» 

ßg reden , . . . ctt „ yu« 

Ci aA c^, 

n aß „ tAi 

ao liegen der Reihe nach die drei Punkte 

o,, 6i, ^1 . . ... . afo und a/3)f, 

öi» P\> yi pAc „ apy, , 

im Durciiscbnitte der Ebenen 

«1, *i, aßc , aby^ 

cti , ßi , €i aby iißn 

also in vier neuen («eraden , und da diese paarweise sechs Punkte 
gemein haben, so liegen dieselben in einer und derselben neuen 
Ebene Mm 

5. 

Sind nun abc und aßy irpend zwei Ebenen im Räume, welche 
von deu Strahlen eines räumlichen kStrahlbiischels bezüglich in 
den Punkten a, a; b, ß; c, y; d, d... geschnitten werden, un4 
setzt man in der vorbergeheiMleb Betrachtung «2 , d an die Stelle 
Ton c, y, so erhält man eine Ebene üf. welche gleich der Torigen 
den Durchschnitt der Ebenen abc und aßy un<T ausserdem auch 
den Durchschnitt der Geraden aß und ub enthält; beide Ebenen 
M fallen also zusammen. Hieraus folgt : 

Werden zwei Ebenen von den Strahlen eines räum- 
lichen StrahlhäaekeU bezüglich In deu Puuktenpaaren 
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o, b, c, d»** und a, /?, y, S... geschnitten, und je zwei 
dieser PoAktenpaare, wie a und ß, b und wechsels- 

wpisp (Irirrli zv% ei (^(^rade vcrlm Tifl en, so lief]^en die 
l)ur< hnittspuiiktc je zweier solcher üeradeo alle In 
einuudderselbeu Ebeue> welche ancb die Dnrchecbnitte« 
linie jener beiden ersten Ebenen etttliSft 

• iii. 1 II' < ' i>-! 

Aufpfiibe. \^'cTITl zwei FhpTH'n «yc und ußy, deren Durch- 
«chnittcsliDic aug8er dem Bereich der Zeichnung liegt, lieliebit: fje- 
geben sind, durch einen beliebig gegebenen Punkt y, eine Ebene 
xn I^D, weiche, gehörig verlingert, nach Jener Durcbscbnitli- 
linie gehen würde. 

Auflösung. Mm le^e durch den Punkt, yj zwei Gerades/} 
und ttbf m<1<'Ih' <lie geg. Lbeuen l>e/ü'^IW'h in den Punkten n, ß 
und o, b .s< hneiiieii; ziehe t^odaun die Geraden ab und uß , und 
aus dem l>urchj»ckiütte der letzteren eine dritte cy, welche die 
iMiden Ebenen in e y Hchneidet J^tzt stehe man noch 117 
und oc, die dcb in p^^, und by uod ße» die sich in schneiden; 
so hat die durch die drei Punkte «i, ßtf fi gehende Ebene die 
verlangte Eigensctiaft. ^ 

Ep seien In Taf, li< Fi». 2. aÄc« und b^ Ci /.«ei in einerlei 
Ebene liegende Dreiecke , deren Ecken uaarvv«ie>e auf drei Strahlen 
aaix bbj^, cc^ eines Punktes 1^ liegen; dorch den Punkt s werde 
eine beliebige Gerade Ss in den Ka*jni gebogen, und zwri holie- 
bi'je Putikte S, Si <ler lef/feren, jener mit den Erlcon d«s Drei- 
ecks übe durch die Geraden Sa, Sb, Sc, dieser mit denen von 
Ol bi durch ti Ol , si bt, i| Cj verbunden, Dfess- vorau^ge«etzf, 
60 schneiden, sich Sa und «|S| in einem Punicte a; ^6 und s,bi 
in ß'f Sc und SyCi in y: ferner sthtieiden sirh A\o drei (u ratfen 
ab, ^ibi, aß in einerlei Punkte yi der Durch^chnktslinife der 
Ebenen abc und aßy; die drei Gvrailen bc, 6|C|, ßy in einerlei 
1* unkte cTi derseltien i^iuie, und ebenso ca, CiOi , y/^ in einerlei 
Punkte ßi dieser Linie. Folglich liegen die Durcbsclinittj>purik(e 
0^1' ßi > 7'i ^'^^ Neitrttpaaro hc und OfCi^ ca und c^äi,^ ab und 
»ibi in e-irirrlei <^eriuier Liuie. . '■ • 

*' Gehen In einer Ebene die drei Geraden, welche die 
Ecken zweier Dreiecke paarweise verbinden/ durch 
einerlei Punkt, so liegen die drei Durchschnittspunkte 
der entsprechenden oeitenpaare in einerlei gerader 
Linie. 

> • - . . . .8« ' , ' '. 

(n einer Ebene (Taf. II. Imi^. 3 ) werden zwei bfJiel>ige Gerade 
Af Alf strahlen eines 5trabibüschels « beziiglich in den 

punKteufiaaren a, b, c und iiuib^M Ci ge»chnitten; zieht man noch 
die Geraden n^ und ba^, die sich in y; cbi und bci, die skh in 
aSchneidL'". so lirijen die Ecken a, Äi, c und , b, < j der Drei- 
ecke abiv und (tibci auf drei iu s convergirenden Geraden : nUo 
liegen die Punkte a, v, ß, in denen sich die entsprechenden äeiteu- - 
paart sebneiden, bi emer getadin Linie. lieiM folgt : 
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> Werte» kw9l Oerade «Mt Blre«^* SMfclen 
ehie» StraMblsdi«!« in den Fanktenpaareii a, Ifi eyiil.i. 

und Äj , ^1 , Ci , </i ,.. !»c«chintten, nnrl je zwei «Mom er Paare 
wedis^laweise durch zwei neue Gerade, z. B. a^^ und 
ärbt verbvDden, so liegen die liurch^chnittspuRkte aller 
d1««ef neuen Geraden in einer und derselben geradeo 
Linie, welche auch den Dnrcfas^fanitt der l^eiden ereten 
Oteradea^ enthält ' ' « > • 'tti'* 

Flieraus ergeben dck nna Ihnlidie Aufgaben , wie aus 0^, 

liäDilich : Durch einen gegebenen PuiiUt einer Ebetie in dert>e||>en 
eine Gerade zu ziehen, welche nach ileiii (auc^^er dem BerekJi der 
Zteichoung liegenden) Durchschnitte zweier gegebenen Geraden gc|M; 
IB^yner: IViitzwei gegebeneu Parallelen durch einen i^4!tj;ebei}eu rn|d|t 
ihrer Ebene eine neue Parallele zu ziehen; endlich: Durch einen 

Segebenen Punkt des Raumes eine Gerade zu ziehen, welche nach 
em (ausserhalb dem Bereich der Zeichnung liegenden) Durchschnitte 
einer gei,'ebeneii Geraden und einer gegebenen Ebene gcriebtet a«^. 



Durch den in 7. entwickelten Satz, welcher sich auf die be- 
kannte Weise für Figuren von mehr Seiten erweitern l^sst, i»t 
nun die unter dem Namen der Cullineation bekanute Beziehung 
der Pigurea, und durch die Annahme eines unendfid» entfernten 
Punktes i und des Paralleli^inus der Seiten sind zugleich die be- 
sonderen Falle der AHinität, Aehidichkeit, Gleichheit, Symmetrie 
und CoMgrueoz gesetzt. Sache des zweiten Tlieiles ist e« nun, 
die metriecben Ifodingungen dieaer Btfrfehungen su erieraclMn'iMNl 
inabeaondere nachzuweisen, ioiriefero zwei beliebig gegebene fi- 
guren in eine dieaer Beziehungen treten können. 

10. 

Es seien im Räume drei einander nicht schneidende Gerade 
A, At, gegeben, nad darch riae derselben, a. B. daich A^ 
beliebig viele Ebenen o, ß, y, 9.,. gelegt, welebe die beiden an* 

deren Geraden .'l, Ai bezüglich in den Pnnktenpaaren a, b,c, b... 
und a| , bi, C^, b^... schneiden; so werden die Verbindungslinien 
a, ö, c, c2... dieser Punktenpaare , weil in den Ebenen a, i9, y, d... 
liegend, auch die Gerade A^ in (endlich oder unendlich entlernten) 
Punkten cLj, Bj, Cj, ba-** treffen müsisen. Die Gesammtheit der 
Geraden a , 0 * Cy d.. . , deren jede also die drei (ieraden A, ylj, A^, 
schneidet, bUdet eine stetig zusammenhängende Fläche, welche 
irindachief oder eiafachea Hyperboloid (aorface gauche, 
hyperboloide ä une oappe) genannt wird. Dieselbe wird auch da- 
durch erzenst, dass man sämmtlichc Punkte Oo, C2, 't>2--- der 
einen Geraden '"'^ den beiden anderen, A und Ai, durch Ebeuen- 
paare a, «i ; ^, |3| , y, yi ; d, d, . . . verbindet: die Dnrehschnitta* 
linien dieser Ebenenpaare sind mit den vorigen a, b, c, d... iden- 
tisch ; denn offenbar lässt sich durch jeden Punkt einer der Geraden 
A, Ai, A2, immer nur eine einzige Gerade ziehen, welche allen 
dreien begegnet 



AnmeikuQ^g. Da« einfache Hyperboloid (und seio besonderer 
Pftll, das hyperbolische Paraboloid) ist eine Zwittergestalt von 
Ebene UQd durchaus kjummlinichter Fläche, und ein eben so wich- 
tiges Hülfsinittel zur Entwicklung geometrischer Eigeasehafieii» ala 
die Ebene. Seine Stellung im ersten Theile der Geometrie würde 
es vollkommen verdienen, wenn, was ich nicht für unniuglich halte, 
ohne Hülfe metrischer Beziehungen siph beweissen liesse, das» 
•ine )ede Gerade, welche dreien der Gemdeo a, 6, c, d.,, be- 

gegnet, sSmnitlichcii begegnen mflsM» und demnach das einfache 
lyperboloid aus zwei Schaaren unendlich vieler, einander nicht 
schneidender Geraden l)estehe , welche sich gegenseitig durchsetzen. 
UlfttielS' proiektivischer Eigenschaften, welche im Grunde auf der 
Proportk^BMitSt der Seiten ähnlieher Dreiecke beruhen, ist die 
Existenz jener zweiteo Sdiaar Ten Geraden eo,- nHe (oig^, dar- 
gethao i^orden. 

Dä zwei Gerade A, Ai (Taf. II. Fig.4.) in Ansehung der Punkten- 
paare a, c, b... und di , 6|, Ci, bi-.., in denen sie von den 
Ebenen o, 8, y, d... eines Ebenenuüschels A^ geschnitten werden, 
projektivisch sind, so ^ind auch drei Gerade A, At, A^Uk An- 
sehung der Punkte a , B, c, b...; Oj, hl, bi-..; o., B«, c^, b^..., 
in denen sie von den Geraden a, h, c, d... geschnitten werden, 
paarweise projektivisch. Dasselbe gilt nun auch von drei Geraden 
«, b, e in Ansehrnig der Pnnkte a, a|, o^, aj...: B,b|, h^, B,...; 
C> \* h-'-f denen sie von At, A^, A^^... geschnitten 
werden. Denkt m.m sich nun durch einen beliehigt-n Punkt 03 der 
einen Geraden a eine Ger.uJe A,„ [^clej^f, welche die 0 und eine 
beliebige vierte, von A, A,, A^ geschnittene Gerade d in den 
Punkten und sdineioet, se nflssen die Punkte. 6^ und b^ 
sich Tereimgen, weil sowohl 

• (a, «1, 0^, ^•••) = * ti* Ja» 

als auch 

« {«» «1» «1» «»-.) = Ä (6» *i> ^» ^0"') 

ist 

Folglich fiiUen aneh A^ und zusammen, d. h. il» schneidet 
nicht nur die «t, 6, c, sondern auch jede l»ellelHge vihrte d der 
Schaar von Geraden m, b, c» d.... 



Digitized by Googl 



65 



Ueber den Mittelpunkt de» einfachen 

Hyperboloid«. 



Der Herr Prof. Steirier liat im erj<ten Thcile seines Werks 
(Abb. d. geom. Gesitalteii) rulgeitdeu SaU atiigesteüt, dessen Üe- 
wete ent im drillen Baaae erfolgen soll : 

Alle Ebenen, welche sich dtireh <!ie verschiedcnon 
Paare paralleler Ger uden eines eiut'achen Hyperboloids 
legen lassen, schneiden einander in einem ^und dem- 
selben Punkte, nämlich im Mittelpunkte des Hyper> 
boloids. 

Der Beweis desselben iSsst sich ohne die Theorie der har- 
monischen Pole und Polaren Rihren; er beruht nimlich auf lol- 
gendem £lementarsatse : 

Sind die Gegenseiten eines windschiefen Sechsecks 
im Räume paarweise parallel, so gehen die drei Haupt- 
diagonalen tlessrlf)f'n durch einerlei Punkt, welcher oer 
Mittelpunkt einer jeden dieser Diagonalen i«t. 

Beweis/ Um zuvOrderst die Realität eines solchen Sechs- 
ecks darzutlimi , denke man sich (Taf- II. Fii^. 5) vlor b(>liehige 
Punkte a, b, c, fc im Räume durch die (icraden ab, bc, cb ver- 
bunden, und durch den ersten a mit c^, durch den letzten b mit 
aS zwei Parallelen af and U von unbestimmter LSnge gezogen, 
sodann durch die Gerade of eine mit bc parallele j^ltene, und 
durch den I*iiri!xt c. in welchem diese Ebene die be trifft , mit H 
eine paraljele Linie ff irele^t: so muss letztere die af in einem 
Punkte f schneiden, und es ist abcbcfa ein uiudschi^^feti Sechs- 
eck mit drei parallelen Seitenpaaren. 

Die drei Kixiien abbf, bccf, cuf a, in denen die drei l'aar 
Parallelen liegen, schneiden sich paarweise, nämlich a6bc und 
bc(f in der Geraden ^t; l^cef und rbfa in cf; cbfa und aB^e in 



gehen diese letzteren durch einerlei Punkt t. Femer verhiilt sieh 




a ; also 



also 



Theil 1. 
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d. h. 

M(i=s$h, ihssst, sc=#f; 

w. z. b. \\. 

Es seien nun A , Jj , irsjend drei zu einerlei Schaar ue- 
liurige Geraden eines einfachen tiyperboloidä ^ und a, b, c die- 
jenigen' Geraden der anderen Sdiaar» welebe becfiglich naeh den 
unendlleh entfernten Punkten von At Ag, A^ S^^^p ^- nut letz- 
teren parallel sind; so TiiTiss a die A^, in zwei Punkten f. 
6 die A^i^ A \n zwei l^nuklon, t, e; unrf c die Ay Ai in zwei 
Punkten f, a schneiden, uud entsteht so eia windschiefeK Sechs- 
eck a'fecbefa» in welchem die Gegensdien bc und cf, und ab, 
of und et oder a und A, b und A\ , c und ^-J.^ parallel sind. Nach 
dem vorigen Satze gehen also die Durchschnittslinien ab, tu. cf 
der drei Ebenen, welche durch die Parallelen a, A; b, A^-j c, A^ 
sich legen lassen, nod somit diese Ebenen selbst durch einerlei 
Punkt welcher der IMittelpunkt jener Linien ist. — Vertauscht 
man nun <lie Gerade A.2 mit irgend einer vierten Geraden A^ der- 
selben Schaar, und ist d die ihr parallele Gerade der anderen 
Schaar, so änderen sich hierdurch nur die Punkte a, c, t, ], nicht 
a1)«r B und e, und folglich auch nicht der Mittelpunkt 5 der Haupt- 
diagonalen des neuen Sechseck:«. Folglich «jeTit auch die durch 
dt A^ hcstimnifo Ebene und ebenso alle übriiijen dergleichen Ebenen 
durch den Punkt s. — Endlich treffe ein beliebiger Strahl von $ 
das Hyperboloid in den Punkten .m und n; so gehen durch m> n 
zwei Gerade .1/. N des Hyperboloids, welche zu einerlei Schaar 
gehören: und sind m, r? die mit .V. iV parallelen Geraden der 
anderen Sehaar, so schneidet m die iV in einem Punkte iij , und 
71 die M in einem Punkte ui., und es muss die Gerade nii n|, 
als Durchschnittslinie der durch M und 711, N und n bestimmten 
Ebenen . durch den Punkt .v liehen und in ihn» sohälftet werden. 
Da nun die Geraden jV, N per hyju»thesiTi einan<ler nicht schneiden 
noch parallel sind, die Punkte m, n, ni|,, nj, $ aber nach dem so 
eben Gesagten in einer Ebene liegen müssen, so fallen die Punkte 
m und lUx , n und /usamnien; es ist also tmsjn und somit s 
der MittelpMukt des Hyperboloids. 

w. z. b. w. 

Aus diesem Satze crtiiebt sich nun folgende hfirl^sf «»in fache 
Koostruktion des Mittelp uiikl t's eine^ einfachen H\ {«crholoids : 

Sind Af Au A^ irgend drei zu eir>erlei Schaar ge- 
hurige Gerade eines einfachen Hyperboloids; legt man 
durch Irgend eine derselben, z. ß. durch A^, sweiEoenen 
M, r, welche^ be/.ui;lich mit Ay Ai parallel sind und die 
Aiy A in den Punkten lUi, n scIincid^MK verbindet diese 
Punkte mit einander durch eine Gerade und bestimmt 
den Mittelpunkt der Strecke "nii n, so ist letzterer d«r 
Mittelpunkt des Hypeiholoida. 
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VI. 

Heber eine besondere Clattwig alce- 
braischer Faiika«neii- 

Von dem 

Herrn Professo/ Dr. O. Schiomilch 

an dflf UnivefMtil so Jena, 



<lio C^ttÄr pfe" i«Ki Aüziehungen der Sphäroicle und 
iiw uestait der Planeten fOhfen, wie man seit lan»e weiÄ« n.r 

Mfibi^^^^^^^ b('s,f...n. U.A. die, dass ^ich jede 

h^ff n^*"!!"^"'^^ unendliche Reih« ,!rrsfü>f>a duritel- 
GeJn!tand «^hr l E^j^f'^^elungen über diese« inleressnnter. 
frr?M"^ jirn^ versfh.edciie an «ehr verschiedenen Orttm 

bS^d iTw '^/'^"''"'^ »^^^I^' auf diese, 

fiberflÄ h?^ '^•'^ j5«iangen, «o ist e. vielleicht «ich 

«üerflus8iir, hier eine kmaie iin<f einlache Darstellung der haupt- 
ÄkchlicI.Hten Punkte Jeoer Theorie nitentfaeUeo. ^ ^ 

Wendet man das Theorem von Mac Lanrin auf die Funktion 



ao, (10 iKt klar« das« man für dieselbe eine Reihe von der Form 

ihl^f k"«* 'T^'^n ^^3,.... gewisse, nur vo« u und 

Ä die Fo?mel"^'^ Coeflirienten bedeuten, von denen der «te 

^"-OZS? äx" — ^ • *=0 (1) 

be^^tiniinf uirrL Hierin lie-t die Delinitlon der eigelllhi7mll(>hen 
algehruisehen tunktion von ti, nekhe da« Thema uiScrer Betrach- 
tungen aimmacben soll. -^»"«-u 

T^T**^''** \f ZU henierken, dast naii diese Definition 
«raduroh wcscnHich vereinfachen kann, dass man die in ihr anee- 
«ieuteten l%echiiungsoperatioiien atisführf. was narh den Ent- 
Wickelungen, nelche im bteo Theile des Archivs Seite 357. und 
weiter gegeben worden sind, nicht die mindeste Scliwierig- 
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keit hat. Setzt mau uämUcb in der Forme! (iS) da». a= — 2«, 
6=1 , fi=— 4 und siii«tst s=0, so wird 



+(ii-2),(ii-i)«-,(2ii)*^- .... J 

oder 



t/« ^ «0 («— i)« 2»«« - (n- 1), («— i)«-! -'""'^ »"-^ 
+ (« - 2)a (ft— i)it-B 2»-* - .... 



I (2) 



Dieser Ausdruck ist aber einer bedeutenden Reduktion fiihig. 
Selsen wir nfimlich in dem allgemeinen Gliede der Reihe rechiw 

(Qr dio. darin vorkommenden fiinomiaUcoeflixienten ihre Werth« 
nach der Formel 

_ m (m — 1) (m - 2).... (m — i f 1) 

so geht dasselbe über in 

1 (n-p) (n -.p- 1) (n - p->2).,..(li-2| >-f 1) 
^2*. «i» L2.d....p 



(->;^-2;>— l)('2w— •2/i-3)....5.3.1 T<"-gp 

i.2.3....(ii— p) ' a^i»' 



Hier ist nun 



1 •2-("-P)= ,(^|)....(,_p.f I). 



1 u(n — />-f 1) l.2.3....f> 

1.2.... (» — 1.2.3..../) * 1 .2.3 n 



=«1 



1 . 2 . 3...< 



^1.2 •3.... tt' 

und, wenn man dies« aubetitnirt, ao wird jener Ausdniek 

^ ' rfc . 2^(ii-p)(«-p-l)....(»-21p+l) 

X(2«-S5p-.1)(2»-5^p-3).... 3.1. , 

wobei wir noch den Faktor 

(n-2/?)(«--2p — 1 ) ...g.l 
(II— %i)(«—S^p-l)..,.2.1 
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Mdieo wotbn* Wir erbalten dann 

Durch VeitheiloDg der it ^ p in 2^p enthaltwnen Zu eien auf di& 
n^p FMmm 1.2....(n— p) wird Jetit 

• • 2.4.6.^.(2»— 2p) . 1 .3. 6.„. (2»— 2f^^l)ti^ 

d. p. 

1 »i. 1.2.3....(2«— 2p) 
^ • OC; • 1,2....(«-S^) 

1 

§IX2^.n^^"~'^^^^'~^^^""^"""^^'+^^- 
Der Werth von Vn gestaltet sich jetzt wie folgt : 

1 

- (2fi^2) (2ii-3)... .{»-!) 14 «^'^ 
X2»i— 4)(2i»-6).... (ii-3)fi^tf«-4 

- . 

w«ftir mm sehr kurz ischreiben kann; 

flenn wprin man (w^— 1)" nach Hern Binomiaitheoreme entwickelt 
und »mal dtfferenztrt, ;so tiiidet mau auf der Stelle die vorher in 
der KJammer stehende Reihe. Die so etteo eotwickelte Gleiehiing, 
die man auch in der Ferro 

darstpüpn knnn, und die auf anJrrem Wege zuerst von Jacohi be- 
wiesen wurde (Crelle's Journal Bd. 2. iS. 224.), katin als die Fun- 
damentaieigeDsch^ft der Funktion 17» gelten, und in der That 
laaseii sieb ihre anderen Eigenachaften mit Leiehtigkeit daraua ab- 
leiten. Zu den wichtigaten derselben gehfirt die, daaa der Werth 
dea Integrales 



/- 



iniiacr iNull ist, so lange m von n verschieden bleibt, dagegen 



70 

^SShTI ^ e^^^^ hierzu mittelst »der folgenden 

einfachen Belracbtung« 

Es sei nach einer «ehr gewühnilchen Beieichttyiig . 



80 ist bei unliestiiiiniter Integration ^ 

/y(«»)(M)^(»)(ll)3M = <p'"*'(u)f7l;W(u)Bu 

— /^«+ » ) («) ÖM/^«) (ii)aii 

oder auch ^ 

Verschnindet nun '^(^^^u) sowohl für u^a als so fo%t 

hieraus 

Aur der rechten Seite kann niaa diesellie Reduktion wieder vor- 
nehmen nnd flndet unter der Bedingung, dass ^»-^K^O ^nd ^|f<^-*^(ti) 
(ilr ti=a und verschwinden : 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Betrachtung; unter 
der Rücksicht, dass i/;^"— " f?/) — . («) ist, i:(!:ini:t man nämlich stt 
dem Satze: vwschwiridcii die Funktionen \^^'*-^>{h), 
•^"(w)» V(m)» sämmtlich für u = a und m=6, so i*t 

Diesen Satz können «vir auf die Formen 

anwenden, indem man sich ^ehr leicht überzeugen wird, dans die 
Funktion nebst ihren Differenzialquotienten bb zum (tt — l)ten 
ioeius* sieb für •! und annulllit. Es wird so 

/)"(ll»-l)™/>«(M*-l)"a«=(-l)'y^^^ ' i> '•+»(«»- 1)«(M«-1>«0I*, 

und wir steUoH daher den 8atz auf: 
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(ä) 

J]^ ' Omü,9ll 

=■4.4.61.(2,», • it.4.e.*..(2.) (- »>yr. 

0II« Integral rechtB bedarf noch einer kleinen Umformung, fint- 

u ickelt man nlimlich mittelst des Taylorschen Satzes h h) in 
eine nach Potenzen von h fortgebende Reihe für /•(it)=(«a^l)», 

8» ^iru 



[(«+A)'-l]-»=l+4A + .... + i<iiH-fA«-'+... (6) 

und hier ist 

1 . 2^,. (aw-r) * du^r 10 
Setzt man in der obigen Gleichung — ^— für A, »o erhalt man 

Igt — 1 M*— 1 

und liiar könnt lecktn o. A. aaeb das Glied 

vor; beiderseitige Multiplikation mit A'"* giebt 

=SÄ*» + (M«— J)^|jÄ*^l + .... + («2 -l>«»+'^-^mf rA'»-'' +... 

Das links In der Klammer Befindliche ist aber nichts Anderes als 

(tt«-l)|(* + »)«-!;, 
uad Ibiglkii wird dofch INvIsisw ntt (i^-^l)-»: 

We linke Seite ist nun mit der von (6) identisch ; folglich müssen 
auch rechts die Coeffizienten gleicher Potenzen von h cfieseth^n 
sein ; dnans folgt 

l)*il»Hr= ^m-r, 

oder vf^rrnrrge der durch IVo. (7) festgesteilfen Redentnng der Coelfi>* 
zienteii A -, 
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wobei natilrlich immer r^iR win muss. Dieie schon an sieh 
sehr interessant« Beziehung di^nt «ns auch snr RedukCioD des In* 
tegraies in (5), wenn wir r=ift und 

setzen. £s wird danq 

' • (8) 



^ * Um UnBu 

~ i 



'^2.4....(2w).2.4...Cin)l,2,..:(OT— '^"V» 

und diese Gleichung wird durch die Bedingung » ^ m nicht be- 
schränkt , weil c«i Itei der Symmetrie der linken Seite immer frei 
steht mit n den kleinsten der liidices m und n sd beseiebnen. 

Ffir das Integral rechts in (8) sind nun zwei Fülle zu unter- 
scheiden, ob »llinlich m*^u oder sic^jv ist Im ersten giebt die 
unhestimmte Integration 

und diese annulUrt sich sowohl für -{-X sXs ns ^ 1 , wie aber 
haupt 

sobald 9 < nt Ist Eft. wird demnach ' 



VmV^ht=^ mr m>it, 

—1 

d. h. flir ein von n Terschiedenes ni (nach der vorliin gemachten 
Bemerkung). Für in-=zn dsgegeo geht das Integral auf der rech- 
ten Seite von (6) über in 

und der Werth deä&selbeu ist 

wie man leicht durch eine Heduktiunstori)iel oder mtttelfil der 
Gammafonhtienen findet. BeriU^isichtigt man femer» .dass die 
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Faktorielb t.3....(»— «> ftt «ts=ii die Einheit Mealel, <o «M 
jelat 



ün UnBu 

— t 



-2».4».««....(2»)«' ' t • 3.5.7.-..02W +1) 2« + V 
md damit wt geaeigt, daes 

Um mr w^n ) * 

wird. Hiervon Itisst sich so^leirh (Wo folueode interessante An- 
wendung macheu. Sei /'(k) eine betiebige Funktion von u und 

A«) = + Q t^i + <i D^, + .... 

v«o C«k, 6^,.... unbestimmte Coeflizieoten bedeuten, ho kann 
BMI €« auf folgende einfache Weiae beatimmen. Mae midtipHzIre 
die ganae Gleichung mit Ün^ and integrire hierauf zwiechen den 
Glänzen t»=~l, so wifd 

Mit Ausnahme des C« enthaltenden Gliedea aind hier alle Inte- 
grale von der F^rai : 

J^^UmUmBn, m^u 

und folglich aämmÜicli =0; eei bleibt nur ■.. 

woraus sich der Werth von Cn ünüet, nämlich 

C^^£!L^J^^ fi^u)Undu. (10) 

Hut man hiernach die Coeffizienten C hestininit, ao ist '.^ 

Ci + G + Q l/a+... , (11) 

al«o iede beliebige Fui|kHou durch die algebraitüchen Funktionen 
Vi 9 U%9n^. ausdrilckhar. 
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• Es inae flhrigens noch bemerkt ^vprdfn, dass diese Ableitung 
der Formern (10) und (11) zwar kurz und heuristii^ch, aber, ^vie 
der beuristbcne €i«dankengang ollt otchts Weniger als streng ist» 
da man die Boditigiinj^en nicht erföhrt, an welche die Gültigkeit 
der Gleichiini; (11) ^oknüpft sein k;inn. F.lnc strODgere Begrün* 
duug erhält man dadurch, dass man die Keihe 

ci + Ci i7i + 17,+ ... + c;ü;, 

in welcher die Coenizienten mittelst der Formel (10) bestimmt 
•ind, suminirt, darauf » ios Unendliche wachsen liest, und die 
Gränze bestimmt, welcher sieh der f^^efnndene Ausdrut>k nähert, 
in sehr eloganffT miuI afliremeiner Weise hat In Crelle's Journal 
Herr Prui. Lcjeuue Dirichlet diesen Gedaukeu ausgeiuhrt und 
es kann bei der VoUeodung, welche der scbarfsiuDige Geometer 
seiner Arbeit gegeben hat, hier nur eine Venfeieiing auf dieseilie 
sti^tt finden. 



Heber die JMfferenziatfon unendllclier 

Beiheii. 

\ on dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlä milch 

an der Univenität zu Jena. 



Schon Abel hat dantuf aufmerksam eemacht, dass der Diffe- 
renzialquotient von der Summe einer unendlichen Reihe nicht immer 

der Sumnio Hrr Diffcrenzinlqnntirntrn der einzelnen Glieder gleich 
gesetat werden darf er hat .aber den Greud dieser anf den 



*) Se gilt a. B. die Gleichiug 

— i/(2 — 2 coi X) = ? CO« ;p -f i CO» 2.T-f I CO« aj- -f .... 

gans uabestrittcn für alle reelles Xi wollte mao aber differeusirea , «a 
winde 

|coli«sssiB4r-faia22r^>«ia&r4.^' 

lierauakommen, was vonigstens <juu üieichunff unrichtig ist; für XzzzO 
evfcidleiaan s. E. coasO, was MHwt tyBMMisiBhe Chttle's aar stMrer 
weidea » deuten können. 
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ersten Blick sehr befi^eiiMtlfek aassehemleti Crscheiiiuiig nicht an« 
gegeben. Die»» zn thnn ist der Zweck ilvr folgenden Zeilen. 
Es sei die 8ignme einer »gßedrigen Reilie 

F(a^) =f{x, 1) + /(.r/i) + .... + f{x,n) (1) 

gegeben, so hat man 

— 1 = 9 

+ d 



Nan ist aber nach der Uethntlon des Uifferencialquoticiiteti (p'{x) 
= Lim y ~ ^{^ 1^ uod folgUcH kum man. iauner 

set/.eii. wo s eine Crrdsse bezeichnet, die mit S glelehzettig bia 
mt GrSnze Null abnimmt £8 folgt jeUt 

f(jr^d)^F(x ) ^^^^^ i)^f'ix,2) ^- ..,,^f 'ix, u) 

■\- + 4-^3 I— • + ^«» 

wo f, , gewisse mit ^ gleichzeitij; bis zur Gränze Null ;ih 

nehmende GrOsseo sind. Duron Uefaergai^ zur ixx&om für uuend- 
iich abnehmende S wird jetzt 

-|-Lim[«i4>%4-C8 + *- + «»]* ' 

Hier sind nun die zwei Falle zu uiilerscheideo» ob nämlich » 
eine enüdliche eonätante, oder eine unendiich wachsende ZaU iat« 
Dasa im ersten Falle 

Lim [ci -I- 4- «■}= 0 



sei, erhdit sehr leicht auf folgende Webe. Es muge i' die Sfjüs««^ 
i" dSa kleiosta utar 4m Grossen i^, ih bedeitan, ae M 

. <n£' und >/«". 

Da aber jede der Grossen Cj, f»,.... nnbeer^inzt abnimmt, so 
ist diess auch mit i' und der Fall, und da oei diesem Prozesae 
n conataut bl^t, so bat man gieichaeitig - ' 
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wonus aoglelch 

folf^, und jetzt eigiebt «Ich ans No. (2) 

In einer endlichen Reihe darf man also beiderseits GUsd f&r 
Glied differensfren, ohne die CMeichheit beider Seiten sn stOren. 

Ganz anders aber verhalt sich die Sache, wenn ii ins Unend' 
Wehr wächst oder die Reihe eine unendliche ist. Obschon auch 

hier «lio Crösten ft , in der Gleichung (2) der IJränze Null 

zueilen, so kann doch die 8umme einer unendlichen Menge von 
ihnen sehr betrXchtiicb ausfallen. W&re s. B. £^=£9=: £,...., wo« 
filr wir hhw t schreiben wellen, so wflrdn 



P ix, n)=fij:, 1) + /»(or, 2) + .... + f n) 
-|-Lwu(ik) 

foleen, wo nun f nnbegrSmef ab-, dagegen n, wegen der Unend- 
lichkeit der Reihe, unbt i^ränzt zunimmt» folglich Lim(iic) gegen 

einen ;uii,M'hharen Werth J als Cränze convei^iren kann. Mao 
flieht hterau«, Uass es Fälle geben wird, in welchen eine Glei- 
chung wie 

F(d:)=A*»l)+/(;af»2)+A*.3)+«,. in faif. (4) 
eine Cousequeuz von der Form 

F'<ar)-^=n» J) +/'(^»2) + .... in fnf. (5) 



nach sich zieht, so das.s es also unter Unstinden nidit erlaubt 
istf aus No. (4) schUessen zu wollen: 

Pix) =f'(x, l)-\-r(x , 2) + .... in inf. 

• Man kann dieses Resultat auf folt^cnde Weise etwas prtignan* 
ter und anschaulicher darstellen. Es sei 

fU)z=zZf{x,n), (6) 

wo das ä»ummenzelchen bedeuten soll, dass ti = I, 2, 3 m 

setseo Ist mid dl« so entstehenden Glieder zu summiren sind. 
Bezeichnen wir femer die Differenziation in Beaog anf mit ^em 
Mosen so dass also Aberhanpt 

^')=^ 

ist, so folgt aus der Gleichung (d) gamd unsweifelhaft 



Digitized by Googl( 



77 

4 ^ 

üc« H enn awei FnnktioiieD identiadi akid, sfimen offenbar aeeh 
ihre Differenzialquotienten zosainiiienrallen. JDaliei darf man jedodh 

die Stelfun<2f von D und ^ Tiicfif übersehen, es wird nämlich zu- 
erst jsommirt uad nach ge«»chehener Summirung differenmt. Da- 
gegen Ist ee eklit immer erlaubt, die Reihenfolge diei^er Operatio- 
nen limsnkehren uod zu ecbreibeii 

DFix) = £Df(x,n), ib) 

wo jedes einzelne Glied erst differenzitt ond nachher Allee auni- 
mirt wird. Mit einem Worte also: wer ene der Gleichung 

ohne weiteres die folgende ableiten will: 

setzt stillschweigend voraus, dess immer 

i 

sei» kehrt alijo wiUköhrJich die Reihenfolge der Operationen um. 

Man sieht hieraus, dass es immer noch einer l>fsoM<!eren Un- 
tersuchung bedarf, uiu euUcheideu zu können, ob (ii<> diirch liif- 
ferenziation einer ursprdn^licheu Sumnienfonuel .eutsUudeu« neue 
Gleichung auch u irklich richtig ist, oder nicht, was aber in den 
neisteB FÜien keine besonderen Schwierigkeiten bat« 



Ueber den 28. i^atz des XI. Bacbs der 
Silemente des Kuclides. 

Tos dem 

Herrn Dr. Job* Jos« Ign. Hoffmanii, 

KSnSgl. Bsjer. Hofralhe, Dlieetor dos Ityeenmi u Aiebsfienborg, ete. 



1. Dieser 28. Satz des XI. Buchs ist folgender: Wenn ein. 
Ptrallelopipedum von einer Ebene durch die Diagenn« 
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len zweier ge g e ii üb e r l i c n de n Seitenflächen durtl»- 
schnitten wird» »o wird es hierdurch haibirt £ä werde 
das ParaUelopipedm AB (Tat IIL Fig. 1.) ?ob einer Ebene dnttek 
die DiagonaieD CF und DE dnreheelioitteii, so ist es hlerdnrdi 
halbirt. 

Der lin\ ei8 ist (nach meiner Ausgabe der i^oometrischen 
üücher der Elemente des Euclides. Mahiz. 18^20. gr. 8. S. IW.) 
dieser : Da hier ACGFc^A CBF (1. 34. S.J und A DAE^^DliE, 
und da ferner die PanUelognunne CA «od BE (XI. !24. 8.) iiiid 
GE und eioander gleich sind, auch die Durchsc tmittsebene 
CFED beiden Rün>em t^eniein igt, sn muss auch da« PrisflUI 
CGFDAE deni Prisma CFBDEH gleich sein (XI. 10. Erkl.) 

2. Diese als Beiveisip'und citirte 10. Erlclann lautet (nach 
obiger Ausgabe S. 143.) folgendergentalt : Gleiche und ähnliche 
Körper sind jene, die von gleich vielen, gleichen und ähnlichen 
Etienen eingeschlossen werden. 

3. Da man aber unter gleichen und ähnlichen, d, h. unter 
congrnenten Kurpero nur jene Tersteht, welche, wenn sie ge* 
hurig in einander ffestellt werden, einen einzigen Körper 
bilden, so enthält diene 10. ErIciNrung eigentlich eine Behaup- 
tung, welche bewiesen werden nnisste. Allein diese Behaup- 
tuiti^ selbst ist nicht alljgeinein wahr. Denn wenn das schiele 
Pafallelojiipednm AB ('raf. III. Fig. 2.) durch den Diagonalschnitt 
CEHG in die zwei schiefen dreieckigen Prismen AEfJFNG und 
ECDHGB getheilt wird, so sind hoide (wie man leicht findet) 
zwar von gleich vielen gleichen und ähnlichen Ebenen umschlos- 
sen; allein 'sie fc&nnen doch nieht sar gegenseitigen Deckung 

ebracht werden. Dennoch ist ein überzeugender Beweis Über 
ie Olcirhhetf ihrer Körperrliune erforderlich, weichen Euclides 
nicht gegeben hatte. 

4. Zwei der vorzüglichsten Hltern Con»mcntatnren der Ele- 
in< fite. Christoph Clavius und Robert Ninison, hatten si(>h 
hemiiht, diese Lücke auszufüllen; allein sie erreichten das vor- 
gesteckte Ziel nicht Auch die meisten neueren Sdbriftsteller» 
Deutsche und Franzosen, haben dieses Mangelhafte nicht ergSnzL 
Selbst der durch Herausgabe und Erläuterun«; der alten Oeoniefer 
so rühmlich bekannte Peyrard belricdiget hier nicht vollkommen. 
Die Beweise,, welche man bei Karsten und Legendre tindet, 
entsprechen zwar der geometrischen Strenge ; scheinen aber 
nicht elementar genni:. um an die vStolle des St8« Satzes in 
Xi. Buche der Elemente gesetzt zu werden. 

5. Die Mittheilung einiger leicht rerstSodlicben , strengen 
Beweise dieses so wichtigen Lehrsatzes wird demnach den Lieb- 
hahern des geometrischen Studiums erfreulich sein. Ehe diesel- 
hen geführt werden, ist jedoch noch naehsnweisen, dass (Taf. III. 
Fiff. 2.) die Diagonale EC der Oberfläche ACDE mit der D»go« 
nale UG der Grundfläche FGBH in t iTicrlei Kbcnr M("j<v 
Denn nur in diesem Falle ist ein DiagonaUchoitt durch ECGIl 
möglich. Der tlrund hievon ist folgender. Da ACGF ein Paral- 
lelocraann tat, so muss AF mit CG, ued da «och ABHF ein 
solehes ist, so muss AF mit BH parallel sem. Denmacfa slad 
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avch die LinioD CG und EH mitmmmdat uraMe! S. XI. B,). 
Allein es Ut audi CGssEM. Folgltcii bwm ECGB ein PanOI«- 
legranim «ein. 

n. "Nun ^4/^ (Taf. III. Fig. 3.) da.^ ijrir(»!icnf Para!lelo^»ipe- 
dum und r/'(lcr Diagonal:ictii)itt, so entstehen du ht ldcn »»chieteii 
dreiseitigen Vs'inmenAßCEFG und C DBG HF. Wir uuilenjenec 
das hintere, dieses das vordere Cin Bezus anf die Ansicht un- 
serer Zeichnung) nennen. Wird nun das voraere Prisma von dem 
Parallelopipediini ajetrennt, da.^sselbe iimeekehrt, d. h. seine Ober- 
fläche zur Grundfläche und Heine Grundfläche zur Oberfläche ge- 
macht; so, dass nun CBDy in der verlfingerten Linie FE und to 
4er aber EG erweiterten Ebene EFG, die Lage von ebd erhfil^ 
so stellt gfkdbe die Lage dieses qmgekehrteo dre&ackigeii Pris- 
ma h vor. 

7. Vergleicht man nun die Prismen AiiCGFE tind ffkfäke 

mit einander, so eriieben sich folf^rpfulc Resultate: 

a) ^ ACB ^ ^ EOF ^ A v//' ^ A ^M. Ferner Mi 
BCGF ^ hvgf, -Af GE ^ hßä und ABFE ^ ghtle. Diese« 
heisst: beide PriMuieu sind von gleich vielen, gleich und Shiili- 
cheo fiMtenflichea eingesehlossea. 

b) Da die Nelgiine der Seitenebenen ABFE und CBFG der 

Neigung der Ebenen uCGI! wnA BCGF gleich ist, so muss auch 
die rieigung jener beiden Ebenen der Neignnir der Ebenen kgcd 
und fach glei< Ii .sein. Auf ähnliche Weise i»t der Neigungswinkel 
der Ebenen BAEF und CA EG jenem der Ebenen tjlufc und 
ßdb, und der Neigungsw inkel der Ebenen BCGF und ACGE 
jenem der Ebenen gfbe nnd hfbd gleich. 

r) Ferner ist leicht zu erkennen» dass jede der Seitenflächen 
ABFE, cnFG nnd CAEf: mit der Oberfläche ABC und mit der - 
Grundfläche EEG die uäijiliehen Winkel bildet, welche jede der 
Seitenflachen hgcd, fgcb und fhdb mit der Oberflüche Uyf und 
mit der GrundllScbe deb erzeuget. 

d\ Auch wird jeder der sechs Korperwinkel, welche das 
eine arsieckige Pri.snia enthält, mit dem homologen des andern 
Prisma's ans gicichvielen und gleich grossen ebenen Winkeln ge- 
bildet. Der Kör|ieiHinkel bei C wird z. B. wie jener bei f ans 
drei ebenen Winkeln ACB=hfy, BCG ^afb und ACG^hß 

gebildet Eben dieses gilt von jedem andern raare dieser homo* 
»gen Winkel. 

8. Ungeachtet nun beide Prismen in C(»ngrucuz ihrer Seiten- 
fliehen, in der Neigung derselblen sowehl anter sich, ab gegen 
Grund- und Oberflächen, und emilich auch in der Grosse und 
Zaiil fler ihre Korjior^vinkel bildenden ebenen Winkeln überein- 
stimmen, so decken sie sich dennoch nicht. Worin liegt der 
Gründl dieser Abweichung bei sovielfacher Uebereinstimmung ? 
Diese Frage kann einzig und allein durch die Anschauung 
beantwortet werden. Deim wer die T)rf;i('( IvP A('/i und /if/f um- 
nierk.sam betraelifof . sieht nun sogleich, das^» die Seiten AB nnd 
hl/ in Hücksicht ihrer Lage übereiostininieo, die Linien AC und 
hf, so wie BC und gf «btr eine versekiedcne Lage haben« Mau 
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kann «ie in Rezug auf die sym metris nennen, ivid er- 
kennt sogleich, das« auch die tranzen Üroiecke ACß und /»/>/ 
eine symmetrische Lage haheu. Auf gleiche Weise sind 
EGF v^d. dbe symmetrisch liegeode Dreiecke und die, Kaatfen AE, 
und kä, CG und fb, BF uudnc symmetrische Linien. Betrach- 
tet man das stanze Prisma ACnFCE und fffhdhc, so haben end- 
lich beide Körper, in Bezug auf ihre ObeVtlächon, oder in Bezug 
auf ihre Grunaflächen, eine symmetrische Lage gegen einander» 
nod klhmen daher ffigllch 'symmetrische Kurper genannt 
werden, 

9. Eine besondere Ajafmerfcsamkcit verdienen aber die homo- 
logen Kürperwlnkel. Befrachtet nmn z. B. diese Winkel bei C 

und hei so ist 7.s\nr jcdnr von drei ebenen Wlnkrhi umschlos- 
sen, welche paarweise gleich sind; allein wenn der Winkel Adi 
den Winkel nfh so decket, dass C in f, CA län^s /V/ und CB 
längs fk fölft, so decket der Winkel ACG den Winkel, c/Z» so 
wenig, als der Winkel JiCft den Winkel hftt, ^veil die lf>eiten- 
flachen, worin dir^e Winkel ürsren, ijeuen die Dreiecke ACH und 
afh eine verschiedene (mau kann sagen eine symmetrische) La^e 
ftalien.' Daher kann denn der KOrpervnnkel liei C den Korperwm* 
kel bei f nicht decken. Aus irjei ehern iirunde wird keiner der 
iihrigen Körperwinkel bei A , H, F, C und F mit doiii ilnu homo- 
logen Körperwinkci bei /i, ^, c, 0 und ä lüo zusanimenfullcn , dass 
sie sich deckten. Diese Eigenth ümiichkeit der Kürperwinkel 
heider Prismen ' hatte sowohl l lavius.als Höbert Simson 
übersehen. Denn sonst hätten Beide das efinz liebe In einan- 
der fallen dieser W'inkel, und mit diesem auch die Congruenz der 
Körper selbst, nicht behaupten können, da dieser Behauptung die 
Klarheit der Anschauung geradeau widerm>richt Wie Äusserst 
wichtis: zeigt sich hierdurch die Soharfe Bilaung dtf Anschauungs- 
Icraft hh das Studium drr Geometrie? und wie unentbehrlich ist 
nicht eine geometrische Anschauungs lehre als Propädeutik 
zur eigentlichen geometrischen Wisscnscnaftslehre? 

10. Hieraus entspringt nun der Hegriff von den symmetri- 
schen Körpern, der, soviel wir wissen, zuerst von den fran- 
zösischen Geometern in die Geometrie eingeführt worden ist. 
Legend re sagt (in seinen Elemens de Geometrie, avec des notes. 
4me ödition. A Paris. 1802. S. IG^).) : S vm m p t ri ^ rli o K<">r- 
per werde ich jene nennen, welche auf beiden »Sritcu eint^r ii««- 
meiuschafUichen Grundfläche dergestalt construirt sind, da«s die 
Verhindungslinlen swischen den Scheiteln ähnlich liegender KOr- 
per Winkel auf dieser Gnmdfläche (oder Ihrer Verlängerung) loth* 
recht stehen. 

Zur Erläuternng dieser Erklärung sei ahr (Taf. III. Fig. 4.) 
oin beliebiges Dreieck und ä ein ausserhalb dessen Ebene ange- 
nommener Punkt. Von ä giebt es ein LoUi auf die Ebene abc, 
welches entweder In dieselbe, oder ausserhalb derselben» in 
ihre Verlängerung, trift Hier sei das Letzte der Fall und äf 
dieses Loth. Macht man nun fqrrzHf und zieht dio 'jeniden 
Linien m/, 6f/, cd, ferner oo, 6^, t//, so entstehen zwei dreisei- 
tige Pyramiden a6c</ und oor^, weiche eine symmetrische Lage 
heben md desshalb symmetrische Pyramiden heissen* — Auf 
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gleiche Art lassen sich symmetrieche dreieckige Priemen » eynrnie* 
frische Par^lelopipeden u. «i. f. constriiiren. 

tt. Man wird bald finden, «!;!ss die. auf d i ^ s e Weise 
(10) eutstiiudencn, symmetrischen KürptM in gleich viele, congru- 
ente Seitenflächen eingeschlossen sind, dass jedes Paar homole- 

ger Seitenflächen gleicne Neigung hat, und oass alle homologe 
^Irper^viriktd von gleich vielen und gleich errossen ebrner» Win- 
keln eini;eschlnt$sen sind. Dieses liier wcitliiulig auseinander zu 
setzen, verbietet die Kürze des Kauiues. Aber selbst der Anfan- 
ger wird diese Beweise leicht selbst finden IcDnnen. Es stimuit 
daher die Erklärung der symmetrischen Körper nach Legendre 
mit der iinserigen (8) uhercin. 

12. Was nun die Entstehung s\ mineirischer l'^risuicu itcUiät, 
so kann man dieselbe auf folgende leichtverständliche Art nach- 
weisen. !Man nehme in einer gegebenen Ebene die gerade Linie 
gB (Taf. III. Fiü;. -i). in ihr fjk = Aß, und beschre'ilje die. con- 
gruenten Hreieeke t/f/i und ACB so, dass fjf — hf— AC 
werde. Aut o/7< und RCA errichte man nun die hd — AL, in 
dersribigen (der Lage nach wiHkfihrliehen) Ebene liegend , nnter 
gleichen schiefen Neigungswinkeln, nehme /h = f/r =^ hd und 
l>nrallel mit /td; ebenso f^6' = = parallcrmit .^IK, und 
ziehe die Verbiudungs/inien cd, db, bc und FE. EG, Gt\ so 
entstehen die beiden symmetrischen dreieckigen Friemen nfhdfic 
und BCAEGF. Setzt man sie gehOrig zusammen, so bilden sie 
das ParaJlelopipednm Aü, 

13. !\aclif!eiii nun T^re^endro fn. a. O.) gezeigt hnt, d:is8 
die symmetrischen K.ürper in der ton^rueuz ihrer vSeiteniliiciien. 
in ihrer Neigung gegeueioauder und in der Gleichheit der ihre 
Kurperwinkef bildenaen ebenen Winkel fibereinstimmen » fögt er 
hinzu: ,,On peut conelure, que deux poly^dres symmetriqnes sont 
^gaux quoitiu ils ne puissent Ätre superposes : Var \\ ny a d'uutre 
difference duns les deux solides, que celle de la position des 
paities , laquelle n*est polnt essentielle k la grandevr de ces m^mes 
parfies.«" 

So ^vahr nun diese Acusscrun^en sind« so wenig können sie 
die (iletrhlinit der symniefrisclien KTirper geometrisch wissen- * 
scbaltiich begründen. Dieses fühlte auch der^scharfsinnige Le- 
gendre. Denn er hat tn den Notes snr les Elemens de Geomd- 
trie; note Ml. Seite 303. u. f. einen strengen Beweis fiber die 
Gleichheit der symmetrischen Körper gegeben. 

14. Ha s\t'h dipsor Beweis von fiCgendre durch Originall- 
tiit und tiründliciikeit uuj>zeiLhni't und die Elemens de G^ometri'^ 
in Deutschland immer noch nicht so allgemein bekannt sind , wie sie 
verdienen, so theilen wir ihn hier, wenigstens der Gedankenfolj^e nach, 
mit. Der aufmerksame Le.ser uinl clie ansiVihrlichen Beweise wohl 
selbst atiOindeu und sieb die passenden Zekhmingen dazu (eicht 
verfertigen können. 

1. »atz* Wenn man aus der Spitze eines gleichschenkllehen 
Dreiecks auf dessen Ebene ein Leth errichtet und solches zu 
beiden Seifen der Kbene (gleich gross nimmt, nuch von jed« m 
Endpunkte der Grundlinie dieses gleichscheukliohen Dreiecks eine 
gerade Linie nach jedem Endpuukte dieser beiden Lothe zieht, 
•o entstehen awei ffieieckige Pyramiden, welche sich decken. 

Tbeii X. . «- 
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H. Satz. Wenn man aus dorn Mittelpunkte des um lin 

g ebenes Dreieck zu beschreibenden Kreises aui' de» Ureieckji 
;beDe ein L<Ah errichtet, dasselbe nach hfiden Seiten des Drei- 
ecks gleich gresH macht, und jeden Endpunkt dieser zwei Lothe 
mit jedem der r!rpi Winkeljunikte tles Dreiecks dtirrh gerade Linif'n 
v«'rbindet« so entgteheo 2wei symjaetiisclie P^tamideo von gleicher 
ürusse. • 

Denn jede dieser Pyramiden serfiilU in drei andere von gleieh* 
schenklichen Grundflächen (nie die im 1. Satze), welche paar- 
weise coßgruent sind. Folglich sind auch ihre Summen gleicn. 

ilL Satz. Um jede dreisrifme Pyramide kanrt einr Kussel 
be.schrlcben werden , deren Fläche durch die Scheitelpunkte ihrer 
vier Kur{»er\vinkel uefit, 

Weou mau um eine der dreieekigeu Seiteuüächen der gege- 
henen Pyramide einen Kreis beschreibt, ans dessen Mittehniakte 
a»T denselben ein Loth errichtet, so ist jeder Punkt dieses Lotiies 

von jedem VVinkelptmkte des Dreiecks gleichweit entfernt, und es, 
kommt nur d.ir.nt an, diesen Punkt so zu wählen, dass auch 
seine Enlicrnuu^ von der Spitze der Pyramide eben die«»e Grösse 
erliSlt« was man leicht durcn Constnietion linden Icann. 

IV. Sats. Zwei symmetrische dreiseitige Pyramiden nind 
gleich am KOrpeilnMte. 

Wenn man um jede derselben eiiie Kugel .beschreiixt» ao sind 
ihre Halbmesser voii gleicher Grdsse. Falten nun die Hittelpunkte 

dieser KTisrolT» i?\ die l^yramiden, so falle man au^ ihnen auf jede 
ihrer SeitenUacbcn ein Loth« und ziehe nach jeder lYinketspitze 
der PjTamiden eine gerade Linie , so entstehen in Jeder IN ramide 
vier kleinere, welelrc (naA II. iS tt/) i»aarwci8e {gleich sind! Folg* 
lieh sind auch ihre Summen, d. b. die symmetrischen. I^raniiden 
einander gleich. 

V. Sats. 2weL symmotusebis Pfiamen aind igieiob an liOt' 

perraumc. 

Denn man .sieht leicht, dass sich jede zwei symmetrische 
Prismen in dne gleiche Anzahl von symmetrischen dreiecki&en 
Pyramiden zerflieilen lasnen. Da nun (fieae paanveUe eihanoer 
gleich sind (nach IV. Satn), «o aind na «aueb die g^ebenen ayne 
metdachen priamatisciien Klirper. 

Annierknni^. Wenn im II. Satze der Mi(tel[)unkt des am 
das Drrii f k zu bcscbrcibendcn Kreises ausserhalb dieses Drei- 
ecks; oder in dem IV. Satze der Mittelpunkt der um die Pyrami- 
den xti beschreibenden Ku^^ln avaserbalb der Pyramiden föitt, 
80 ist es leicht, die *Beweiae auf Sbniiehe Art zu füliren. 

15. So befriedigend nun auch dieser Beweis Ist, so muss 
man doch gestehen, dass er (besonders bei nlfaerer AuefdbmMr) 
auf elementarische Kurze keinen Anspruch machen kann. Es 
schien mir daher der MuheNvertb. einen so li«"r!ist wichtigen Satac 
der Stereometrie: das Theorem van dem D ia<;o nalschnitte 
des schiefen ParBlIelopipedams, so kurz und bündig za 
erweisen, dieses nur immer von einer iihnlichen Bebauptany 
der 'KUriinrlehre gefefdeit werden kann. Den4iier<iber nnonnwMi 
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Beweis hatte ich bereits vor langer Zelt der vormaligen Departe- 
mentalfjf'spllschaft der VV. W. imd K. K. in I^Iainz (welche mich 
mit eiuem Diplome zum Ueitritt aU aut^vvärtiges Mit^ed beehrte) 
als kleine Denkschrift zugesendet, un^ die mathematische Sectio» 

{'ener Gesellscliaft hatf<> meine Darsti'llung aU befriedigend erkannt, 
eh füge sie hier öffetitiicb niit der Bemerkung bei, »lass sie sehr 
füulich an die Stelle des 2^. Sat/e.s im XI. Buche der Elemente 
den Euclid es gesetzt nerden und so die Lücke ergänzen kann, 
ireldie !o dem Befreise dieses wichtigen Lehrsatzes lierrMAl 

16. E« sei (Taf. III. Fisz;. 5.) ahcdefffh das gegebene schiefe 
Parallelopipedom und ndhe dessen Diagonalebene, so ist zu be- 
weisen« dass das Prlona aedheg gleich sei dem Prisma abdkfe» 

Man halhire cg In 4 errichte Im in der Ebene eh und ü in der 

Ebene cp lothrecht auf c/ und ziehe im, so sind ry, ne und dh 
auf der Dreiecksebenc ifm senkrecht (El. XI. 4. und 8.). Wird 
nun das schiefe Paralielopipedum ah durch das über im verlän- 

{rertc Dreieck Ihn durchschnitten, so entspringt das Rechteck 
ikm^ woftaf ^ie vier SeitenflScheo dieses Parallelopipedoms loth- 
liecht stekieo (El. XL 8.). 

Nun Terlfingere man die rr/, nr, hf und dh über //, e, / und A, 
so, dass ffpzrzrl, P7i = (ii, fo = bl; und h(/=dm ist, und ziehe die 
Verbinduniislinien puy vo , of/ und t/p, so wird 7ioqp ein Recht- 
eck, welches dem Rechtecke iXm/ cougruent ist (El. XI. 10. 4. 
und 5.). Auch sieht man leicht , dass nun ein senkrechtes Paral- 
lelopipedam entstanden is^ welches durch den Diagonalschnitt 
imf/7i in zwei congruente dreieckige Prismen limgnp und ikmqon 
getheilt werden kann, und ^da^ss der Körper caannl dem Körper 
gekqnp, und der KOrper adbkmi dem KOrper ehfogn Tollhommen 
congruent ist. 

Hieraus entstehen nun folgende Schüsse: 

Körper acdilm ^ Körper eghiipq , 

Körper ilmeyh = Körper Umegh, 
Kf&rper aedeghsz%]&t^x ürnnpq,^ h. 
Prisma acife^= Prisma Umapq Ko. L 

Desgleichen ii^t auch: 

JQ)r|Mr ^fiXrimc^ Korper fheofm^ 
fCSrper kmi ße = Kdrper kmiiflft 
Körper 6r/a/Ae s=: Körper iasio^qi, d. h. 

Prisma 6f/a/A6=: Prisma kmioqn No. II. 

Da nun, nach dem Erwiesenen, Prisma iVmjipiy = Prisma kmioqn 
ist, so niuss auch (nach No. 1. und 11.) Prisma acdegk.^ PiiaM 

bdaflie sein. 

Wenu die auf den Seitenflächen des gegebenen scbiefeu Pa- 
«ilUelopipodums lothfißcht stehende tDuv(^sc|ipltts^h<}ne Ulf/ß mit 
in iir ip 4ie OnnKMMte «gkf einfbr^inn .poltte» ,fMi.:d»rf 
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man nur Has gegebene Parallelopipedum oberhalb acdö und unter* 
halb effhf um die Gru8se der Seite ffc ein- oder mehrmal verlün- 
gero, wo denn der nfimliche Beweis geffllirt werden kann. 

17. In liaiikrcich haben die Elemente des Euclide« ao 
Peyrard (BibliotJiekar der polytechnischen Schule su Paris) eioen 
sehr thätigen Uebcrsetzer und gesdfiickten Herausgeber gefunden. 
Seine Schrift füln 1 den Tit»*! : Les Elemens de (leometrie d'Eudide 
traduitä litteraienient, et «uivle» d'uu Traite du €erde, du Cylindre, 
du C^ne et de la Sphäre; de la mesure des Surfaces et des 
Solides: avec des Notes. Par F. Peyrard. Ä Paris. 1804. XV. 
und 570. S. 8. mit 8 Kupfertafeln. Sie enthält eine wohlgcr itlu np 
würtliclic Uebersetzunj; der sechs <Tsten Bücher, nebest doiu 
eilllen und zHöllteo der Elenit^nU'. In dem Supplemente 
(S. 447 — 558) bat Peyrard die von Eue Ildes nicht aufge- 
nommenen S^tze vom Kreise, Cy linder, Kegel, von der Kugel, 
vom Ausmessen der Oberflächen und dor Körper, nach den Gnind- 
sätzeo de« Arcbimede», aber nach Euclides Methode abge- 
handelt. Die Noten endlich (8. S59— R75) enthalten Erbllrungen 
über einige dunkle Stellen der Elemontet und vorzuglich eine 
Kritik gcj^on Robert Simeon in Bezng auf die X. Erklärung 
des XI. Uucbs. 

18. Diese Kritik betrifft fürs Erste eine Behauptung von 
Robert Simson: die X. Erklärung des XI. ??nrlis der Ele- 
mente sei nicht allgemein wahr, indem es in der i hat Kör- 
per gäbe, vrelcbe» obgleich von gleich Tielen, gleich undSliniichen 
Seitenflächen uBIsdllossenj dennocii weder congruent, noch blos 
gleich an Korpcrraume seien. Diese Behauptung beweiset Robert 
Simson durch zwei Körper, welche entstehen, wenn man in der 
Orundfläche einer dreiseitigen Pyramide einen willkührlichen 



der Pyramide daraul" errichtet, dasseihe eben so weit zur andern 
Seite der Grundfläche verlängert, und nun von jedem Endpunkte 
dieser Lothe drei gerade Linien nach den drei wmkelpuukten der 
Grundfläche siebet Man sieht leicht, dass die sich hierdurch bit- 
deoden swei Körper, von welchen der eine vier aus^^-i^rtsgehende, 
der andere aber drei inj^-wärfs- und einen einwärtsgehen»len Knr 
perwinkel hat, von uieich vielen, gleich und ähnlichen Seitenflachen 
eingeschlossen werden, ohne dass solche weder an t^rösse, noch 
an Gestalt übereinstimmen. Da nun dieses un widersprechlich 
wahr ist. so nn'Issen \\ir Robert Simson' s Aeusseruriir als voll- 
kommen begründet ansehen , und die X. Erklärung des XI. Buchs 
ist somit nicht bestimmt genug ausgedruckt Peyrard sagt zwar: 
„Ist es nicht einleuchtend, dass Euclides nur von soldien KSr» 
pern sprach, welche keine einwärts gehende Winkel haben?" 
Allein nier ist nicht die R»'do voti dem Sittne, i.volrlien Eucli- 
des mit seinen Worten verhundeii haben mag, sondern von dem 
Sinne, welchen man mit klar ausgesprochnen Worten verbinden 
imiss. Und darin hat Robert Simson offenbar Recht Was 
sonst noch gegen die5;e X. Erkl.frung su bemerken ist, wurde be* 
leits oben (3.) auseioandergesetzt. 

19. FGrs Zweite ent^bt dem scharfsinnlffen Peyrard da« 
UnsulängÜcbe in dem Beweise von Robert Simson nicht Er 



Punkt annimmt, durch 
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benetftt mit Recht, da^s der XVIII. und XL. Satz des XI. Buchs» 

so wie auch der III. und IV. iSatz des XII. IJiiclis der Elemente 
nicht l)erriedlgend dargethan sei, so lange die fragliche Behaup- 
tung nicht scharf erwiesen wäre. 

.20. Aber wie verhält sich Pcyrard in dieser schwierigen 
Sadbe? Er «teilt drei LehraStze auf, welche mit den von 

Hobert Siros on ausgesprochenen im Wesentlichen einerlei sind. 
Bei dem zweiten Lehrsatze bemerkt er auch richtig, dass sieh die 
entsprechenden Kürperwinkel nicht innner deckten, sondern bis- 
weilen als symmetrische erschienen. ^\i>er nun heisst es: 
M Hieraus srhliease ich» dass die Congruenz zweier Kßrper- 
winkel, u eiche von drei ebenen, einzeln genommen, gleicnen 
Winkeln eiti^eschlosst'n sind, nicht Statt linde, wenn, nachdem 
man zwei gleiche ebene Winkel derselben in einander gelegt hat, 
ihfe beiden andern Winkel nicht nach den nftmlleben Seiten 
hin liegen. In diesem Falle muss man sich also begnügen, zu 
sagen, dass zwei Kürperwinkel, deren j<'(ler von firei ebenen' 
Winkein, welche paarweise einander gleich sind, pelnidet wird,, 
auch unter sich gleich sind, weil ihre bestimmenden 
iSt^Ocke, d. b. ihre ebenen Winkel und ihre Neigungen» 
jgleiche Grdsse haben." 

r. 21. Pcyrard hat hierdurch wohl Robert Simsons Be- 
hauptung, dass tiirh die fraglichen Kürtierwinkel deckt<'n, berich- 
tiget; allein, das.s er jene Kürperwinkel gleiche nennt, welche 
nicht als congruent erscheinen , ist gegen die ^tur der Sache, 
' ond selbst gegen den Sprachgelirauch , da solche Korperwinkel 
sehr wohl symmetrische heissen. Man soll nie von allgemein. 
' anerkannten Begriffsbestimmungen abweichen. Alle Geometer ver- 
stehen aber uoter Gleichheit die Uebereinstimmung in der 
tfirUsse; unter Aehnlldikelt Cebereinstimninng in der Geetalt, 
^jpiid unter Congruenz die Uebereinstimmung in Grü.^se und Ge^ • 
■ stalt zugleich. Nach diesem ergiebt sich sogleich, dass die frag- 
lichen K(">rperv\ inkel weder gleiche, noch ähnliche, noch con- 
gruente genannt werden dürfen. Sie sind nämlich zum Theii 
gleich, zum Theil ähnlich, und folglich nicht vollkommen 
lihereinstimmend. Die Benennung: symmetrische Körper- 
winkel ist wohl die schicklichste. Wie durfte sie also Peyrard 

«1eich nennen« da er sich selbst des Ausdrucks : symmetrische 
[örper bedienet? 

22. Der dritte Lehrsatz von Peyrard ist vvürtlicb das 
^Fheorem von Rotiert Simsen, weldies behauptet, dass die 
zwei dreieckigen Prismen > welche aus dem Diagonalsclinitte des 
schiefen Parallelopipedums entstehen, gleich und ahnlich seien, 
obschoo sie nicnt als congruent erscheinen. Uier, bemerkt 
er, mnas mwi aidi wieder begnügen, zu sagen, dass diese K8r- 
per deshalb gleich und ähnlich seien« weil mre bestimmenden 
Stucke gegenseitig vollkommen gleich sind. 

23. Zur Prüfung dieser Ansicht müssen wir unsere vorigen 
Aeusserungen (21) wiederholen. Ks ist fürs Erste gegen den 
scharfen Sprachgebrauch, zwei Körper gleich und ähnlich zu nen- 
nen, welciie doch nicht congruent sind, und wofür Pcyrard 
flpHiflit den Aiisdruek: symmetnscheKOrper gebraucht. ,Aber (Grs 
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Zweite kunn noch nreiiigc^ lios einer solchen GleicMi^it und 

Aehnfichkeit die l\'hrreinstimninncr in dor (Grösse beider Korper 
abgeleitet werden. ])ie8C ist viehnehr gar nirht scharf bewiesen. 
Da Peyrard selbst (a. a. O, S. 564.) auf die, det GeomeMe toit 
Legen dre beigeflrii;ton Noten verweiset (33 ik C)« so ist es um 

so aufrallendf^r , t\ie ein so strenger Gcomoter sich hier diesen 
Mangel an Scharre erlauben konnte. I'r h;itt«j zum utMiigsten die 
Beweise von Legen dre (14) seinem \ Ortragc einverleiben solle». 

'2i. Da der Satz von der Gleichheit der zwei dreieckigen 
l*risnien, welche durch den Diagonaischnitt eines schiefen Parul- 
Ieiopif>eduine entstehen, in den meisten Gompendten der Eiemeii- 
targeometrie nur buchst unbefriedigend erwiesen wird, so Ist ee 
zwcckniKssig, hi«'i luxh (frn strcnueii ficweis eines filtern, jedem 
deutschen (veoincter rüliuilicbst bekannten Scbriftstellers, des 



dase diese sinnreich ausgedachte Demoiistration nicht häufiger hi 
sp.ltcrcn Schriften aufgenoniitieii worden if*t; allein wahrscheinlich 
hat man sie nicht für elementar genue gebauten, um solche den 
ersten Anlangom mitzütheilen. In der Tbat scheint sie auch 
der initferigen (10.) in dieser Hinsicht naehitfsteheh.' 

U|U diesen Itcweis von Karsten (Lehrbegriff der Matbe> 
matik, Geometrie, §. 343.) kennen zu lernen, tbeifen wir ihn hier 
io einer laaalicheren Form mit. 

Wenn AS (Taf. III. Fig. 6.) das get^ehen^ schiefe Parallclo' 

pipedum, GCMQ aber der Diagonalschnitt i.**t, und man legt durch 
die Mitte E und () der Grundflä'b'Mi AI und A',S' die Fbene 
HBLH parallel mit (iAKQ, und die Kbene FDI^P iiarallel mit 
ACMK, so entstehen vier l*arallelo|d|ieden : A(ß, FNy JSy und 
ES, w^che unter sich congrucnt sind, und deren jedes \ des ge- 
gebenen ist. Zwei von diesen Parallelopipeden theilet der Diago- 
nalschnitt GCMQ nicht: zwei andere aber werden durch ihn in 
zwei dreieckige Prismen getheilt. Jene sollen die äusseren, 
diese die mittlei'en PaTallelopipeden, die ans letzten ent- 
stehenden dreleeliigeB Pfisinen aber die nlltlere» PrlsMft 
heiifsen. 

Wird nun jedes der mittleren Parallelopipeden, wie das gege- 
bene, in vier kleine l^ar.dlelopipeden getheilt, so entstehen in 
jedem wieder vier coogruente Parallelopipeden, zwei mittlere 
und zwei Sassere, dereri jeden tS ^es gegebenen IsC. Jedes 
dieser mittleren konnte im wieder so getheilt werden, und man 
wtirde in jedem vier congrnente Parallelopipeden erhalten, deren 



man leicht sieht, ins Unendliche fortgesetzt werden. 

Da min bei jeder Theilung <lie Suni^nie der liüsseren Paralle- 
lopipeden die ilätde des gegebenen beträgt, und somit von letz- 
terem die Hftlf^, von dieser Hälfte wiederum die Hälfte u. s. f. 
ohne Ende hinweggenommen werden 'kann, so muss di^r Unter- 
schied zwischen der Summe aller ,'iusscre n Parallel opi (>e- 
den und dein gegebenen einmal kleiner als jede anucbliche 
Grösse werden (Elem. X. Ii. 1. S.). Allein der Unterschied der 
grilsseren Prismen GCS tod GCKYmn bar iifk dem tnterschlede 





wie 
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?xUf»r mitt! pff^-n Pri*<men liegen. Da nun diese mittleren Prismen 
seiik4t kleiner als jede angebliche Gnlsse werden kunnoii, 8o 
niuss sich auch Ihr Uiiterscliied in dem lM»a8sc verkleinern. Da- 
her sind die |titaeren Ptismen GCS und GCK um einen Unter- 
schied vers-ohioden . der kleioer als jede Mgebliche GrSsse ist, 
d. k. diese Prismen sind gleich. 

26. Bei dem Durchdenken dieser sinnreichen Demonstration 
habe ich folijenden Beweis uprnnrlfii . nrlf lifr, wie es mir scbeint» 
sich durch Kurze und Fasslichkeit empfehlen luOgte. 

I. Das dreieckiffe Prif«raa GCS (Taf. III. Fig. ti.) besteht an« 
einem aosseni Farallelopiueduni ES^ welches i des gegebenen 
AS ist, Ans »wei Siteeem''PtraUelopipeden , weif he »isainaMii 

«1. h« l ve» ASi aus vier iussern, welche zasaamen d. h. 

i',f von AS: aus acht änsstrii , welche zusammen ^t ;, d. h. 3V 
von AS betrauen, und so forf olinr Fiido. Die Summe aüer die- 
(<ef äussern Frismeo (e»ie heLs.se 6) hiidei also, in tiezus^ auf das 
PanülelopipedaniilSsl, eine unendliche Reihe vea^et Fenn: 

Ä^i + * + t^* + A + ^* + -- 

II. Aus der Arithmetik ist aber bekannt, dass', wenn a das 
erste CHied, e der EiqMment und <S cUe Summe «äner nnendUchen 

Reihe ausdrückt, der Werth von S=^^^ sei Daher ist, Ahr 

obige Reihe, 

III. Auf gleiche Wci^e ist aber auch die Summe aller l^ua« 

Sern Parallelopipeden im dreieckigen Prisma GCKr^ {AS, \\<*\\ 
916 mit der in Ii. gefuDdeneu aus ^leiclivieleu und gegcuäciti^ 
«(leichgrossen Gliedern besteht; Folglich icU Prismi^ 6'C*$=3Prisnia 
CrCiC=4ParaUelopipedum AS. 

'^.a. Der hier (in 10.) gegebene di^ecte Beweis des Lehr- 
Satzes bat einen neuen indirecten veranlasst, welcher eben- 
fidb Fasstiehkeit mit geometrisclTer StmiLre vereiuiut. & ist.fol- 
gender. Wenn (Tijf. llf Fi?. 7.) AliVDEFf» H das gegebene 
schiefe Paraliclupipeilutu und liÜHF der l)i:i<;ouaii>cbnitt in dem- 
aielhea ist. so soll hewiet^eu werden, dass das schiefe dreieckige 
FHsma ADBEHF dem eebieleii dreieekigea Pi^ma BDCFUG 
nieht ungleich aa Grosse sein kann, ohne auf ei i»en Widersprach 
tn i;elafti;en , wekher ans dof AjioahiBe dieser UogieichbeiC her- 
vorgehen nu'isste. 

6. iVlan le<re ihirch AD (wobei, der Einfachheit wegen, die 
Winkel DAK und ^Hf/iÄ" als rechte angenommen sind) eine Ebene, 
welche auf BCGF lothrecht steht, so bildet dieser Durchschnitt 
das Parallelogramm ADKJ. auf dessen Ebene die Seitenkanten 
AE, DH. nl\ t-G senkrecbt sind. Wird nun ebenso durch FG 
eine Durchsclinittscbene lothrecht slü( AEHD gelegt, so entsteht 
«in ParaUelogramnI WGML, welches dlem Parallelogramme ADKJ 
eongment ist nikd anf welchem die Kantenhnien La, MD, FB^ 
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GC ebenfalb senkrecht sind. Demnach bildet sich im Innern des 
schiefen Parallelopinedums AßCDEFGM ein senkrechtes ParaUe- 
jopipeduiii AJKÜLtGMt welches durcb die Diai^onalebene DJPM 
in die beiden vollkommen con^rtienten ilroicckigeii Prismen 
ADJLMF und DJKMFf; theik wird, wie dieses aus Tat. IIL 
Fig. J, hervorgebt, indem das vordere dreieckige Prisma derge- 
stalt in das hintere gestellt werden kann, dass beide nur ein 
einziges bildem 

c. Das schiefe dreieckij^e Prisma (Taf. Ilt Fi?. 7.) ADBEflF 
besteht rlaher aus dem senkrechten Prismn ADJLMF , ans der 
dieiseiti-t"n Pyramide, deren Grundlläche das Drf»ierk ADJ und 
deren iSuitze in B ist, und aus der vierseitigen Pyramide, deren 
GrandflSche das Parallelosranim LMHE und deren S^e in F 
liegt ^ Ebenso besteht das schiefe dreieckige Prisma BDCFHG ' 
ans dem senkrechten Pnsni;i DJKMFfS , ans der vicreekigen 
Pyramide, deren Grundfläche BCÜJ und deren Spitze U ist, und 
ans der dreiseitigen Pyramide, deren Basis das Dreieck 1FHG 
Hiid deren Spitze in M ist. Man flberxeugt sich leicht, dass die 
eben2:rnannt<Mi Iinideri viereekiirfm . so wie nnrh die zwei dreisei- 
tij^eii Py ramiden keine congruente, wohl aber symmetrische 
(8.) Kurper seien. 

d. Sollten nun diese bciduu 2:;chiefeo drcieckii^eri Prismen 
ADBEBF und DßCHFG {welche mit P nnd Q bezeichnet wer* 
den^ sollen) an Grosse verschieden sein, so kann dieser Untere 

schied (da beide die einander coni:nipnt<Mi r1rri( lv;!xon Prismen 
als Tiestandtheil gemein haben) nnr in der \ e r s ch i c de n h e i t 
der K.irpersummeu AÜJB + LLHMF und FGUM + KCBJD 
begründet sein. 

6. Ware mm (hypothetisch angenommen) P"^ Q, so setze 
man Q = di und es ist klar, dass nunmehr '2#*— = 2rf, 
3P — 3Q = '^r^ und tiberliaiipt nP — jiQ = ml ^pin tnifsste. Wenn 
» • aber gezeiict \^ orden kann, dass bei P — Q, bei 'IP — IQ^ bei 
ZP — %Qf und, im Allgemeinen, bei nP^^nQ stets ©ine und die- 
se I b i c: e Di f fer e n z stattfinden mfisste, wenn bei jP — Q Irgend 
eine DlATercns bestände, so ist dieses nur dadmeh jnOglicb« das» 
diese Differenz =0 ist, d. h. dass P=zQ sein muss. 

f. Denkt man sich die Seitenkanten EA, FB, BD, GC 
(iber A, ff. D, C so verlHnijert, bis An (welche man in einer 
Zeichnun«; n irklirh ziehen kann) z=iE.1, Bb ^ FB , I)d- HD, 
Cc=fVCist, verbindet die Endpunkte 6, </, c durch vier ge- 
rade Linien und betrachtet den Diagonalsehnitt dbFH, seist 
klar , dass in dem schiefen Parallelopipedum abedEFGU zwtik 
Kcbiefe dreieckisje Prismen entstrhf»n. von welchen ahdEFH 
=z '^AßDEFB und dbcBFG=z^DIiCiJFG ist. Wird nun durch 
ad eine mit AJKB pardlele Ebene gelegt , so entsteht ein Vier* 
eck aikd, welches mlf ohrd einen KOriier abcdik bestimmt, der 
dem Kurper ABCDJK \nI!kommeit rrtniinTcnt i'^t. iinrl die oben 
(in c.) bemerkten Theilc dieser Kürper bilden dm l eberschnss 
der beiden grossen schielen dreieckigen Prismen {IP und über 
die zwei in ihrem Innern entstehenden eongruenten dreieeld* 
gen Prismen. Bestände nun zwischen P und Q eine Differens 
=:^d, so müsste hier bei 2P und 'IQ eine Differenz =2rf statt- 
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fiudcD. Da aber auch bei nP und »Q (wie die fortgesetzte Con« 
straction der gleichviel fach f^rögscrn scbiefeD dreieclcigen 

Prismen P uod Q deutlich zeii^et) dit;sf Differenz z«ischeii P 
und Q nie grosser wird, so kann zwischen P und Q gar kein 
üntergehied bestehen, d. Ii. es niuss P=Q sein. 

ff. Wiire der Winkel ADH ein ««tiimpfer, so wurde durch I) 
eine Ebene gelegt, aut ^velcher die vier Seitenkaoten Dlly AE, 
BF, CG lotbrecht stehen, und der Beweis wire der oimliclie» 
da nun auch durch F eine Durchschnittsebeoe gelegt würdet 
worauf eben tVtc^e Kanten senkrecht sind. 

A. Der aliijenieine Sntz, worr^iif sich dieser indirecte rit'\\ ei» 
grändet; ist demnarh folgender: Wenn zwei Grössen P und Q, 
von welchen umn nicht weiss, ob sie einander gleich oder un- 
gleich sind, gegeben werden» mid man kann Oberzengend bewel» 
sen. dass, wenn zwischen ihnen ein Unterschied stattfände, eben- 
derselbe auch bei ihren Doyipelten , Dreifarhen und überhaupt 
bei ihren tifacben stattltnden luüsate, so moss nothwendig auch 
Pz=Q sein. 

» 

i. In der früher erschienenen Abbandlung: Der 28. Satz de» 
XI. Bucbs der Elemente des Eeclldee u. s. w. S. 4. mit 
einer Steintafel (40 Kr.)» ist sowohl das Geschichtliche, als das 
Kritische dieses Satses auslbbrlicher dargestellt worden. 
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lieber zwei Kurilen, die won der Ellipse 
ateeleitet sind« Bereduians der tob 

Ten Amt 

Herrn Doctor J. Diente r. 

Lehret an der küiiec«» Btiur^ertcliule zu Sioshciui bei iietdelberg. 



die Gbichung einer Ellipse, (jr' , y') ein Ptonkt derseiben. Auf diesen 
Punkt siehe man vom Mittelpunkte einen Radius vector und rer- 
lingere diesen um die Grösse h. Die Gleichung des Rad. fect, 

ist « =^ X» und die Koordinaten des Endpunktes (des TerliUigerten 

Rad. T.): + wo r'=:Va;'«H.y'a. In diesem End- 

punkte errichte man eine Senkrechte auf den Rad. f., so ist die 
Gleichung dieser Linie: 

,-(y+*^')=-^(*-*'-^). (1) 

Das, nas bishrr mW pinpiii einziliPn Rad. vect. vorjrennmmcn 
wurde, nehme mau mit all<!i» vor. tind suelie sodann die Gleicliunt; 
der Kurve, die von allen den aui den verschiedenen Rad. vcct 
senkrecht stehenden Geraden berfihrt wird. Zu dieseia Ende rnnss 
man die Gleichung (1), irelche auch so dargestellt werden Innn: 

nach x' differenziren, indem man y als Funktion Ton bedingt 
durch die Gleichmig 

r'2 «'2 

f.- I 1. (2) 

ansieht , und zwischeD der erhaltenen Diflferenzialgleiehuttg und der 
Gleichung (1), und y eliminiren. Nun giebt (1) : 
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wibread aus (2) Ibigts 

Setst man diesen Werth in (3), bo erhfilt man : 



Eliroinirt man nun aus ß), (2), (4) di6 Gifiteteeh ;r'; *6' ettlSlt 
man die Gleichung der gesucbteo Kurve. 

flierauB folgt: 



Diese Gleichungen geben ftir jeden Punkt {x' ,y') der VI- 
fipse den entsprechenden Punkt der gesuchten Kurve an. 

Man setze in (5) ^'=acos q>, v' — bmi <p, ao genügen x\ 
v' der Gletchonp^ <i), während « ein Winlcelist, der in dem Punkte 
0 in fretcbeni die Axc der uß die Ellipse schneidet; durch 
diese Substitution findet sich: 



ar = (l+«*sin«9P) «cos^H;— » 
3r= , — -8mfp+ 



wenn «•= — — — Die Gleichungen (6). wenn man in ihnen qp 

von 0 Iiis 2;s gehen lässt, drücken die gebuchte Kurve aus. Durch 
EKmhiation von fp zivisefaeR ibiMB eiiileite naa die Gleichung der- 
selben in gewöhnlichen rechtiriuklichen Koordinaten. Für den Fall 
/f=0 rvhhlt nun als gesuchte Gleichung (siehe Grelles Journal. 
Bd. Ä». i)ü tf.) : > , 

[6a« 6« - 2 (26« -a«) (2«« - ft«)-3(a«ar«+ ^«y«) ]»±s 
(9 (26«- ««) + 96«(2a« - 6»)y« - 4(«2-|.6t»)(262 -o«) (2a«- 

in unserm Falle witrde di^^ r.ndploichutip offoril);»r tiorh ^rf- 
\\i(k(dtcr ausfallen: da es dhtT iür den Zweck, der liier verfolgt 
wird, nicht nothig ist» dieselbe zu haben, so begnügen wir uns 
mit den Gleichungen (S). 
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Di« gerachte Knnre besteht offenbar «ns vier kongnienteii 
TbeUee» tod 9=0 bis ^»9 = ^ bis 9t, 9=« bis -^p hb 

in. Der erste dieser Quadranten ist von den positiveo Tlieilen 
der Axeo der sc und y begränzt: er beginnt an der Axe der 
Suchen wir tiuii die Fläche zwischen der Axe der j-, der Kurve 
uod der Ordinate T)a die Ordinate ?/ den Quadranten in zwei 
Theile theiit, so muss noch beiuerkt werden, dass derjenige dieser 
beiden Theile gemeint ist, der rom Mittelpunlcte entfernter ist 

Die Formel für die Qnadrlmng ist dt ^9^» nachdem x mit 

wachsender Fläche zn- oder abnimmt In unscrm Falle ist das 

tinti'ri' Zeichen anauwenden. M i nViorx und y als Fmiktionen von 
9 g^ebeo sind, so ist der Ausdruck für die gesuchte Fläche - 

Setzt man hier die nhlcfni Wrrthe (6) von x nnd so erhält 
als Ausdruck des gesuchten Flächenstflcks : 

«Äy^ sin '9 897 j-y sin ^ cos ^9 89) 

— I j — -l sin '^fp cos *qp 89? 

Vo Va-e«shi»g>>»+'Vo V(l-«»SHi^) 
OAA g/^y shiVcosV8y 

sinyay. A»6Y» slnySy . 
^""Vo V(l-««sin»9)'»' aV„ v/(l-^sinV)* 



Nim bt aber : 



f. 



9- 

slnV^y— 2 sin 9 cos 9 + i tp, 

o 



sin ^9 cos 2<po9> = i sin ^9 cos 9 — J sin 9 cos 9 + ^9, 
o . 

sin*909 = — ^8in'9cos9 — ^ sin9cos9-Fl9, 



9 

sio^ cos ^9 09 = 4 sin ^9 cos ^9-^8 sin ^9^os 9 — j'^ «in 9 cos 9 

+ »'6 9», 
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9 

o ■ ' 



o V(l-e«8iii«(p)' 1—«* (l-e*)ir i-«iBin«9 

F(g>,e) — JS^(y.e) sinycosy 
~ «* Vl-<52«iDV' 



(l - c«sln V)^ * ~ Vi - c^siD V 

€»Vi_e*»ii,^' 



9_ Hin ^c^fV__ _ Vi — e8sin^siay cosy _ 2 (1-f p«) 



+ 



3^ 



yy 8i n«ycos^ya y (2— . 2 <^ F(y , <) 

♦ 

wenn t 
Ferner iat 

DiiTerenzirt man diese Gleichung nacb e, und tbeill beiderselfo 
durch 2gj so ergiebt sieb 

» ain^8» _ 



sin y cos y 



2(1— e«) l— «'^«in'V 

Setzt man diese Werthe, so erhält man das iraglicbe FiäcbeostM* 
Um den Qnadranttn sa erhalten, muss man 9= -^eetxen. Der- 
selbe iat abo: 
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T=:^ -3 j 



-3"^ h—S^ 



+»*^( 3ü :3?- — ) +^|^vä=^.ii' 

Mithio der ganse, von 4er fragliclieD Kurve nroscUosiene 

Raunt : 

«( Tb )-'^-r^ir'^'^^^^^^renh^n, (?) 

(LVl)er rlic Hcrfciturii,^ obiger Anad ra <jte <^he man n. A. Cr^lk*» 
Joiuvtal. Üd. 31. «S. 25 S.) 

Sei wieder 

4ie .I^WDhaiig eini^r £Uipae^.(d/, y') ein PuiiJct deraeU^ 1% 
GleicbuDg des Radlua vector in diesem Punkte iat if^^.Xy und die 
Gleichung der auf seinem Endpunlcte Senlcrecliten : y -\- xx* :s 
x"^iry'^' DieGleiciiuog der Normale-im Paol^te ißi' , ff') iai : ^{y-^) 

^'^(^ — Gleicliuüg der mit der rSonuale jiaraüeleu, durch 

den Mitleipimtrt gjelienden Geraden ako-^^= ^^.^ Heiaaen nun 

^* jf die Koordinaten de» Punlctes, in dem die^e letztere Gerade 
<He ao dben erwMmte 8enkte<^lile trifft, ao Ist 
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9Ü 

und eiiiuiuirt aus den drei ietzteii Gleichungen r', ff* % »o erfailt 
man 

|als Glcfl(9iitDg dar Aiirch alle jene Fussptiskte gebenden Kurve. 

Man ziehe in einen Punkt {x' ^ y') dieser Kunre (8) einee 
Radiusvector, und verlängere denselben nm die Grüeee so sind 
die KoeMÜnalett aeinee; Endpsnfctes 

Man suche nun fVip (.leirhuiic: fler Kurve , die durch die l^iidpiinkte 
aller so verlängerten Uadien gciU. 6eUt man ar' = r cus 9 , ^' 
* =:rt»iu9?, <»o hat man 9 eKfluniren aue 

4?=:r coe 9 + Ä coe 9» = (r + /#) cos , 

r>(a*cos V + fi*wn*J)p)"F=: (Ä*opf ^ +.Ä*«in'v)*- 
Hieraus folgt (r +A)«=a;« + y^ r^VW^-h, 

DenraA eAl^ma« als fileiebn« der fnglidiiea neue« Ki^re : 

welcbe Gicicliung tör Ä=^ in P) Äbergebt 

Diee^ Kurve tiegteht aus vier Icongruenten TheUen , «<> «las» 
die Beiraehteng eines Quadranten genügt Man setae «m ^^0:= 

(r— Ä)* (a-^coö V + ^S»""»»» ^9P)^ =<o*cotf«9) + 6* sin V)^, 

= («27ii^+62sin2(p)r 
Fdr den FlKdieniilhalt vdes Qndfaoten findet sich : 
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7t 



(ff ^ COR \ 4 /j^sin 

Setat man ^r^— =«2, so ista<cosV+^>»V=a*(^— «%inV)t 
demnacli 

1% C0 8 1 /^ a co.s^ycy 

j iF(f,e)-i:(f 
= ? )• . 

y^ ? a n 1_ Aä 8m«y8y 
0 (a» cos v i ft'iin a V o (I^e»8m«9)* 

£(f»e) F(f ,e)^£(f,e) 



Ferner ist ' 



Differenzirt man diese Gleicknog nach a md thc»it fi' fi <awn 
durch — 2a, so tiiidet sich 



co8*y9y J_ » 1_ n 1 

»C08V+Ä*sJn*<P)*"^' 2a»6 

Differenzirt man abenuaij» nach a.und dividirt durch— > 4«« «o 
erglebt «ich : 



f. 



^% cos 7t 3 



Durch ähnliche Verfahrungsneisen ergiebt sich : 
n 
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y'*; sin *(pd(p _ n 3 

iSubstitoirt man diese W erthe, so ergiebtsich für deo Quadranten : 

_« r 3(ir»i6^)-f2rt»6' -| 

-3bL Sä J 

Die ganse, von der fraglicbeo Kurve timschlowieiie FlCche isl 

irL 58 J + * — 5— *^<^'^> 

'-4aA£(^,0)-i-A>». (10) 
Für A~0 erhält man bieraiie 

iL 5* <^^> 

aJs Werth des von der Kurve (8) umseUoeeenen Raumes. 

Für ri=s6 geht die Kurve (9) in etoeo Krel« Tem Halbineeser 

o-fAflber. 



Theil X. 



Digitized by Google 



X. 

Veber einige Sätze der höheren Arith- 
metik. 

Vom 

Herrn W ilhelin Mösta, 

LehnunU - Candiil«teii zu Ca«a«i. 



Es muss gewiss einem jeden Freunde der Zahlenlehre eine 
erfreuliche Ersehelnung sein , wenn in neuerer Zeit immer mehr 

ein Band zirischen den vereinzelten Lehren der buhern Arithmedk 

Tind den übriijfüi Branrhen /l^r IMathematik <jrknflpft wird: tnDso- 
melir, da auf viele der hteriier gcliüri£;eii l^robleiue ihrer INatur 
nach (nsbeftondere von den Anoänerungsmethoden der Annlysis 
ffar leicht Anwendung gemacht werden kann. In dieser ßexieh'iing 
nal>cn die Forschungf'n des Horrn Libri (!\Ienioires de l*Aca<leniie 
de Sciences, savarisi ^traitgers, Tom. V.) V'ftrtreffliches c:eh»istct, 
indem durch sie die Lösung der Congruenzeo von beliebigen Gradcui 
aos eioem aligeroeioen Prmeip hergeleitet, 00 wie die der vom 
1. and 2, GrMe durch Formeln gegeben werden, dem Werth 
sich in jedem hesoiHl^^rn Falle durch Hiiifc der Anulysis ermitteln 
lasst. Hiernach schien es mir vielleicht der IVIühe werth, die 
von Herrn Eisenstein (Crelle Journal ffir reine und enge- 
wnndte Metliematik. Bd. S7. pag. 281.) aufgestellten Sätze, 
vf>n denen meines \Vi8sens noch keine f^w else i,'e!::c!if»n f>ind ^ 
auf die ubige Auflüsungsmethode der Congruenzeo zurüüiuufübreo. 

Ich schicke die folgenden bekannten Satze voraus. 

Istn eine Primsabi , so sind eimmtliche Wuneln der Gleichung 

a:"-l=0 

gegeben durch : 

OOS« — +T ^Imo^ — » 
n ' n 

wo k alle Wefthe 0, 1, 8,...,n— 1 durchlloft. 
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Bildet mau die 6uiume der »4 -Potenzen dieser Wureeln, so 
wv4 dieselbe SS« «dtossO, jenaebdem m ein Vielfaches ron n ist 
nicht; d. h. mit anderen Worten, es int: 



^ {(cosO^ + V^sinO^)- + (cbs^ + V-iain^)« + ... 

+ (ces(n--l) 4- V^l gio („ _ l)^^yn 
=z 1 oder=0. 

Diese Eigenschaft der Wnrzelo obiger Gieiehni^ hat nun 
Herr LibrI cur Bestimmung der Wurzeln der Congrueaz 

g)(.T,y,J...)^0 (rood^i) 

lienntzt» 

Betrachtet man nimlich för'^ ^ 

a? die X^eitbe 1, 2, 3...a; 
jf „ „ 1, 2, 3... 6; 

so hat man nach dem Vorherffehenden unmittelbar für die Summe 
der Wnraeln der vorgelegten Uongmenis den Ansdnick : 

♦ 

-£(x, «, 2....) jcofiO— +VrisiBO~)!^(*»»»*-) 

+ (c«e~+Virisin — + .J 
it n 

+ (cos («—!)--+ V— 1 sio (« -l)—)9 1'» ^ « ••••) 
n St ) 

=:-i^-S(a:, y, f„.. ) (cosö ^ + l^^siaö^) SP f '».»-•), 

wo sich das SumnienzeicUen über «Ii« fnr .r. i/- aufj^estellteo 
Werthe und über die Werth« ft=rO, 1, 2....,w~l erstreckt. 

Reducirt sich die vor^elri;t<> CoüZTuenz auf eine solche vom 
ersten Grade mit einer Unbckaniiteti , deren allgemeine Form 

0:r^6sO (modn), 

so ist die Summe ihrer Wurzeln, wenn man noch berücksichtigt, 
dass es zur Auffindung aller Wuneln der Cougmeiiz genügt, fllr 
X die Werthe : 

1, 2 , 3 — n \ 

zu betrachten , und man die Potenzen der Sinus und Cosinus in 
vielfache Bögen verH-andelt, gegeben durch 
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«»=1 6=0 I « «j 



Nwi ist «ber 



^ jrco«ö(ii«H-Ä) — 



w n 

««2«(^^^)«-e«.2«(6-.)| 



4 



fi8iii6(6 — i«)^ 
— f 



n 



daher ist die Summe der Wursein obiger CoBgmenz 



II 



1 1 

fix=i 0—Q n A (f^^ 

. ifl=- 8ioö(6-{ii)^ 

II 

SiDd a und n relative PifmMlilen, so bat bekanntlkli die Oott- 
gruens ajr+6sO (mod n) nur eine nositive Wunel, kleiner 
als it, und man hat deaahalb för diese dea Ausdiuclc 

Vecsteht man nun unter G (A) die nächst Icleinere ganseZahl als 
Slf 80 wollen wir Jetst 

^(n)^' we Jir und iV^relatiTe PrmmUen sind, 

zu bestimmen suchen. 



Digitized by Google 



101 

Ist der bei der DivisioD der Zahl M durch N bleibende Rest 
^x» wird G sofort bekannt «ein» wenn x bekannt ist 

Zur Bestimmuiic' des Wertbee Ton x h^tmao aber Dar die kjeinate 
AuilSsung der Coogruens 

ilf-*4ps0 (med ZV) 

SU suchen. Piese ist abier nach der obigen Formel 

3 +2 



sio 



4Mler, da' 



IIDd 



aucbt 



77^ — =•"* TT«^*»* ^ 

aiooj^ 



6=1 

Alsdann ergibt sich aber uuiuitteli)ar aus der CHü^^rueuz 

ir— (mod i^) 

(U) 

Die Formrl I. »teilt deOfkleinsten Rest von M für den Modulus 
iV vor und 1. und II. bilden die beiden ersten am angeftihrten Orte 
aufgestellten SStse. 

Ich fiigc noch lolgendc Hemerkun^ bei. 

^»ind M und N relative Primzahlen und überdtCH iV eine un- 
geiade Zahl, so genügt, <tie Summe zwischen den Grenzen d=l 
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N— 1 

und — 2 — ^" nehmen. Denn da säinmtUche Zahlen 2i>i, 

•W...., (iV^l) ifeT nach dem Moddus iV ii|igloicbe Reste lassen 
und , •. y 

— g — 5 1— (modiV) , 

* ^ 

so bleibt das ProdMot der beiden Functionen anter dem Smnmen- 

zeichen dureh Einfubnins: der negativen Werthe von ff nngeandert, 
und man hat des^halb auch für den kleinsten liest von M für den 
Mod. N den Ausdruck, 



und damit auch 

wir woHea uns jetet die Aufgabe stdien ; 
zu entwickeln r wobei wir wieder M und JV als relative Primsablen 



ZunSchet Ist Uar, dass man für die Uemate Wuixel der Con- 
gniens 

. v.ilf— ;rsO (modiV),wo9<iV 
nach dem Obigen erbSK: 

Setzt man für e naeb einander die Werthe : 

1, 2, 3. ... o; 

so wird man durch Sumiuation dieser verschiedenen \^9p^fbe ^ die 
Summe der kleinsten Kest<> (^halten, welche dtrrch DiWloi> der 
Zahlen M, 3/1/.... durch iV hervorgeben. Bezeichnen wir 
ditee Summe durch 5, so ist : - < * 

«=^T-2^, sUiÄa-yCotÄy 

Diese Reste sind.sliromtlieb Yon einander verscbledett, ilnd wenn 
vssiV^l, an Gdlen aeHrfge mit den Zahlen 1> % 
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Rücksicht auf ihre Sfelluns:, zusammen. Wenn wir ilesslialb die 
Zahlen Af und y als relative Printzahleo und N ziiwleich aJ^ eine 
tiilg«r»de Zsihi vuraiu»seUeD» «(» lai die Mainme nur von a=l 

bis tf = vktt/nebmtii» tun die Summe aller von einander ver- 
schiedenen Reato zn erhalten, «o dass 

Die angezeigte Summation nach ö läseit sich jetzt nach dem 
Priocip der doppelten Sumnuitioii ausföhren; denn ei6 ist : 

i 28m — 

l«t nuQ M eine gerade Zahl, so i«t Tdr alle W^he von k, 
cos iWfc»s=l , i^d wenn man noch bedenkt* dlMW allgemein 



coaecdr^tg ^ -|-cota;, 

80 ergibt «ich: 

Hieniacb ergibt aich aber unmittelbar 

Ist aber ilf eine unc^erade Zahl, soaerlegen wir den Auadruck 
imter dem äummenzeicheo ao» dass 

* » .,2» \ ,,2;tf)t oniMlatl 

( am/f-^l 

JV-I 



j^^., 

l 8m(z«; — Ar»^l • 
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Unter dieser Form erkennt man sofort, dass der Werth de» 
Cosinus im <>rsteii (iiiede der rerbten Seite fiir jeden Werth von A:, 

= wird, dagegen im zweiten Glied e ~ — l. Da nun allgemein 

« 

co8eca;=tg^-f- pol,a:=qot^ — cotj;, 
80 ergibt sich naeh einer einfachen Reduction; 



5 cotÄ^jcot^-^ 



= -"5"«-* ^ +"^"-»(«-l)^co.<J*-I)g. 

Erwägen «vir nun, das« 

und 

eot(U - l)g tg (a/A'I - (2A - 1)5^ = tg(iV-Cit-l))^ |, 
so sehen wir« dass , 

^i*^ coK24-l)^cot(2A-l)g=- cot*^»g**J. 
un4 damit: 



ninA 



so wie: 

cotife^tgÄ^. , 

AUdann resnitirt sogleich der 3. angeföhtten Orte aiifgeelellte 

Satz: 
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iv«-i jii iv-1 i*=-;3-z_J*L ... 

Von den vorhergehendeD Formelo kuonen ivirjeCstAnwenduDS In 
der Lehre von den quadr<itischen Resten machen. Ist nämlich a 
eine beliebige Zahl, p eine Primzahl, so ist *), weon wir nii ff 
des Legen dreschen Zeichens bedienen, 

(y=(-l)M(modp). 

wo f& die Anzahl der Reste der Zahlen: 

o — 1 
a, 2a, 3a«..*--g— «» 

nach dpTTi modiiliis/;, welcher ^ i/? , bezeichnet. 

Ob a 4uatiratiscber Kt'^t oder jNicbtrest ist, hängt bekannt- 
fich nur daToo ab, ob fi gerade oder ungerade Ist, und unter die- 
ser Vorsassetsnng kann man seteen: 

Die Zahlen n tind p haben aber dieselben Eigenseliaften wte die 
obigen M und iV und es ist dessbalb : 



_ 1 3 (a-i)P^+C^~a) *==Dr 



Daher haben wir den merkwürdigen Ansdmck: 

4 

(IV.) 



*) Gaqpi, OiafaialtkNMS ariHunelican, $^ IV. 
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Au8 Formel III. können '»vir jetzt ohne grosse Mühe cid merk- 
würdige» Theorem Iterleitcn, welches Herr £iseu»teiio io dem- 
selben Bande pag. 282. aufstellt. 

Sind ii^niUcb p und q zwei ungerade Zahlen ohne semein- 
schaftlicben lliailer, so haben wir 



55 



und hienuis durch Additioo 

Die beiden entea Tara« mf der racMni Seite der GleicLuug 
Imwo eich Mn- anf folgende Welae geiteal 



Daher ist: . 



1 U=i(.-i)tgA- ^ *=*^-^'*8*a 



tgÄ-^ fgA- 
Es ist' aber hiiiliiij|lich behannt, dass Summatioiien vm der Fi 



ment von Ganse non Beweise dee ReciprdeitilsgeselMe Üb die 
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quadratischen Reste benutzt worden siod und da#:s sciru' Unter- 
suchungen auf einem voo dem obigen gaos verüchiedeiwn W^e 
ergeben haben *): 

I 

Ffibreo wir diesen Werth in unsere letzte Formel ein, so ergibt sich : 
BeteiehDco «rir dei Kllne wegeo 

^ p ^ p ^ p p 

durch F(f/.p), so lösst sich diese sonderbare Eigenschaft der 
Function r (ff , j)) mit zwei Variabcin, wo <y und p irgend zwei unge- 
rade 2^kn uhpe gemeinRchaClÜcbeu Theiler bedeui&ii^ a^ch kurs 
geben iltirchr 



ire)biiiq(»mifgiibeii fttr Aeli^er. 



Von dem 

Herrn poctor J. Dienger, 

Lehnr w der Mhem BfirgefielMle su Sie Aoin bei HmMbug, 

» ■ m^^^^mm^mma^m .»rk 

Setzt man 

(1 — aar) (l—abx) (1 — ab^x) in lef. , 
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» i ^, i 1 . r i 11.11 • 

V3 1 3 1/3Y 1/3Y i/3y 



Man denke sieh aaf einer Ebene eine Senkrechte errichtet; 
um den Fu8>«uMnkt derselben als Mittehmnkt ziehe man Ii der 

Ebene eint' ?Jlipse, deren Halbaxori a. n srion. ^Tan npTimo nun 
eine gerade Linie und in ihr znei lesfo Knd[)iink(<v, ilereii Ent- 
feniung c sei (d. h. konstant int); den einen Endpunkt iatu^e mau 
■nf der EÜipee sich bewegen, wShrend der andere immer auf der 
Seehrecbten bleibt: so Ist die Gieichang der durch diese Bevre- 
gmig enengten Oberfläche: 



ff 

•^ — sinx-i- inin^ -^-iHui^ .... in inf. 



(üx j;>0 und <9s. 



Wenn man in allen Punkten einer Paiabel Tangenten sieht 
und vom BrennDunkte auf eine jede eine Senkrechte Allt, so 

trifft eine jede flle^ser Senkrechten die zu ihr gehr»rige Tangente 
in einem f^unkte, der in einer geraden Linie iiegt, welche die 
Parabel an ihrer Spitse berOhri 



Wem num in dem Dreieck ABC m der Seite AC einen 

Punkt D annimmt, so das« AD=--AC, und in BC einen Punkt 

et 

BC 

E, so dass M= — , femer die Linien AE^ BUMkt seschnei- 

o 

den sich diese letztern rechtvrinklich , wenn 
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Jjegt man dorch einen senkMcbten Zylinder mit kreisförmiger 
Basis eine Ebene schief ^ejjen flif^jp. so isf der DurchHchnitt 
eine Ellipse. Sott nun die.se Ellipse die Fläche p lunacfaUesseo» 
Bo hat xaaii die genannte schiefe Ebene so zu legen : 

Man ziehe in der BabU» einen Durchmesser; an seinem einen 
Endpunkte errichte man eine Senlcrechte auf die Basis, deren 

LSnge =^ V/>*— ir*Ä*, wenn r der Halbmesser der Basis ist. 

Den Endpunkt dW'ser Senkrechten verbinde man mit dem andern 
Endpunkte de«$ Durchmesser», durch den man, in der Bat^is, eine 
Senkrechte auf den Dnrehmesser zieht. Legt man nun durch 
diese letztere Senkrechte und durch die so el^n cesocene Lf 
(nach dem Endpunkte der ersten Senkrechten) eme Ebene» 
schneidet diese den Zjfiioder in der verlaugteo Ellipse. 



777-5 — [sr. unendlich gross, wenn /"(jt) eine 
ganze Funktion von x ist 



^^J, lTH^=Vr iS^r- '"r .>0 «od <i 

Für a=:l folgt daraus / r+T+T*~3V^' b^lcannt. 



Ueber die Summe ^J_^^{QXm-^b9mf~ 

Setzt mau in 

fiir 3f die Weithe dTf, s% ^> au eigiebt eich dineli SmnniiniQg; 

+ .... + 6^ Är, 
wenn mnn, wie gewShnfieli, 

^i' + ^3* + •••• + ^«»* = 

*ülzt^ 

Setzt man hierin abermulä ur-^;r>, ;£o,....^in und summirt, ho 
• fdeh ^ 
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Nimmt man die Summe im ersten Gliede so, dass man den Fall 
.kniiker anssohliecst, ia dem v^w irir4, ao findet «Ich: 

Ans dieMT Gleichung folgt für «ss^^sl: 

+«,)'• +....+ (4r|+;r«i)r+(a^^+a,)»'+„..-Ka^r^*«)' 



r(r-l), 

»nf mit \ . = Y ^<^r>^ 

' 1 o* X a 



0«c «weite TM hßtt «nf mit ^ . : ^ ^(Sr)^ oder 

r(r— 1) 1-^^ » • 
. — Sr-'i S14.1, Jenacbdem r gerade oder ungerede 

Ist 

Einen Shnlichen Satz leitet man al( iBr ass— 6=:t« 

BekanntÜch kann man 81, S^,„»»Sr dtirch die KoefBiienleii 
der Gleichung 

a " f «iJ:"— + .... 4- Um — 0, 

wexm ihre Wurselo Oi, ^ fXm akod, ansdrAckea, vermittelet 

der Forfneln» 



« 
■ 

m 

Sr + OgSr^ +a%Sr^ + .... -^TürS^O. 

Ist r>m, so ist Or und überhaupt alle Koeflizieuteu a», ISl 
dleo>tfi, gleich NoUm hetien» wd ee «rivd dteieMe derelMgen 
dleichnngen: 
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Da ili« iivkicfauiig ' i 

bekannt y mithio auch 6\ Ür» 

uuU «onüt kaDD die oh'ige boppelisunune berechuet werden. 



Herrn Professor Dr. O. Schldmilcli 

an der UaiTenität sa Jena. 



Lfisat sich auf elementarem Wege die Uichtigkeit der Gleichung 

* worin mi, m^,...« wie gewulwUcb die Binoniialkoeltizientea bedeu* 
ten. Dach weisen? 



Eine der interessantesten Curren höherer Grade ist diejeniget 
welche durch die Gleichung 

cbarakterislit wird. Sie bestellt ana Tier Zweigen und kann iiote'r 
Umtitänden ganz in einem endlichen Rmune enthalten sein. Did 
Fläcke eioea Quadranten von ihr iat 



und Null im Gc^enfalle. Man wnnschf f^ine niskiisaion j60er 
€il|3ichuog uud üegriiodung der angetührteu Quadratur, 



Eine Curve sei auf rechtwinidiche Coordinaten bezogen*), 
OM=s, MPz=^y i im Punlrte P sei an iUeselbe eine Tangente 



^) nie entycechfade Figur wicd man lieh «elir leicht eelb«! ent- 

werfen küaaen. 
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ST gelegt. Welche die Absctsgenachse in 5 schneiden mSge. 
Zwischen den beiden Winkeln MOP= ta und J^SP= a wird nun 
immer eine gewisse Relation statt fiaden, die fiir jede Curve eiil« 
iHMoodere »t; kenot num ab«r inni^ekebrt diese Relation, so 
mOM sich daraus die' Gleichung der Cnrre bestimmen lassen; 
man soll nun eine allgemeioe Methode angeben» mittelst deren 
aus der Gleihung 

i'ederzeit die unbekannte Gleichung der Curve abgeleitet werden 
Lann. Für /)[ct>) = 4ci) findet man z. B. 

wobei r eaie willktihrlicbe Constanto bezeichnet, als Gleichang 
der Cun'e, und die letstere ist demnach ein Kfeie» wie sich ror- 
ber sehen Üess. 



II 1 8 c e 1 1 e n. 



»Steiiiheirs Rassagen - P risiiia. 
(Aus C. L. V. Littrow « Kalender für alle Stände 1817.) 

IMössl hnt dem Passagen - Prisma die hier mit den halben 
Dimensionen der Wirklichkeit ersichtliche Gestalt gegeben. (Siehe 
Taf. II. Fig. ().) 

Das Priqma a liegt mit seineu Kanten für mittlere Breiten 
nahezu der Weltaxe parallel, und dessen l^eflexionsfläche steht im 
Meridiane oder f)rn»jonieen Vertikalkreiso . in welchem man zu be- 
obachten beabKichtigt. lias drei- bi& viermal vergrössemde Fern- 
rohr h bewesft sich mittelst des Bfigels e in der Reflexionsebene 
des Prisma auf und ab. Zns^leich ist diese Reflexionsebene paral- 
lel zur Säule tl , welche wieder senkrerht auf der oberen FIrirho 
des Gestelle» e bpfostiat wird, so dass das Horiznutalstellen die- 
ser Fläche e sofort auch dem Prisma die richtige Lage in einer 
RIcbtnng ertheilt; zu diesem Bebufe ist da« eine der neiden Fflss- 
eben f auf der Ocularseite des lustrnnientes zum Höher- und Nie- 
(^^r^phrnuhen ehiserirhfof . !n der anderen, auf jene erste per- 

Eendikuläreo Richtung wird das Instrument zuerst durch Verscnie- 
eo auf den Fflsscben f rectifieirt» and, wenn eof diese Art die 

fewänschte Lage bereits beiläufig hergestellt ist, werden diene 
'flsschen in das dazu bestimmte Pirrfr^ital unvcrSnderrKh einge* 
lassen oder sonst (ixirt , und die nuit noch uothige Correction mit- 
telst der 6chraubchen «r, die einander entgegen wirken, hewerk- 
stelHi^t. Die BiMer suid bei der Vollkommenheit, dnreb welche 
8ich alle Arbeiten des Herrn Plossl auszeichnen, ausserordent- 
lich rein, und ihre Berfihrung mit grosser Sioherheit zu beobach- 
ten. Der Preis des iDStrumeotchens l&t der des Dipleidoskopes : 
25 11. t^.. M. 
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Velier das nektraii der Altai iwd die 

praktische Bedeutung* alterthttmliclier 
]!Val;urwi§§eii««ehaft, namentiieli üer 
aymboltecben Hieroi^lyphe» für die 

»evere Zeit. 

Von 

Herrn Profioisor Dr. J. S. C. Schweigger 

u i«r Uahenitit sa Hall«. 

• Fortsetasune voa Band IX. S. 146. 



: < 

III. U«littr die praktUcli« Bed^utiiBg des bisher 

D»r gelegten. 

Wer das MitgallMUte mit Aufmerksamiceit gelegen bat, idebt 

jiogleirh , diLt-a es sich wirklif h hif r ni« !it blos handelte vom Flnk- 
tron der Altern. Das Dargelegte i-^it vielmehr ganz geebnet mit 
Bexiehung aul die Myeterien und die damit zusammennängeede 
Kvaet «M Peeele den AMeftlumie, an deren Mneterbildeni kut- 
wahrend nneere ScfanIeD aufblicken, neue Gesichtspunkte darzu- 
bieten, welche sehr rerschieden sind von den f)isher allein geltend 
gewordeotin Ant»tGhten. Denn wir Valien (iNote lU), dass w^ig- 
stens einige Mysterien (uorüber bei den samothraci^chen nur eine 
IStlmme im Alterthuni) offenbar von naturuisseneelMiUieber Be- 
deutunt; waren und mit symbolischen Hieroglyphen vorhistorischer 
Zeit (Änfn. zu II. 3. und iNotc '2ii) zu6aninienhins;en. Dicsf* sym- 
bolischen iiieroglyuhen (analog der geometrischen Zeichen- 
e«f acbe) bieten outeh ibren streng wissenscbsftffeben €fiankter 
cAnen Faaen der Ariadne dar, welcber mit Siclierheit leitet durch 
das mystoriose Fahellahyrinth. Daije^jen, Kenn man bisher hoti 
allen alterthümltchen ^Studien allein sich veHiess auf die tichritt- 
ItchcD Ueberlieferangen , und sogar, im 8inne der grammatischeD 
Exegese, wCrtlich anirassen zn müssen glaubte, was fttfaselbsft 
(einem Ausdrucke Strabo'« g:eroflss) gesprochen war: so mnss- 
ten wir im Ge'jentheil uns überzeugen (Note 3. 6. 12. 23 und 24), 
dass diese {»cbriiiiicbea Ueberlieferungen in allen mysteridsen Din- 

Tbeil IL 8 
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seil (denen, nio alfs^emein zugegeben wird, die alterthümliclie 
Kunst und i^oeMie alch anschlosM) gar keine Eriienutnisdauene 
sind. Was von dem in den MysterienlcreiM hineiugezoeeneo kiek' 
troA und von der zur Veriiclileicninff der Art seiaee Vorkoninieos 
ihm an»ereiliton Fabelinassc ?e;»a^t uurdf, das vermehrte blo» 
die Beweise tVir diesen Snt/. , der schon Irüher durch eine Reibe 
von Tbatsacheu naciieen iesen war in meiner Denkschrift xur 
Sieularfeier der Ünivereltüt Erl aogeo, 'welche unietKDdßdi 
handeitvom Verhältnisse naturwissenecbaftlicher Myste«* 
rien zur Litteratur des- \ I terth urn es. Je flurrhixreiiender 
aber die I3edeiitung ie^t jener bisher zu wenig beachteten alter- 
thümlicheii , von den Mysterien ausgegani^enen Beschriinkun«; der 
Schriftsprache y desto mehr ist e« aunallend, dti^s bisher keine 
einzige unserer Litteratnr/eitnngen , überhaiijit keine Zolt.<«ehrifl, 
so grosK ihre Zahl, »ich einueiassefi auf PrCU'ung der Sache. 
Daher mag es nun gut sein, einige Worte von dem fortdauern- 
des Binflueae aa sprekheo, welchen Ma'ifyilefflea 4m Aller- 
thum« mit ihrer HimglypheDspracbe (icb meine nicht die phone- 
tische, welcher allein man {le^vorrnt ist Aufmerksamkeit zu schenken) 
noch auf die neuere und neueste Zeit haben. Und dazu fordert 
mich der Charakter der vorliegenden, die hObern Lehranstalten 
und namenttieh die BedOrfnisse der gelehrten philologischen Sehn- 
len unsers Vaterlandes zunäch.st ins Auge fassenden inathtvatiacll 
phyaikaliaiAen Zeitschrift noch ganz besonders auf. 

1. Nur einen Blick darf man werfen aaf die Gesc^iiclite 
der Matheaiatiky um sich zu uberzeugen, dass Plato und seine 

Schule auch in mathematischer Beziehung einen bedeutenden Ruf 
habe» und zwar durch Lehren, wovon nichts vorkommt in den | 
Platonischen Schriften , w elche vielmehr zu denen gehörten, w orüber 
er, nach seiner aosdrOcklichcn Erklärung, nie schreiben wollte, 
eben weil sie akroamatisch (nach dem Atixlmrlcr th i "Myste- 
rien), d. h. nur zur mündlichen Fortpflanzung bestimmt \^;irt ri; 
und woraui »ich also ofl'eubar i^lato s so viel besprochene ay^aipu 
iitmmm beKn^ren, deren Arlstotelee iaafineff FbyalJk erw&hnt, 
Uno zwar da, wo er vom Raum redet ßhsn aiit aelchMi akroa- 
matisehen Lehren hinif diese trunze Physik des Aristoteles 
üusamnien, von weicher er selbst sagt, dass sie eine herausgege- 
bene und zugleich nicht herausgegebene, in absirbtlicbes Dunkel 
fehüllte, nur seinen Zuhörern verständliche Schrift sei. Und da 
auch dir Metaphysik des Aristoteles (der Physik sich anschlies- 
send) eine« iibnUclien Charakter bat: so mnss es mit Wehumth 
erfüllen, zu. sehen» ivie eine neuere Piiilosophie die Aristotelische I 
daplcla Sdireibarl Bachahmt,'au wekher der gtiecUadie Philosoph, 
weil er lediglich fiif Mysterienkundige auf eine nur andeutende 
Weise schreiben wollte nnd durfte, genötbigt war durch den Druck 
der Zeit. — Man siebt nun schon, dass die Sache bedeutsam 
wird gerade iiir unsere in mehr als einer Beziehung durch einen 
Sfieideutigen Charakter sich auszeichnende Zeitparlede. Und dafaa 
reihte sich in jener Denkschrift folgende, zunächst fiir eine natnr- 
wbseoschallliche Zettschrift geeigrx'te Betrachtung: „im Alter- 
thttome trat jener mysteriösen Schreibart über physikalische Diugi^ 
<bren die ganze Pythagoralach« Sohala naSl dem aoeb Plala 
«m1 Ari#toleilea alcb Mdieoten» di< de^ Msfstefitti vechiislff 
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Epikureische Schule eii(i;e|i(eii mit ihreiu atomiatitjcheu Sytitem, 
in der Absicht, die bedeutendsten in die .>lv>iterien öbergegani^e«^ 
nen Naturwahrheiten mit den alltäglichsten Dingen zu vcrmengeo 
und sie durch eine plumpe mechanische Aufi'assungsweise zu pro- 
faniren. Unverkennbar iüt z. B. das Hejbitrebtm des Lucrex, den 
»elbst in ägyptischen Tempeln (man lese Claudian's Idylle aul 
den iMannet) eine so bed*^utende Rolle spielenden Magnet herab- 
zuziehen und seine \%undervol|en Wirkungen , deren Bedeutsamkeit 
er gar vtohl fühlte (wie seine srhönen auf die Namothracischeu 
. eisernen Kinge sich beziehenden Verse beweisen) , anzureihen an 
die trivialsten Dinge. Ja, sein Ha«s gegen die Tyrannei der 
Mysterien ginir so weit, dass er ihn, durch leidenschaftliche Ver- 
blendung verleitet, seihst auf <lie damit zusammenhängende Astro- 
nomie übertrug, und im (iegensatze der chahläischen Lehren lieber 
aus atomistischen Fcuertheilchen täglich eine neue Sonne und 
einen neuen Mond an verschiedenen Stellen des Himmels wollte 
zusammenfliessen lassen. — Auf diesem, die alten Mysterien be- 
kämpfenden Standpunkte verdient Entschuldigung weniirstens die 
arge (leistlosigkcit des atomistischen Systems. Was soll, man aber 
dazu sagen, wenn neuere naturwissenschaftliche Schulen, wenn 
namentlich unsere wunderlichen Chemiker damit sogar vornehm 
thuu ? 

Dergleichen Di'ige aber will man nicht gern zur Sprache kom- 
men lassen, weil daran, mit Beziehung auf neuere ( nemie, noch 
«in viel schSrferer Tadel der Im|*ietät") gegen den Begründer 



**) Diese cekt ao weit, das« mnn «ell>st die Ge«cliichlc zu eittsteU«n 
-Tcrsucht. Eioem Ausländer allein, wie Uuma» (der übrigens als ein gei»l- 
reicher Srlann das «lomibliAcIic Sy»lcm \crköhat) knan es zur Eulscliuldii(iu^; 
gereichen, wenn er irregeleitet in seiner Tortrefflichea Pkilosophie de^r 
eil ein tr, S. 181. und 182., io der Art siih iihcr Richter ausdrückt: 
„Richter, ein Chemiker ru Berlin, warf dadurch , dass er nasgemnchle 
Facta mit zahlreichen theoretischen Irrlhümern vermischte, viel Unnkcl auf 
die Fragen, welche Wenzel aufzuklaren begonnen halte. Mao kann dan 
Hauplresultat meiner Untersuchungen in wenig Worte xusammenfassen ; es 
ist da»selhe, zu dem Wenzel gelangt war." — So lange Wenzel und 
Ri elfter lebten, ist es keinem Mcu«chen eingcfMllen za behau]>len , dass 
«rsterer nur eine Ahnung der Rieh 1er sehen slüchiomelriftcheu Ge.sel/e i;ch.iht 
kahe ; am wenigsten wMre solches dem ehriichcu und gewiasenliafteo Wen- 
zcl.>elbst eingefüUen. Was darüber zu sascn zur Rcchiferligung Richter'«, 
hat schon Hess auf eine der Wahrheil getreue Weise ausgesprochen in 
einer ganz twerkniüssig (mit Beziehung auf die angeführte l'hiiosiOphie der 
Ckeiaie 'von Dumas) französisch ;*eschricbenrn AbiMindiung : Sur !«• fr«- 
v«ux de Jerömie Benjamin Richter par G. H. Heaa, diacwor« pro- 
nonce ä la i^eance publique de l'Academie den Sciences de St. Petcrsbourg ie 
ao. Dec. 1840, worans, während es sich um Ehrenrettung eines Mannes 
wie Richter huudelle, doch nur in einer einzigen deulscheu ZeilscUrift, im 
Journ. f. jirakl. Cbem. 1841. vol. 24. p. 420— -438, ein Aus/u:; miige- 
thcilt ist, der nicht einmal berücksichtigt wurde von neuordingn bei uns 
orschieucnru Lehrbürhern der Gesiitichic der Clicmie und Slüchiometrie, 
worin die von Hess widerlegten Uli wahrhuilen wiederholt «iud. Aber noch 
viele« ist zur Ehre Richter'» dem l>eizufügen, was Hess auf eine höchst 
achtbare Weise ausgesprochen hat. Die vcrborgeorn und, wie schon Wol- 
laaton hervorhob, mit den älteren chemischen Analyacu unvereinbaren und 
daher von niemanden auch nur gealmeten Wahrheiten, w^U-he dieser bedea- 
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tator aIm tvnliren NararphÜMsöphen^ ^egen Ri«;liter nicfa anschltosati 
>velcher, tvahrcnd die l*\thagore©r (wie es scheint vorhVi^toriRehw 
Üebcriieferuiig gemäss) blos in dunlceln Aiiii«iräck«ii fM der C#r- 
respondenz- der iCnrper- und &lileii<^Weli u pf t di to , '«Im mMi* 
(^orreBpomdenz wirklich «treng nachgewiesen ; dabei 'MmIi echon 
Reihen aufzufinden bemflht (\vie man sie imm<»r voraussetzen 
muss, wo von INaturzahlen die Hede ist) ohne bei »einer streng 
mathematischen Behandlung der Sache jenes utoniisti«chen Systems 
in beMileii. «refdies, nie gesagt , » Ir^'AlteHhmite ta eilac lw iW iai i » 



Iii Bluerer Zeit aber blos eine KrtirKtitoi; der Eitelkeit \xm 
Jdurn. f. Ch. a. Phvs. B. 52. S. W>. Note). 

2. Aber noch einflussreichen; ninge auf Leben »um! Wisson- 
scfaaft boten sich dar bei (jciegcobeit meiner ersti-n kinzcn Mit- 
.theiiungeu über Elektron im Jüi|rnul für Draktiscbe Cbeiuie. 
Bnttoi^un nämlich io aelnior anf ^en Becnafeiii eich bezieheodeo * 
gdebrten Abhandlung (im zweiUti Tb^iie aeines Myf bolosas) 
■/UIgt, UM! die Sondemarkeit zu <;rkl.iren, nie eine IVIetaünHst'Dung 
aas Guld und Silber im Altertbume denselben Manien erhalten 
icoonte, ivelchen man dem Bernstein gab, ^auz im Sione des vor« 
ain besprochenen grammatisch exegetischen IVmcipa: „Der Ben* 
l&tein un<1 das ihm hhnlich glanzei(de Metall können, so wider- 
sinnig un,s auch das klingen mag, für einerlei gegolten haben. 
Märolich in jener Zeit einfacher Erfab rungskenntn isso 
ic&nnM Din'M BXt eloerlei gelten, die fn gevriaaeb, fttr die Sinw 
und ('cn Gebraucb weaentlicheren Eigenschaften übereinkamen» 
während sie in andern , die dann fiir N c b n n n m s t ä ii d e galten, 
sehr verschieden t^ind." Wie weit Butt mann mit Beziehung auf 
die hier bezeichneten „Nebenunisthnde" geht, zeict die dem 
vorigen Abschnitte voriiegender Abhandlung angereihte Note 2].'-^ 
Kr wundert sirh selbst darüber, dass ein, was er mit l?echt hcf» • 
vorhebf, ,,solir sachkundiger iNlann", wie Pausanias (dessen 
ganz klare »Stelle über Eiek4ruu er missdeutet), habe festhalten 
Unnen an Annabmen« die er ala ».ans widerainnig klingende'* 
beaeicbnet. Wäre ea mügllcb* daaa ein Battmann^iii einef irir|^ 

m 

icude Arcanist an der Berliner i'urzeilanfabrik (was er in andrer Rczkiiuag 
«elb«l Ar die Akkideml« der Hanptatadl wer, woilo er lebte) aasgr^prochee, 
wurden icnorirt f,i»t währciitj ^rinec ganzen Lchciispcriode. Um no grSieer 
Ut die Impieiät, -wenn »ein hohes Verdienst verkannt, oder anf eine un^^e- 
mhre Wdee gescKminert wIrt sogar narh »einem Tode. Vielmehr solli« 
seihst das, was der einsam Siehende wotil cf.ilnict und liegoanea, aber nn> 
▼ollcndct ^elnsscn, ^ehfirig gewürdi-zt werden. Und d iru gehört namentlich 
der Zasammeuhang der Clicmic nui i>OAiniscii<»ii Ucviciiunpen , indem fUchtcr 
-die Reihe de« Alwtandas der FlaMlen von der 8omi« als daM Avedrark dar 
Wahlan/ielitinfr auffasslp. «hrn tl.inini nhnliilir ltcihcn;:cAClie der \Yahian- 
jciehaog unter irdischen Kiirpcru «ufxutindeo, und dadurch sclIiM neue For- 
fltthiragea in gewlsaen Krtlaen herbei«ifBhr«i bemnht. Narocutlich in uasem 
Tagea, wo jenes Rcihengcselz unter den Ptanelm (das uu« allcrdia^s au die 
in chemischen ZAhlenreihen »o oft vorkommenden MuUi^jla mit zwei crin- 
oerl) uns über den Urauus hinaus!;eriihrt hat, gezicat es »ich, solches tu er- 
•«rlliaes, was game in Vatgeatenheit fekomneo, Act Mfcoa als «la« dar 
(^ci^tircirhsien Ideen bczeiduMC trterdt Im Joara. i. Ohe«, «. 'FliTtfmk 
K. 8». ö. 882. Aun. 
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lieh mit grosser (Sorgfalt iiiul Gelehrsamkeit geschriebeiteu Ab- 
handlung uns solche Dinge sagen konnte, wenn nicht diese Be- 
jVoundung mit drm WiderMinnigeii eiiiii^ermasseD wenigstens der 
Tendenz enti»|irjiche einer ge\vis>*en Art philoloffischer Vorhiidunj; ? 
Denn ganz speciell gah dii» gewöhnliche Ansicht der Mythologie 
Veranlas^iiung , dass man die edelsten (leister des Alterthums be- 
fangen gl«iiil)te in lauter Unsinn, und gerade diese Befangenheit 
als den ( harakter bezeichnete der naiven Naturanschauurig jener 
als Vorbild lür alle Zeiten geltenden alten Poesie. So z. B- ent- 
• halten die so zahlreichen wStellen der Dichter von den l)ioskurcn 
nach der gewöhidichen (keine Notiz von ihrem Zusammenhange 
mit symbolischen flieroglyphen nehmenden) Auffassungsweise der- 
selben, nithfs als Widersinnigkoiten, welche man dennoch lange 
genug als klassische bewundert und zur Einimpfung einer ahnlichen 
klassischen Bildung benutzt. Solches ist durch eine Heihe von 
Beispielen nachgewiesen in einem ganzen fanitel meiner Einlei' 
tung in die Mythologie auf dem S tan <lpu n kte d c r Natur- 
wissenschaft S. "iSti — ;j2(», und dergleichen Beispiele kann ich 
leicht um da« Zehnfache vermehren, um darznthun, welche Wider- 
sinnigkeiten entstehn , wenn sich die Philologie von der S'aturwis- 
senschaft trennt. Selbst die vorberuehende Abhandlung über das 
Elektron der Alten vermehrt die Beweise dafür. Tud doch ist 
leider diese Abtrennung drr Philologie von der Naturwissenschaft . 
neuerdings zur allgenieinen Sitte geivorden. — Wirklich aber war 
bei der speriell i» einzelnen Zeitperioden sich geltend machenden 
gelehrten Bildimg die vorherrschend werdende Kiilte und Abnei- 
gung gegen Naturwissenschaft stets das charakteristische Merk- 
mal obscurantischer Zeiten. Anerkannt auch giebt es eine Auf-, 
fassungsweise der Mythologie, welche mit dem Obscurantismu» 
Hand in Hand geht (das Heidenthuni christianisirend und das 
rhristentbum cthnisirend), und welcher ebendarum eine rationa- 
listische, (I. h. wissenschaftliche, an streng physikalische Hie 
roglyphen sich anschliessende Betracbtungs\«eise der Mythologie 
besonders verfaasst sein muss. 

„ . .. - dl 

Zeitgeroäss würde es «laher sein, wenn nun endlich einm«il 
zunächst wenigstens die Physiker und dann auch die IMiilologen 
mit der alten symbolischen (d. h. streng physikalischen) Hiero- 
glyphe »ich belreunden mochten, nachdem man zwanzig Jahre 
lang die Sache (welche man mit (Gründen hatte bekämpfen müs- 
sen, »Venn sie gefährlich schien für den Ruhm der neuern Zeit) 
nicht einmal zur Prüfung gelangen lassen wollte. Nur das Studium 
der phonetischen Hieroglyphe schien Aufmerksamkeit, Unter- 
stüt/unij. F«irderung zu verdienen, obwohl diese jdionetische Hie- 
•^^^^'yi'^**' ihrer Natur nach, ungeeignet ist zur Darlegiintj eine» 
wissenschaftlichen Satzes, dcrgieichen man auch darin Hoch nicht 
aufgefunden hat. Vielmehr liegt offenbar etwas erkfin.steltes in 
einer Hieroglyphe, welcher eine Wortsprache zur Grundlage dient, 
und deren Kunst allein in schwerfälliger Bezeichnung von Buch- 
staben besteht. Dagegen konnten wir in einer lediglich auf die 
Bedeutung des Wortes electrum sich beziehenden Abhandlung 
selbst jphilologisch eine symbolische Hieruglyiihe benutzen. Denn 
der auf dem gewöhnlichen Standpunkte der Philologie ganz wider- 
sinnig scheinende Satz: electrum appellatum quoniam Sol voca- 
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Beziehung auf eine Reihe namtiaft gemachter nnd als die vorzflg* 
lichsten bezeichneten Dichter des Afterthums), dieser Satz konnte 
in »einer naturwissenschaftlichen Bedeotsamlipit verständlich ^eniarht 
irerden durch eine alte sinnvolle symbolische UicrogK-phe, tu deren 
6«M j«M mcbter «ich amdrflcfkteo (II. 6. und 3. Ann.)- 
weit aber t^rng in den philologischen SchtiF^n die Befreiindung 
nilf jenem Widersinnigen, tvoron Biittniann redet, und welchem 
allerdings die phonetische Hieroglyphe sich nahe genug anschliesst, 
das« man g^rad^o die Hingebung an das TraditioAelle und 4kf • 
kMHch gßhibige Nacherznfihing alter sinnloser Fabeln als d^ 
Clwrakter der phantasli'rei< liMten , erhabensten Poe>i*' iM /eichnete. 
IWese Ansicht oni|W"ilif >irli durch ihre Popidnritht und konnte da- 
her leicht allgenieincu iieilail linden. Ja, sie l'and ihn in so hohem 
GrAde, das« sie wtesenUicb mit beitrag leur HtMrtMlIrirong d«^ 
Wirren unset^ Zeit. Denn nur allza willkommen ist es der 
Eitelkeit, geistreich und poetisch sich anzustellen bei dem Aus- 
sprechen von Unsinn, womit man vornehmthuend sich dem classi- 
scben Alterthnni anznschliessen glaubt. Aus dem hn Torhergebeti- 
der Abbandlunt; (ilier p«ktron Dargelegten geht aber vielmehr 
hen'or, dass die altertnuinliclien .Schriftsteller n»it der Tyrannei 
der Mysterien zu kämpfen hatten, welche (wie wir solches noch 
beut zu Tace bei der Astronomie der Brahminen Indiens vor Augen 
hsbeii)' die DedcMtendsten Dinge blos akroamitfaeh, d. b. nflndlichr 
den Etng«firelbten mittheilten mit Ausschluss der SchriOspraclM^ 
damit sie ja nicht vnlkstlnfnilicb werden mochten Schon darin 
also rausste eine Quelle der Begeisterung liegen, in der Poesie 
•in Mittel zu bnhen, im Sinne syraboliscner Hieroglyphen sefafel- 
Imh und die Wahrheit bei ErzKhIung einer Fabel durchblicken 
lassen zu können. Nicht jlMuhige Nachbeter alter heiliger Sagen 
waren daher die vorzügticbsten liichter des Alterthums; sie waren 
vielmehr, gleich dem seiner ganzen Natur nach poetischen Piato, 
Mebem Sbw selbst die Kbrchen^ftter ' chrivtllehe Dtekwda» au<* 
achreiben, geistreiche Protestanten ffegen das HeideB-* 
thnm. Darflber wäre sehr viel zu sagen , nesonders um den sne- 
cieMen, hOchst benchtungswerthen Grund zu erläutern, warum den 
Samotnracischeo naturwissenschaftlichen Mysterien sieb die vor» 
xfttlichsten alten DIdbter angeschlossen , was mich Jedoch hier t\ti 
M weit flihrni wMn .(vetigl. Not«28). : ; Vi*-, ' 

3. lliaB sieht nun dber, dass der Katapf gegen die heidm- 
nahi«- Mysterien (worin .ein herrlieher Ridini dea ChriatBothiiMa 

Hegt, den allein Naturforscher gehurig zu Würdigen vermögen) iti 
der That noch nicht beendigt ist, indem diese iMv*jterien noch 
jetzt eben dadurch, dass ihr Fabelwesen die nun vorherrschende 
Ahaicht dar aiterthflmlichtn Poesie nnd Kmtst heiMgeflllirt, vmt 
gr fl — i tei EinOuaae sind *nf die neoere Zeit als »Mt •^•wehnBBh 



*") Man ilcnko an den (>iiJ"ielylirlieii Auxilruck iil>!Htiir,Tnli»clH'r GcUlc»- 
«{^»puiic, welcher selhsi in dem kUiuen durcii Heraussähe der fhytik de« 
Ali»l<»ieles veraBl«»sftii DrM «falM Alev«tt4er Henti wotso lUe Acdt war 
itt der D<ttkHohriri' rar 9ie«larCftUr iltr tTaiTtrtllSt VrlsftgSa. 
a. 14. 15. «a. ■ 



Digitized by Coogl 



IM 

«ich vorstellt. Kine andere und besserr Ansicht (irr Ktin«t und 
Poebie des Alterthtinis kann wirklich nur durch die jsyinliotische. 
d. b. iiaturvv isseoiichailtliche Uierogh uiie der eben genannten 8a- 
mothracMehen Materien («. JNof» 14 ami 28) gewoaneo werden. 
Und darin fiegt ein bedeutender Aafruf, auf Mittel zu denken, die 
l*hiloIopfen und Theolotjen uifder in ^bnliches Intero^se für 
iS'aturHissenschalt zu zieho, wie es aligemein verbreitet Har in 
der Periode freier Stadien, welche io der letzten HälAe des ¥Off 
hersrehendeo und noch zu Anfang des gegenw&rtigen Jahrhuoderls 
bestand. ^v(non vorbin in der aiii Gesner «ich beziphendon Note 9. 
dii; I\ <'(!(• ^ewfMfn. Denn diese allgemeine Hinrichtung der Auf- 
nierki»ujiikeit auf die forldauerDden Offenbaria>geu Gülte«» in der 
NtAm drängle lafOck die Air Gebt, Bert «ad Gttnfith gleieh ▼er- 
derblichen theobgittchen Streitbändel und trug eheö dadurch wesent- 
lich hei z!jr Anrcp^fifii; wahrhaft poetiivcber Begeisterung und Her- 
vorrutuug des scbtinsteu Zeitalters unserer deutschen Litteratur. « 

Anmerkuuff. Utn Heran uvhnibei viniffB ganz praiditcktt 

fifftrn'tfv/f/nr htx tjefien eingreif'rifde Beinfrktfnfjrn (trnzn mich der 
Geist corliegcndeT Zeitschrift besotuUrs nuj^ru/l ) aniureihen, 
schlUue ich mich einer Steile an, tcoinit mein rornialif/er, huh 
nach Dorpat abgegangener achtungsufertker College ^ Herr /Vo- 
fessor KämtZf die^ kurze Geschichte der Phijtih schliesxt, 
welche er als Anhang beifügte seinem im Jahr t>rsrhienenen 
Lehrbnche de} Physik» iu$ heiut daselhtti England mackU 
4em Anfang mit' BManmy der geweröf teilenden Kiaaen; 
eni $päUr fölgten andere Länder. £s entstand ein edler Wettr 
eifet ^ sOffeiHinnfr G e er h s rh ti f e u in sfi/fen , deren Früchte 
sich jetit schon viel/ach xn erkennen tjeln'n. Während jedoch 
ilie kenutnisse tl4s V olks ümJ' diese Avl erweitert werden, zeigt 
$ith auf vielen deuisehen ümtertüäien gerade das Gegentheu. 
Jheim fr&her gehörte es zur alUjemeinen iiildttnq, duss ein jeder 
Studhrende an den Vorlesungen i'il>er einige Theife der Natur- 
witsemefilmft Theil nahm; jetzt beUuiniuevh sich die 7'hcologen 
tmd Jurunen 'dämm fast gar nicht, und die Mediciner nur tm 
käehien Nothdmrß. Wohin das führe, müg die Zukunft lehr 
Ten.'' — Diese höchst rnflnt'ffuifir, hirr zur Spvrke gefirachte, 
für unsere Zelt ganz ch<n aLtrrisf 'rsche Ersvheinunff hat besonders 
ihren Grund iu der Aniuüualiou lies naiurwi&senachoftlichen 
OkierrieiUi In dem Mden Ikibhem Klauen gfeMMer Mkuki», 
tJtul diess verdient karevrgfhoben zu werden in einet mit Bfk^k' 
sieht auf flie.se höheren 'Unterrichtsanstalten herausgegebenen 
mafhematischen und naturwissenschaftlichen Zeittchru'L Denn 
obwohl bei der Priifung eon Cnndidaten für das mathematische 
Ijehrfaeh an Ggmnnsien specielle, über nen mechanischen Theil 
kinatugehenile Kenntnisse der Natuneissensrhnft flamm nicht 
eerlangt werden, weil alteren, sehr ziceckmässif/en Behl immun gen 
gemäss^ der gelehrte Schulunterricht ^ soweit er auf Phtßsik sich 
SstieAl* sirft tbHfn mathtmatbehe» Charakier hohen toUt to 
hai mau doch bexonders hu den' leMen zwölf Jahren, qleichsam 
WH mit den Ri nf^chnlen :w wetteifern, sich fn den hitfiern Klas- 
sen der Gymnasien das Ziel gesetzt , den nnnzen Kreis der Phy- 
sik umf(usen zu wollen durch Mittheilung der sogenannten Haupt 
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TttuUateV). Daher kommen die jungen Studirenden auf die 
ünirersität aerrbhnliv.h mildem Zettf/tiis»e , „bekannt zu sein 
mit den Hauptlchreti der P ^t/sik'^ nekmen diesen Aus- 

und ffltiuberi die NatHrwissensckaft, ffleiek dtr- Phitoloffi», der 
Hauptsache nach, schtm nbfjemacht zu haben auf Srliii)rt} Fr- 
fnlU ton dieser irauritjen Eitelkeit ujenden sie ihre iüicke at* von 
der fortdauernden Offeuburung GotUt in der iVatar, was 
doppell XU heklnnen in einer Zeit Iheolonhekev^ durch dergleiekm 
Eitelkeit aun Theil herbeigef nhrter Wirrr}i. Diese fortdauern- 
dvn fiff\'nhnrtt)tf/rn (jotlvs in der AVi/«r f/vhen namentlich der 
Lehre ton Licht und Warme, Elekiriciiät und Magnt' 
sie mm B einen eigentkkmihhen, im edeltiem 8bme gehe immun o l ' 
Icn Charakter. Darum ttiUlen diese im raschen FmieckriUe eieh 
beständif/ leeitcr rniirirl.t Indnt Lehren i-n sfrennen Zusammen- 
hange {nicht nphorisf'sr/i . irie es allein auf Schulen möglich), 
snndem mit der Tetidem vorgetragen sein, den Forschung»- 
geist zu wet k e n , wodurch gerade diese Abschnitte der Physik, 
so wichtig werden für den Jungen Medieiner. Bios einige Sätze 
daraus, sof/rnatntfr f/nupfrexultate . schuf masiitj eingelernt lu 
haben mucht eitel und hemmt den Forsch nngsnetst. ^ Bei lieal- 
&dtk Ge^Muehnien, an denen MathfmHik^^men»elben Rang be- 
hsmpten toli, wie die LaHnitiit auf gelehrten Schufen , ist nwil 
schon darum roriugsteeiwe üuf mathematische /*^' i/sik hint/rtrirsen. 
Ausserdem komm/ noch dntn das technische Element, worin eine 
höchst wichtige Quelle der schönsten neuen Entdeckungen liegt, 
9riihrend eben darum dieses teeknitehe EienÜM beständig mm 
Eorschunt/sgeist treckt Durnm mUssen, wenn die Xafftrnlssrn' 
schuft g/ückfich fortschreiten soff, Terliniker in'l Iht/tritiker 
sich gegenseitig die Uanä bieten. Im höchsten Grad einflussreieh 
ebtd mus diesem Grunde die sogenannten hutUMmt, d, h. 
Hfiturwissenschaftiiche Bürger getellschn ften , welche den 
geistigen M ittelpunkt der Gewerbthiitifj keit Englands 
bilden. Der Roiful litsfifafion verdanken wir, nhi/rsehn ron 
ihrem technischen Einjlnss, aucli einen Dacg, einen F aradau, 
weiche §mui wahreeheinUck nur betekrästiiiere Krebe der- Wim- 
umkeit wiirden fu funden haben. Was auf diesem Wege zu lei- 
sten sei, hat der 'fm f;ri>ltrrii'is< lir}i Slifttinfjrn sich nnschlies- ^ 
sende, von den Aertten in Frankfurt a. M. /fet/rii/tdete phu- 
»ikülieehe Verein gezeigt, weicher wnserm erfindung sre it m m 
umd wannig fach auf dai*teehnheke Letten einflussreichen Pro 
feetor Dr. Rbltger einen schönen Wirkunfjskreis eröffnete. 
Möchten die Lehrer an (ßifmuasien und Hrntst litifnt . in rerbin 
dung mit den Aeriten und Pharmaceuten der Stadt, ähnliche 
Gesellschaften recht xtthlreieh beerUnden "helfen. ^ Denm Abr. 
Erwachsene, die mit tjereiftem Gern und mit technischen ZwecietL - 
um Au^ inmmem, sind uuimtwieeemehaßliche, xur Erwerhung 



Dagegen habe ick, »elb«! niigrslellt als Frore»sor der MAtliemalik 
«nd PhTtik am pjntBaainm la Bayreulh, \m Jalir 1808 tia Programm ge- 
»chrichfn, >vorIn da^spIlMf tras irli Mcr «agc, noch «nn andern Ge>irlu«- 
puaktea euUvickcll und dargalrgl ward«, w4liread e* «ich uur all»u>ckr 
liffWftlirl lull in nrwerar Zail. 
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Dies i^f ihr fjlesickttpuvkt , der attffemein in England mierka-nnt 
sich herriich (teuäkrt, H ir in iJietUiManä haben y amser der 
auf Belebung vnd Enomterung ägr Teehnik sieh beziehenden 
Vtrmtkunmg, noch eine besondere Brxiiiche tur BegHtnduna 
solcher nnhiririssenschattlicher BHrrjrrfjcKpflsrhnften , um nicht 
auch in der lionibonntnie [tcelche nuhtnrissenschaftiichmtfrfeffnst 
iu einem Sludium des ftolareu (je*jensuUi\i der Aranh/teiien hin' 
ßkren mMuk^ Mm 'alier Na tmt m tu mi ck fift feindHskm, ketnehmd 
gmordmtm (mlmhmt^ Mifsiivisinm 'ii^leivh igem Spiel m 

' geben. Ein protter Aufruf für tentfi'iintiijr t ' ■ und Pharmn- 
ccnicUt souste pir Lehrer an Gymnasien und He(dsehulen, dern 
con Freunden der ßiatahcissenschaft in Frankfurt u. M, geige' 
öenen r&hmliekem Bei^iäle naekzu/algeu, .er /' 

4. Noch eine auf die praktische Bedeutung der in vorliegen- 
der Abhandlpni' zur Sprache gebrachten (ie<ien{»tände sich beziehende 
Bemerkung vr(ll ich anreiben. Die Technik ist stete Hand in 
Hand gegangen mit schöner Kunst, und eben dadurch ent geho- 
hen worden. Entschieden aber haben die Mysterien des Ältcr- 
tbum» einen eroHsen Einfluas gehabt auf scbuoe Kunst, welche 
Ihren Baltpuolfct fiuid. an der in symbolischer Hieroglyphe verbor- 
genen Wanrhoit.. Und da es sich, bei diesen symbolischen Hiero« 
glyphen von einer naturutgsenschaftlichen Zeichensprache han<le!t, 
welche (was darzuthun die Haupttendenz ist meiner Einleitung io 
die Mythuiügie) wir noch jetzt niciU entbehren kuoDSOj weit sie 
durch naturnothwendigkeit gegeben , wer wollte dieser streng 
wissenschaftlichen Hieroglyphensprache die Fähigkeit absprorhen, 
sich zeit^emSs« noch weiter 711 entwickeln und auszubilden ? INIan 
sieht also, dass dieselbe auch noch in neuerer Zeit einflussreich 
werden 'kmm Mif teiebnende und h Ü Mea de Kunst, Die gewühn- 
liehe Behandlung der Mythologie hat der nenefen Knnst mehr ge- 
schadet als genützt, indem sie keine festen naturgemässen Anhalt- 
uunkte darbot, lUrrn die so leicht sich verirrende dichterische 
Phantasie vorzugsweise bedarf. Doppelt wicb^ muss es uns also 
■dNinMi, das grOssete gebildete Pmblievin mit denjenigen 
Theilm der Naturwissenschaft zu beßreunden» disch welche wir 
zu einer physikalischen Zeichensprache darum hini^pffihrt 
werden, weil wir dert^elben zur Verständigung schlechterdings be- 
dflrfen. Denn -diese unentbehrliche Keicnensprache Ist es eben, 
Wdehe mit der alterthttmlichen symbolischen Hieroglyphe zusam- 
nienstlninit. Wenn nun niso in r1ctt Oherklassen auf gelehrten 
philnln»»i8chen Schulen schleciittMdinixs Physik im ganzen Umfange 
nebenbei vorgetragen und so^ur zum Gegenstände der Einlernerei 
iie» Exaroinationswesens) gemacht weraea seil: so kam Jene 
symbolische Hieroglyphe wesentlich dazu mitwirken, dcB'gefKiAB- 
lich isoUrt stehenden Lehrer der Mathematik und Physitt aiifC^vm- 
nasicu mit den Philologen zu betreunden und nach und nach den 
herrjtchend gewordenen Sinn zu verdrängen, vorzugsweise nur in 
graimiialis^ber und Instoriscber **) Benehvng die Schrilteii ' des 



Aber «oa weillit»lori*clier ßtdeutting sind die so einflaMfciclien, 
jedoch di« Mftflfpraebi ««McliUemudcn lly*ieri«a. Und xit diesen Myitt- 
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Alterthums lenen zu uolleu. In mehr ab einer Hinsicht muAs es 
luitf aUo niciittj; scheinen, xuuäcbst weoigatena die Physii^ec 
|«*-Iiii«re8*e av aiehn fflv «yniholiadi« Ui'ero^lyDbiL 
Ütid »chon in der vorhergehenden AWbaii^hniy» wom hiCff Nach- 
träge zu liefern sind, habe ich deo Wei; an«>epfeben, «vie aalchga 
gehogeii könne, und. ivecde dienen nun tvetter verfolgen. 

IV. Ueher ein «erwI^keUea, mnt 4vrob die «he« he« 
seiebaete aynbeltache Bitderaprache mit Klarheit attf- 
xnfas8tt»d«a eiektromagnetischea Phftaoaen. 

In »Icr Jitterrn Ab^a!idlung, u oraii dirse neuere sich anschliessf, 
machte ich (in) Journ. för prakt riicuiie. B 34. S. 410.) auf 
ein Phiinnnien aufuierksam, wodurch es vielleicht nun gelingen 
konnte» endlich einmal (nach stransig Jahren) die AnfroerkMin- 
keit, «reiche einneitig bloa der phonetischen Hier<»<;lyphe 
zuijeu aiult , aiK h liitizuloiiken auf die dem Inhalte nach viel iiiteres- 
.santere s y ni b o I i 8 ch c Hieroglyphe. Es handelt sich von 
einem tteit dem ersten Dcceonio cfieges Jahrhunderts wahrgenom« 
menen Phänomen, welche« dennoch fortwährend verk.umt und 
♦remissdeu^et uird, weil man die symbolische Hieroglyphe, d. h. 
die physikalische ^Zeichensprache verschmäht, wodurch es 
allein (wie schon im Jahr buf:be der Chemie und Physik von 
11^ gf^^i's^ >Turde^ in seiner hoben GesetzmSs^igkeit und wunder- 
voReh ochönheit aufsufa^aen iat. Mit so sirösserem Dank habe 
ich es anzuerkennen, dass einer der vorzüglichsten Älitarbeiter an 
dem nun vollendeteo grossen phyaikalißchen VVurterbuche^*)» der 

riea gahörica 4i« aofli bei Griech«a ««4 Ei»«n cialKlmlMlico ll«a*cli«B- 

Opfer, >vic I^aclanlius (de falM religione lib. I. cap. 31.) »oicho« gera- 
dizu auMpricUl, Mrodurck man noeieich vernteht, warun »o «pars«» «inxeln« 
dI«M Mensrhciioprer betrettendc I^otisea BAch udd nack ml dardi^editiiigea 
»ind. Es iflt sehr dankcoswci-lh , das» -v. Lannulx (welcher in der Well- 
^Achlchle die ^esta dei per hnmihes nicht und in ao fern cIns Iloiden- 
fham Mit Uexichan;; auf das Chrislenilium gleirlisNm typologisch anffas»!') 
Mit i^roMcr GeleHrsaihkiHl die«« zcrstrenl^ü Noiicen |;eMmmelt In aMner AK- 
hnndlwig über die Sil Ii »Opfer der Griechen und Römer und ihr 
Verhäiliiiss e« dem Bincn auf Golgotka. Wnrshurg IIHI* Leidit 
kftitt «r, idb ar.Mribk t^n Aegypten aprack, -wp i«r 8«|tt Midi Jlack«!*« 
die MpualiMidpCtr abttclllc, aufmerkaam werden könBen* das« alcfH Her> 
kulesy «ondern die Myaiericn des Herakles (um einen Ausdruck de« 
LydMS zu gehrauclien) gemeint scieu. Elten su ist vun den Orphischen 
Mysterien zn Tcrslclten, was in ihulicher Keziehang dem Orplieu» 
oaclii^erühmt wird. Da^^olhe läs^l »icli von den 8»molhrari*>( lu ii (.luf Herku- 
les und die Oioskaren sich be/iehendan) natarwiMenschifi liehen Mysicrieu 
■ibhwtlM«, %«lbtl hiiMfehttfch «nf Rnm. rro der Vetiallache Cnlint mil 
ihnen /unAmntenhing. Grnad genng, um Diililer /u Ternn lassen , *ieh die«-en 
edieren Mysterien Hnxasciiliaasaa. Wir critiii'ken bei diesen samoibracisehen 
Myalerieii schon in der allerülteslen Zail die N atarwisse n»ekaf t im 
ILaaspfe mit dem O bscnran tlsmas. w«lek«r «ndt in ncnarer Salt 
(■Ml denke nn die Aulodafes und an dir llrxrnpriMiaMn) WwMkkmmiftm fn* 
Mg herheigrlTihri. — Vrrsl. Note •.•6. uiul 1-4. 

**} Dieses phyaikali^ciie Wörlerbacli blieb nämlich ganz streng bis 
mm Mlowe <laa Vftmätm <laa B< Sftt 6» 411. 4aa I»ar»nla fflr pvnk- 
tl»«kt CHtaia arwiknlw Pfieaip galrani eicbta anlknniam <o Inwan, 
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^l i U l t iJI gC Pfaff fB. 8. S. 78.) vrenilJsteM die AbWMtiiRtD Mfti 

theilfe, welche ich unter BeschreibuBi? der elektromagnetischen 
ßezeichnwnffen von diesem Phänomen im Jahrb. d. Ch. und Ph. 
1826. B. 3. (d. g. IL B. 48) Taf. 1. Fig. 13—15. und 1828. B. 3. 
(d. IT. R. a 54.) Ttr: i. Fif^ 4. g*gcii«i «iMtte. BeiMidBrs die in 
letzterer Zeichnang Kuernt geMtasiMig daf|«cteUto» vier WirheU 
drehungen scheinen auf jenen scharfsrnniflrt^n und gröndlicheo 
Physiker, weicher schon frtiher aus diesen l^scbei^ungen etA.bfi« 
sonderes Studium gemacht, am gunstigsttn ganfribl ail kftWBy Hi 
ilw geneigt xu machen , zu roeimnniüiifiht-'' iNnutreten. Und 
gevriss, er wilrde die unklare Idee von „j;al vanisch-elektri- 
üchen Strömungen al s U rsacho merk würdiger Bewegun- 
gen im Quecksilber und verschiedeneu FlasAigkeiten'* 
günslicb aufgegeben haben, wenn ihn schon die Tier geeetsni«^ 
sig sich dfelienilen Queck silhermagnete bekannt gewesen 
wären, worfil»er erst in demselben Jahr, in welchem jener achte 
Band des physikalischen Wörterbuches erschienen, eine Verstän- 
digung möglich gemacht wurde durch die auf Taf. 2. Fig. 8. melfier 



WH« »ich anf Urgeschichte der Physik hcrlehl. Darum wtirde atick 
keiuc Noiix gmomineu vou einer obwohl zur Verständigung (weaa nidit 
VnlLUrhcil d«r Dar«l«ll«n|r «ach In der Thyslk, wl« In «tnifen mainrm 
OUcipllMB, jnm Princip erhoben werden »oll) a^solnl unentbehrlichen phy- 
• ilmlischen Z eichensprarhe, 'welcher man jedoch abhold 7u sein 
Kckiea, weil sie an die alte symbolische Hieroglyphe erinnerte. Und das- 
•elbe Princip stilltcliw*i§MHler Besciiignng ward« «■•gedehnt Wät allM Natur- 
wt<i^fn«chaftliche, 'wiu'mil^elheiU ist in meiner, eben jener symbolischen 
UierotsljphijL aieh •McliUMsffnAeft Binl^itan^ iri «lic Mythologie auf 
d. 8tsa4f. d*|^; Nalac|r«> — > Ocsoof U , oihmI« dnsaelb« phyalkallMli« 
WorlerbacK «Icr hsI rnuomisvhen Zeichensprache einen hc^ondern Ar- 
lilicl >Tidmen, obwohl sie mit einer mytholo;:i«( hcn Rildcrwelt xusammeu- 
hangt. Welcher Grund War nun vorhanden, die physikalische Zei- 
chensprache blo» dilram tu proscrihiren . d. h. jeder Erwähnung onwerlk 
/n hsitfn, weil sie plcichf^ll* an Mvtholosie erinnert, da sie doch unab» 
kÄugig irott il«r»«lben hocTorgcht au« der Malur dar SecJiel Nebenbei •« 
■dt' Mw.wwk fblgende BeoMdUH« etbmbfr. Um» Mi«l|i:.die IgMrircne 
Wurdo Much ührrgciraßcii anT nieiae Abhandlung ti b er die Natur der (mit 
nagoeliaclieBa Po^Uchtc Icuehlesden) -^onpe, Y^*'^* ''^^^ TheltMihcB 
uisamenenelcill« . dp-en Bedeutsamkeit, im hohen Graile vermehrt wird dsrcb 
die neneelc« F^rl»ihri|ir der Physik; — und das«elbe Schicksal traf die da- 
mit ru-sHmiiienluingeiidc .1 lirre AhlirtiulliiM.: iiImt %V cl I m a g n c t i s mu ». Neu- 
erdings haben aber einem dautals (im Jtilirc 1814) unbeachtet gcbliebrneo, 
elien §■ dieeer Abhsndlitfig «asfteapriKhenea Satce t>fiberdie Maliir dec Sa- 
turn n srini^eii" die S I er n sehn u p pe n seh Av ä r m c, wie es aehelst« allge- 
meine Anerkennung TersehafTt. E« war«le nJimlich dieaer SafermiMriag als 
ehe keine e Res tsoliri stehender Aiiferffiden oder lleieormassenriug 
anfgcrasst. Zeii»emüM aUo mbobt<> nun die Priif«ng der nm>ländlich im 
Jahrb. d. C h. ii. Phyv 1814. Ii. 10. 8,24.28.71.82. und B. 12. S. 418. 

dargeicgica Griiude sein, weiclic »ihon tor 32 Juhrwt auf diese Ansicht 
dM fietanMMrhigee M«foli»fMi«' An, Chladnl'e Mvifl «her Veaenseteoe« 
S. 898—402. schlo4« der spcoielle Weg der PruTun^ siili an, wrlilicr be- 
xelchoet ist in der Abhandlung über U r gesth 1 ch I e der Physik (B. 37* - 
8* 995. desselben Journ.). Und da die magn^ilwlieu Variaiionsbeohechm- 
Iten'so ^rn»^e .\usdchniflfg r)n^j>> nin den Rrdkreis gewonnen haben: eo wür- 
den wnhl die damals t;<'wnns( hien re^f I müssi^en .'^onnrnbeolMChHn^M !■ 
Angemessener Anadehnuug sich nebenbei nun anreihen lasaen. 



Digitized by Google 



tu 



Finl. in d. Mythol. mftf^etlieilte , zur klaren Auffa»»»m<» d« ^e- 
■«letzmässigen Drehungen dieser vier Quecksübermaffnete schlecb« 
terding8 unentbehrliche Mynibolische Hieroglyphe. Da diese vier- 
facheii Wirbeldrehungen (wie ieb schon im Jahr IMI kenrorhoh) 
als dfi.s Grundphfinonien bei jenen so mannigfachen und vrrwirkel- 
ten Krseheimingen, von inreicnen es «ich hier handelt, zu hetraeh« 
ten sind, und 8t^hrer'8 aus drei magnetisc en Magastnen zu« 
9Siiiiii6iiS€4Vtei6T üMlU u iiia|(ii6tiMlMff Appaiift in sti 'boilcin Gfndfe 

r eignet i0t, anf die bequemst« Webe niese v i er fadien Wirbel 
srhönster Ausbildung darzustellen : so uill ich die ehen erwfihnte 
Zeichnung diese» Grundphänomenst darum hieher setaen, weil es 
sehr wenige noch zu kennen scheinen, indem nicht in einem ein* 
zigen Letürbnclie de» MytHi d&nm dUb Bede i«t» oder die AhMl- 
dvng gegeben wird. 

Q 

I 




p 



An diese Abbilduii^ reiht sich nun folgende experimentelle 
Bemerlcang. Denn dmnf kemmt es anoilclist an, des« dne Pbft- 
nomen von experimenteller Seite gebOiig bekennt werde. 

!• leb setxe voraus» dami man vollkonimen gercinis^tes Queck* 
Silber anwende, nelcTips zuvor noch eine Zeit lang unter verdünn- 
ter Salpetersäure gextaiul'-ii Wird nun die«e8 von der Salpeter- 
i^ure (wie gewülinUch vermittelet eines Trichters) getreunte Queck- 
•Uber mit gemeinem kohlen^wen KaK flbecgeesen, und werden 
in diese Kalilßsune die Platinpolardrähte getaucht, ohne das 
Quecksilher vorher DerOhrt zu haben, so werden gewöhnlich (bei 
dem Gebrauche der langen Drahtleitung in Stohrer's raagneto- 
elektrieeben Apparate) 9oglflleh die vier WirbcA sidi duMeNei^* 
welebe man Jim besten sichtbar macht» indem man von dneüi 



Die Ahhitilimc erklÄrl sich Icicitl \on wlhul. T)ir pnnUiirto T.inia 
bcxrichiiel die Gräoze der im gaiw düniMr Lage «tufgcgoM«ncn k<ihieti)iaiirca 
KalllSftWif . wereia die Pliilfa<lrilit« P und Q tnaditn oha« «hw fjmit^'' 
silher r.ii beröhrrn , irelche«. bei der Eiatanchnng die Geslalt Otnprgit§ Mi- 
ni mm t. Rlcklroni.-i^nrtischen Geseiren geniiies isl iiMmtirh .V.V die nord- 
magnel ttttlie, SS die s ü d m«^ n e ti «che Quccluillter • O her f L ä che. 
«iliM«d «tt AiC «alereti Flüche der enlKe^engesfttste Nagoelisi*afc 
iniftrift, DnrtiQR entsichn, iiulem «.irh da» Quecksilber in rinr - — f ZoiM 
IMR/M» und cibc -{■£ Zone mprgHUi iheilt, vier sich getetsmÄs^Ig dre- 
htiide QaerlulllienRaffl«!«. INe M(;ed*Biel« Oxydaabinfviif um pqr i«t, 
ebenso wie ilic Zonengrenze MTl, llieil« TrrHndcrlich , thciU mehr oder we- 
niger in die Augen fHllend ; so wie «nch die Wirbel in dor koltieoMarcn 
Ralilüsuiig an der -^E ZonCt luich Cnutindea cor Seite »ich htiiien, od«r 
ia dl« Zone liiaaia ridM«. 
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Stfickchen Sc-hHefel (oder Kohle, oder ?oii beiden zugleich) kleine 
Staubtheiicheii (laruiil uhKchaht. Wendet iiiun ^tührer 8 ^rü^sere 
MaKchiue an (mit drei Mai^neten, von denen jeder aus sech« La- 
mellen zusaninienmeHetzt) : »o kaiin eri nüthig werden, da$ä luao 
\v(>nii;stenN zwei Magnete mit dem Anker schlieKsen, auch die 
liascliheit der liewei^ung nicHt-isigen inutis. Mm die \ier Wirbel- 
drehungen, wie sie hier gezeichnet, recht auHgchildet und schön 
darzustellen. ^ Man »ieht daraus, da8M Ntuhrer's maguetuelek* 
trischer A|)|)arat viel kräftiger wirkt al» die Voltaische i^äule, wo- 
mit 1' i'a rr arbeitete im Jahr XH'Ii», weil dieser (nach d. Jahrb. d. 
Ch. u. Ph. Ii. 4^. kS. 2^)2. und 227.) unter den eben angczeigteo 
Bedingungen, nach «»einem Ausdrucke, „in der Flüssigkeit keine 
Spur von Strömung bemerken" konnte. Du ich in demselben 
Jahre, wo P l'a ff seine Versuche publicirte, mit einer viel stärkern 
Vnitaischen Säule diese Versuche angestellt, so erinnerte ich 
schon damals (a. a. O. S. 331): „nicht selten sieht man, wenn 
man Quecksilber zwischen Flüssigkeiten elektrisirt (welches sich 
dabei in zwei Zonen theilt), an beiden Zonen entgegengesetzte 
elektromagnetische Drehungen auftreten , woraus eben die entge- 
gengesetzten IStrönie hervorgehn, wovon Uerschel redet. Dieser 
Fall des iileichgewichts aber ist, wie leicht begreiflich, seltener 
als der, wo die eine Art der Drehung die andere überwiegt, ja 
ganz in sich verschlingt und unwahrnehmbar macht, wenn nhiiilich 
entweder die positive oder die negative Zone des Quecksilbers 
vorherrschend geworden ist durch die Natur der leitenden Flüssig- 
keiten, oder durch andere (nun sogleich darzulegende) Umstäuue 
begünstigt". — Ebenso bemerkte icn auch schon in einem Nach- 
schreiben zu Nobili's Abhandlung über dieses merkwürdige, auch 
von diesem ausgezeichneten Physiker gänzlich verkannte Phiiuo- 
roen (Jahrb. d. Ch. u. P h. Ii. 54. 8. (iO.), dass, um die vier 
Wirbel zu sehen, alles von der Natur und der Stärke des elektro- 
magnetischen Apparates abhänge, dass ich sie bei Anwendung 
des schwefelsauren Natrons oder schwefelsauren Kalis u. s. w., 
aber besonders schon und lang ausdauernd bei einer Lösung von 
gemeinem kohlensauren Kali gesehn habe. Zugleich gab ich dann 
die vorstehende Abbildung dieser vierfachen Wirbeldrehungen. 
Um so erfreulicher war es liir mich, dass Stührer's magneto- 
elektrische Maschine so vorzugsweise geeignet ist, gerade das 
.schönste elektromagnetische Phänomen auf die leichteste und be- 
quemste Art darzustellen, eben weil man <labei so ganz in seiner 
Gewalt den elektrischen Strom hat, auf dessen angeniessene 
Kraft es ankommt, wenn die positive und negative Zone des 
Quecksilbers sich das Gleichgewicht halten soll. Hut dieses alle 
elektromagnetische Drehungen in sich vereinende Phänomen sich 
nur endlich Eingang in unsere Lehrbücher der Physik verschafft: 
so wird auch die zur Erläuterung desselben unentbehr- 
liche elektromagnetische Zeichensprache unmöglich län- 
ger verschmäht werden küimen, sondern unwillkürlich sich an- 
scbliessen. 

2. W^ir haben bisher vorausgesetzt, das reinste mit einer 
dünnen Schicht kohlensauren Kalis bedeckte Quecksilber sei bei 
dem Durchgange des elektrischen Stromes weder vom positiven 
noch vom negativen Piatinadrahte berührt worden. Wird aber der 
negative Piatinadraht in dasselbe eingetaucht, so ist eben dadurch 
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tVw fanze Ma»te de.« QaetkfiKliers ne^är ekÄ^isirt/ uad-lMf trcr- 
den also dip ffrr flie ne^Hve Zfnie onmo in unserer Fifn^r i;f>yfir'h- 
neten Wirbeidrehungen non sieb <fk«r die gaiue QuedcsUberfliiclie 
mbreiteii. ZfeM mM nach einiger Zeit den Mitioadraiit am de« 
flaecksUber wrück : «o werden diaaeften mniHmi Prtlwf aa 
wenigsten« noch rlnp Zeit Inng, ja zuweilen bis nir ErniRduni? 
fanij »\ch ftf»er die ^an/o Fläche des C^iiPciisilhers ntisflehneo. 
Die negative Luditn» dauert aUe fort. Und diess tiar dan einzige 
m&oamaii, n-dches Pfafr bei der Valtaiwhaii SMa, dia « aM(* 
trandte, wahrnehmen konnte, abgeKehn von den Modificatione«^ 
welche durch An\venf!iTn«r anderer FlQs^igkeiten , als des Icohlei^ 
aauren Kali, beri>ei*ictührt werden. An Jene ne<i^ative Ladung 
aber tilaat, iHe naelrEtewieaeif wurde (im Joaro. fiir nrakt. Chemie 
0. 34. S. 415. flf.) . eiiif intereaaaiite Ümdrehang der Wirbel* 
hrwegungen sieh anreihen. Wf>diirch die BedeiiUamkeit (h'r 
elektrischen Lndiiii«!;, anf welche zuertut Ritter die Aiifinerks.un- 
keit binselenkt, in leichtester und schüoster Weims dargethan 
werden fcaaa. ' Mtm müebt« «leb wun&tn, daaa dieata. adiftaa 
LadtingsphSnomen nicht ISngst beohachtet wurde. AJber atlkat 
die lohhaften Zuckungen d*»s Quek^ill^ers , welche OerernI von 
Uellwig bald naeh Conatruction der Sünle Volta's beobachtet 
(wie aie Mwlindllcli tm Jahrb. d. Ch. u. Phjrs. 1826. ß. 4& 
N. 341. baachrieben und nun leicht afeleitnngsfillHg sind aas'iica 
DrfliMrrjen der vorhin in Note »iCK fnvfihnten Qiiof ksilbofTiia^nete) 
dietiic lebhaften Bewegungen der ganzen Quecksiibermasse maas- 
ten nicht selten den gehörigen Grad der Ladung der QaecksUbef- 
oberfläebe unmoglieh machen. Bet StUbrer*« M Mbtoe tat es MeM, 
dnrch Anlegung der Anker an die Magnete, aM Idhgaiaaare Dra» 
hnng, die Heftigkeit der Quecksilberbeweciingen tu Termlndem. 
Dennoch würde sich dieses überratichende Laduu^spb&noro^ schon 
längst auch bei dem Gebrauche der gewöhnlichen Voltaiachen 
Slhilei dargestellt^^) haben, wenn man sieh dazu -cingciiBbAit 
hStte, sogleich iia<?i Anffit li! n«^ der primitiven Kettp die sectin- 
dare gch1it>.s.scn zu künnun. Zu (licscrn Z^^ ec■k ist es blos nöthig, 
Qaecksilbergefässe einzuschieben, wozu aui besten etwas pöa- 
aeM Korkattpsel gt^eignet^ hi teaa mm nit QuaakaOber genilila 

Wirklich Ut A9 Lad«n|;ik«lie «U Im lörijaatnid«B 'k'«n^ii«^«nTt 

der primitivpn Krlto aiizutcheu (w«$ , wulil erwogen, Hlleio schon (Im wiiu- 
derlicheu Streit der CouUf:! -Tlicori« mit der vliemUchrii Theorie lici der 
YoliaiachMi Sinle Iiitl« be»eiip^en MiüMCii, WOYOB «niit>(i4Uchsf 4Ht tM» - 
war in meiner Eint, in d. IHyCliol. S. 277 — 279.); and aU AusAtmIl 
dii'»es Kampfe*, bei dem ^os;!ir momentan ili? i^t- rTTtdfire KeHe Mpppn kitf%iS, 
ist wwlirfrcliciulich ein hei jenen «lelktromagncti»c)icn Ürehitogeu «icii dar- 
•lallende« Phlaomto za hciraeiiiea, walabs« ii» J all r b. d. CknJFh« MBB. 
B. '^. ni!er H. g. R. B. 54. $. Ä8. Note mit folpinje« Worla« fon mir 
bcaeieitnet w«rde: »Mas atolut xu^eilea uaier gewieften üedis^MigtiP (^icauo- 
tes «ih leh Mm tcbr iachöOi lial den^ Gebrauch« dca »chtvcfelwuiraa . Kali) 
In geselzmds^igen liürzcrcn oder längeren Perioden die g<«ii/c Qucck.<41kor- 
|B«SS0 sich umwälzen, nachdem die positive Zone ^ntiz vorgeriiikl ist und 
die negative verdr'^tiigt hat, wMhretid nnck der UmvrKlKBa«; diese na^Mliva 
/. tu wieder sum Yorseheiu kommt. Solche Er<i«lieiiiDa(|«a''96b«« "Waki 
Vt'i III 1 1 «'titt"? . A t^^ Tl r r » rh f> I und Noliili AMf« b!o? toh Bf^ft»Tintj d<M 
^ueck»iit>er« «bleOsa wolUsni waduidi daa WAaser ledJigiAUi mU torJ^a- 

«leeeR wefll«»«* . - , . . 
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V«ilaAui0aK Aiibriitut , M-dt d^r Kork bequem zugleich znr Hei- 
tel^ der einprest iJ-m Leitunuftdrähte dienen kann. Jedoch diese 
specielle Liinichiuiig, um nach Unterbrechung des elektrischen 
dtromes sogldch die eecundüi« KSettt MUleeem «d kOnne» (w»> 
Sit auch blos der Gebrauch von Drahtsehnuren , statt der ge«%-Ghtt<- 
liehen Schliessunusdriihte, hätte hülfreich werden können), diese 
suecielle Einrichtung hatte man versäumt. Wirklich konnte ich 
aber mit i^tührer's ma>;uel<>eieklri«cher AlaKcbiue den nöthigcn 
CM der negativeB Lgdmg d u fw il w Ilh MM lititeeh» «cfaieier 
herverbnngOB, mit droi (nach ei nigem > flehst ach o. zu andereor 
Zwecken immer noch selir lehljaltr Tunkm tind ielihaf'to Watiser- 
/.ersetzung bewirkenden) kühlenuyliiidern von Uunsen. Oenn läa- 
ffer als icB erwartet hatte, mueete icb'ait dieser lilefiien KeMe»* 
DeUifie4la« QueckeiMieff neifativ ele kl ii a ir eH , bevor das beschriebene 
sidMtoie Ladung8phänonieii , welches durch iiiii^ekchrte Wirbel- 
dtebnng sich (larstrilt, aut eine deutliche iind Irhhalto Weise 
henrertrat AUerdiag« auch mit iStöbrer's uiui;iietoclektrie»cher 
MMebiM wird mtm ditae MgehehftoD Wirfc«fii*lNn%eo «idÜ 
sogleich sehn, wenn man zuvor das Quecksilber pesitir elektriak^l 
hat und dann nach Zurückziehung des positiven Drahtes den oega> 
tiven nur kurze Zeit einwirken Hess. Denn offenbar -eine gewisse 
Starke der negativen Ladung (wohei» wie schon fiüher^ttni^kbiit, 
aäah der^hLaliumgehalt dee im kohlensauren Kali negativ etehM» 
flhiw QuecksillxMri in Betracht kommen bann) iiotnwendig tum 
erst«Ti AiiDrt'ti'ii (I«t Krsrheinung, die aber, wenn sie einmal ein- 
getreten, sieb leicht wiederboU, so da«s alsdann, wie gieichtalls 
•ehoa von mir herForffehobea wurde, die eet^egengesetcten "Wir- 
heUrehungen der Ladungskette swei h'is drei Minuten lang fort- 
dauern köfmen , wenn das Quecksilber auch nur etwa zehn decim- 
den laug elekfri^irt wurde. 

3. Mit solchem negativ geladenen Quecksilber wird man aber 
nIebC eMiu i ü h die rier W t r h eW r g h nngen herverbrin gen kOmieii* 
.bat wenn man dieses negativ geladene Qnecksilber eine Zeit lang 
zwischen 2«'m''iiu'r kohlensaurer Kalilauge elektrisirt hat. wird 
dem negativen Hlatindrahte gegenüber die positive Zone mit den 
ihr entsprechenden Wirbeln wieder zum Vorschein kommen ^früher 
ödtst mtet in Abhängigkeit von der Stärke dee eleirtnecfaea 
Stroms); wfhrjend dann diese Wirbel sich hnner weiter md wei-r 
ter ausdehnen. Um schneller zum Ziele zu gelangen, vermindert 
man die zu starke negative Ladung des QuecksilberM durch posi- 
Hne Ladung von so kuraer (nur auf wenige Secunden beechrltnk* 
ter) Dauer, dass noch keine Oxydetten m QuedEsilbers ehitHttJ 
Man wird sich dabei leicht überzeugen, dass es auf eine Art von 
Abstimmung ank<inimt , damit weder die Ausdehnung der positiven 
Zone, noc)i die der negativen zu gross sei, sondern beide sich 
mehr oder weniger das CItelchgewicht halten, wie s. JB. Tor« 
«Itehende Zeichnung es zeigt, weiche, wie gesaet, auf die Auflo- 
sunii dos genuMTK'n Kohlensauren Kali sich bezieht. Denn höchst 
mauui^lach und verwickelt kann die Erscheinung durch Anwendung 
verschiedener Flüssigkeiten gemacht werden« Umständlich sind 

Gesetze, denen ^niäae «ie ImI verachiedenen sauren, oder 
alkalischen, oder salzigen Auflösungen erfolgt, schon im Jahr 1826 
in jener vorhin angeführten Abhandlung von mir enttvickelt worden! 
Aber davon will ich eben so wenip etwas wiederholen, als ich 



von Frklärunp: dvs durch obisce AbblUluoff dargeBtellten Grand* 
phänoaieitö etwa« sagen kaon . ohne Wimo der phynik» (lieben 
!2eiebeiUMirache , d. b. der symboiUchen HierogiypbeBspraciie , wo- 
daieb iob in dw MythoL tu d. Standp. 3. NntVrw. S, 
eben so kars al« klar jenes Grundphlinomeri erläuterte, welcbeit 
allerdings in den DreKün^eo der vier sich aasbildend^n Qireck- 
•Hberniaguete besteht. Diese vier QiierkiHlbennaffnete sind e«, 
welcbe nicbt eowobl die darüber autig^oasene Flüseigkeit mit 
alofc lertieiseen, ida vietniebr die-(wie nnclupewiesen n. «. O.) Meb- 
analogem rlektroma^etiscben Gesetz erfolgenden gleiebartigen 
Wirheldrehungen dieser FIfissigkett erl^chtem und hertirdern, und 
zwar» wie mau leicht siebt, notbivendii; io dem Israde fordern. 
4mm «nn4lglieb aunea (aadb IIersdier'«.W«iM) bingehata» 
llagnete in^^end eine wahmabmbare ModificsilSan in den Dreinw- 
gen herbcilohren können, selbst abgeschn davon, <\:\hs dm vier, 
theils mit dem Nordpol, theiU mit dem Südpol an der Ober» 
flftcbe «»ich drehenden, und zivar mit jedem Pole theiU rechts, 
tkeila Ii nie a afath drehenden Qaaelviibeiiiiagneten , wo nidit vier, 
doch wenigstens zuei Stablmagnete entgegenzuhalten würen» um 
deckbarer Weise eine Modification in den Drehungen hcrbeiza- 
fiObren. kb sage denkbarer Weise denn praktiacb onaasfdl»* 
bair Mialie Verauah aefaoit ilanm, weil dia ao nabo gahailaMi 
antgegeng^aetzten Pola der Stablmagnete sieh im höchst^ Gftde 
aabwRcben nCrden, wa^ nicht der Fall ist bei den imtlar «tt 
nauer Kmft aufblitzenden Polen der Queeksitbermagnote. 

.1 ri werk u tt //. 'Avfülli(jer\rei?ie befinde ich mich in der fjKfr, flher eine 
Anzahl Exemplare des Jahröuchs d. Chemie w, thysili für iH26 



Üafttelbc bildet mit dem eben bprriclinelpn Titel nnd mit hesuo« 
dcrm Remitier veriieUen ein fiir 'üek b«»lelieiulcft Gauxe von d r ei.(iivtiliKti|>- 
fSBlsfltln enthelieaden) Bliidcii , v-cUlie noeli jetzt im lier«bft»eislan La ii s i 
]irri<ie srcli« 'l'hHlnr koslc». In der Art iu »ich «hgetühlttj^sen erschtmen 
4amAU eiuige Jahrgäoge de» Juacaals fiir ^k, u» .PU. «U ein« idei Iscitrif t 
de« Im L«ibnitKi«chen Siniie fe«liflet«a Vereis« snr Verbrei* 
tuag TOn Naturkcaulaift» und Iiölic-rer W«lailieit. Ungleich xeigl 
jetie!« Journal d. Ch. a. Fb. für 1826. B. 2. S. 132 — 135., auf welche höcb»! 
Achtbare WeUe sich dte kaiserliche Akademie der Wi»»en Schäf- 
ten zu Pct«r«b«rK für jeiten Vereia islereMirte, indem »ie beschioas, den 
ton Petersburg aus iiach Peking Ton Zrit /m Zpit abgeiicndea lhcolog;ischen 
MäaaipDeiB iai Leibnitxiachen Geiate n«turwi»«eu»cluirtlick gebildete Maaaer 
•llMnAM V wie «olebc« «eUrdw Zeit wirkttali «eeohsk mkt Qmmkm * 
uiAuaigracbe M-itftensutiHftlicbu und andere i;iile Zwecke. Der cr»le Schrill 
iai also geschehen zn. einer wiatensch aCt liüien i^r ap«g«ads»i w<uts 
Seetsen von Aegypten •«» «Ut BuropMischea nnd Aneribaiiieebes Absde> 
mien aufrief (s. Litt. Bl. il. Hamb, ßursenh. v. 13. Mai 184U oder 
Allq. Anz. d. Deutsch, yom 20. uud 21. Mal 1840). Tm cl«'thcn Leil>- 
nilzischen (iciale wurde neuerdings eine Mcdical MissiouHry Society 
of ■E^lahai'gb begrBndet, 'wSlirend (naclt F^erfep*« Nolixen, A|>ril 184&. 
B. 34.' S. 122.) diese m edi vi ni sc ti c M i s sl o n s g c s e i 1 »ch a f t in K<iin- 
bargk den Zweck lui«' »1« Besiehung auf niedicinische 31i«*iouea 
KeutalMe r« verbreiten, Ibnlleb« Inetilntlnnia sn «aterstiifsen anl 4M Hie»* 
logiMhen Mis»ion«n mit ärztliclien Agenten an versorgen, soweit die dispo- 
nibeln Celdmiticl es TcriKtattcn.'* Iu meiner Denkschrift cur SSouiitr- 
feier der Luiv. Erlangen kndet sich eittieituttgsweiae, 4^** wie c« 

•oheial, wenig bekeani. («w'aKdene lioti«» deie die Sertintv VaiTW«Mit 
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4^p^iUrw m kernen, worin tuerstjene eben erwähnte okysiknii,^ 
7,Hrhen$prachr. entwickelt aus Oer N^»^^ S«Ä1 V 
wurde Und nn^uiUeiöar fOkrte dZe%rn^.r.% ZmMn'XJ''^ 
t9hMäs$igen AufTasrnng Jenes terwicheiten al le Ar,^n .f^*",^ 
mngnetitcher Drehliw^n in nik Verein 
woran so eben die Hede war. Abrjesrhn aber von ^^^^^^ 

TUT A .r,nchr«i,g des kleinen Sliftunmi»»*!« aMiiJl.«-« ^^oitrage 
Äei.cMipendium .»reihen .u k"^!^'^^ fVc^ H^Tr^^ 

•her gereicht d«., wirklich ein Rt!?,. »iL „ d?.« Vil"Sr* ? "l"^ 

• eher dort begründet und. „acU Blu m en b a eh ' s X T »««-rfor. 

tigsle Sliflang der Arl »chon -n» der er,,.« MlllfÄ ^.r^Z T , "T""" 
liOf F»liowshipa Sinei für zwei voa der UniverMini Ovf... i *. 
iro« .hnen .rhäl, jährlich 300 l'M. Sterl.. und awar I^h;. t^' 

Mtu d«r SM .« ^wwrfl«, wiHhirck offenbar die A ai eg ..„1 n . »rlj 

• cnsthnfilicher Pf Unr.chn len eingcl«it« Ut aI.! L V ir *' 

Ä «i;i;v}^%^^"'l f-T i^^i --^ «^i«'^cni„'Ä^^ 

JMV« CB 100 Ffd. öicri. lahrhcb, vrelche drei JAhr» »m«J » -n. 
Reiiiebi. richte in Vrrhhninni: :'u bleiben — fH.n»l ■ wt i 

s:L:;t:;'c -if^^v^-'^^»" .ue .....n^ap. ;crg^:r:hw?:^I!rl^.^!^^^ 

5!!?^ rV an dea AufcuihaU auf derVnt 
ver*itrf», ,,n(l können sonach aU Reiatttipwdlm beBolei werd» O ff« i 

irabwideii &«ignwsen) wieder eine« neuea gei»t.ge.. AiifichwaaeraTrlw^ 
dnrch Anr«ik«g ™ Ä e 1 s e , tip.«dle« »annigfachrr Arf So^K 
wäre an^eme^en nn.erer Z.i,, deren ,rr>.s,em Ruhm e. gei^r 
- iSL dnrch D.mpf.chiire „nd Eisenbaf n, .^ JTc^^ *?örTm 

n kabm, ab dU Vo».i| Mich« m «hnen vermoau _ Dr^Lr Jf. 
■nd wwandle GegeuslSn.Ie mancherlei zur Sprache gebracht Im jArh 
tJ'tnL'l^V namcnllich auch i^. cin..m^n^. , e " Ir^^^^ 

ttathk bwfdwiMltil.Aiüumge 2u den«clhen: .o kann die Vcr luTh^^^ 
100-150 Exemplare, di«.- J.hrbadi. atoolliche BiWiotWk J^^^^^^^ 
J^ mehr al. eine ^V.i.e d..n heitrn.en, nmh mit gleich" "uu^^^^^^^ 
in Verbiudung ^.. bnuycu welche «ich für Wahrheilcn ini. ressiren diTZl 
»m .o w«nlg«f bl«. .HIIacbw*lgt«d machte be^eirigU U.L 
le beachlungswcrU.er sie mir .d.einen gerade in der «MBWirH«- y " * 
W«mg..«n.da.u, das. sie endlich .nr\sprache kom.n^?T.^^' ^ll 
g«l-rtgt«> «»g»; waiudielcli am Schlüsse meines Lebe«, noch e.wa. . 
tragen z„ haben (Tergl. die altere Abhandlung, woran^die ge««awTrh ' 

im Joarn. für prakl. Chemie 15. 34. S 414^5iiil iV''^^ 
Far Äawibe Sache, woirtm hier die Rede iai, bieten noch e«n, ^ ~ 
höchst beachlnngswarüia Gesichtepnakl« aich dar bei näherer lu. 
der in derReeensioavo. ..hnhe^', S,.i<?gel det NaUrii d^i^T 

Theii X. • ^ ' 
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kamUwgem sieh btßaäm^ wormit it$u ffch betiekm IMar dfcü n 

VtHSi<'iin!f7i schriut rs w/r ztrrrkmflssig , ilnn gemäss, trnx im dritten 
AbsckiUlle vifriiegmä€r AOUamUung zur bpracAe kam , jene eöeu erwäkm' 
ien Exempkare des Jahrb. d. Ck. u. Pk, als ein Cssekenk %» verikHIem 
au Bibliotheken für Gymnasien, oder Reaisciiuten, oder tialunc/sse»' 
iclmflliche \ereine, wie sie porktn mit Keziehunp auf das nncluih' 
timngswerthe ßeU^jiei der InsUtutiom Kngtands eruäUui wurden ^ und 
%u deren %ahireicker Biuatehung auch bei uns es mir sehr Heb sein 
trürde, etwas beitragen %u können. Zum Zwecke der angebnfenen Ver- 
iheiiuHff Fou WO-^iöO. Exemplaren Jenes Jahrbuchs ist es öiua nnthig, 
dass die Vorsieher »aieher Anstauen, weiche irgendwo in «nserm de«t^ 
sehen Xalcrliinde (jcneigl sind, von diesem \nertifcfcn (rebrniich zu 
machen, mir den Weg der Zusendung in portitfieien Briefen he%eichnen. 
Zugleich aber ist mm der mit der Anstalt in Verbindung stehetiden 
lUietihtindlung eine unserer Buchhandlungen hier in Halle durch einige 
beiliegende Zefft^n zu beauftragen , dass sie die Serpackung und Veber- 
sendung beengen möge. — Kin erfreuliches Zeichen der Zeit ist der 
^^mnler leiinnp seiner Hünigiichen Hoheit des Kronprinz 
nen Mas-fiufll an ron t'nleni stehe)i(fr Vrrrin znr Verörei" 
iung ntit%4lcAer h ennlnisse durch gemein fassliciie Sehrt f' 
ien". wodttreh so eben eine nekS'Mtsgabe oon Hnnge's ifrttndriss 
der Chemie (wie der Titel des Buches solches ausaprii ht) veranlasst 
trui fle. tlolfentUch werden im Bunde mit diesem wohlihäUiien Vereine 
angemessene Regenerationen der Hillen Stadtbibliötheken und andere 
auf Tochnologte und Xaturwissenschaß sich bexiehendi 'städUseko 
Samfniunfjrn trfrken, wie sie ohnehin zam frfdeihen der sogenannten 
poigUcluiischen GeseiischafUn nnentöehriich siftd. Ein neuer Aufruf 
liegt fotgieieh ddrin, wenigstens dib an Cvmnasten und Healsehmien 
:-rIiOii rorhündeuen Sammlungen %n bentttzen im (,'e/str jenry oben er- 
wähnten Jiicht blos das Bedurfniss der Jugend^ sondern ror^aggweise 
der Erwachsenen ins Auge fassenden Jnstitutions Englands, lud in 
dieser Beaiehung kann in unserm \aler lande als Vorbild dienen der 
ron den Aer%ten in Frankfurt am Main begründete ptigsikatische Ver* 
ein, von welchem rorhin (Anmerkung zu III. ü.) die Rede war. 
ffa ich Miets 9ur Fdrdemng solcher Zwecke in meinem engem ürefso 
zu wirken bemüht trar : so irr'hvfr rs' mir erfrevlich ^cfn . im Geiste 
ttes olfigen Vereins zur Beförderung derselben Zwecke auf dem soeben 
beseichneten Wege mitwirhen mt kennen. 



A n. h a . 0 1^. 

Die vorliegende Abhandliifig war, wie schon in der Eiiiieitu»^ 
gesagt, urspraBglich als Nachtrag s;eschrieben su der ..jüber^Pla*» 
tina. Altes und Neues", Melclu; im Journ. für prakt. Chem. 
B. 34. 8. ^R") — 4"iO. erschienen. Unt<;r dem Titel „nacht rfig- 
liche Bemerkungen äber Piatina. Elektron und ver- 
wandte Gegenstände*' sollte sie.hi denselben Journal pubK« 
cirt> oder wenigsteaa als Aohäag xu. demselben ausgegeben wer- 
den, als eiiio ßeilaste und zwar, ivenn es nöthig selilrix^ (weil 
allerding«) darin nicht poptiUire, vielmehr heterodoxe, ^eit /.Mnir/\g 
Jahren von jeder unbefoneeaen Prüfang aui^geschlossene Wahr- 
beiten aufs neite znr Sprache kommen sollten) als eine auf Kosten 
dos Verfassers z« dnickend«' Beilage. Da solches nicht zu er» 
rf'ifhon gewesen: so erhielt im Geiste des vorliegenden, mit be- 
sonderer Kücksicht auf die Bedürfnisse der Lehrer an huheren 
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'.J??**^f*?fII****'ff" horaww«gebenen Archiv» fflr JVIathema 

nicht blos eine ihrt„ Inhal 
«chfirfer bezeidinemle üeberschrift, «oiidem es ymrde a ch der 
dritte Ah.chrntt durch f^hu^o Zusätze erweitert. Denn nun IV- 
«lernte es sich, «och andere i.raldi«che Gegenstände z„r Spraclie 
m bringen als bog praktisch .heini*che, woraul der vi er Fe die 
wunilervolen gaUani8chen Fim.rea firman « (durch i\Jh 
«e,««„g ihrer gleichbleibenden gesetzlichen Dar'teLi) Ä 
•IILl!*'* S*.!**»^'"**^^"'**'' "n«I noch mehr der nfte Ablehnet 

ebeidbche Ciegenstfinde » «piadie kamen unter der üebU^chrm 
..«her die praktische Bedcutunff der h vdFoi»Ufc#rjlrT 

Ladung.« So eng .ich derselbe clefi vofhinT'^Äg^^^^^^^^ 

Iär*irfB"J^M:^^^ anschiiesst: so Jeht er ^loch 5, 

•abr aar KtnselnbMteo bei ton.strucho,, elektri*.che? Batferien ein 
al» da«g er zn der enger beBrenaendcn teber«chrm' 
welche nun die vorliegende AbbanJlang erhalten l»fta ieiA J«!' 

w«; ft''*^'' ^P^;' '^»^'."^^ '^'^ «niheren iKtbli^atl^n'^K: 
atfnnt war, ftlr «ipe spätere auf, und reihe unter dem Titel eine« 



I. 



1. Naefadeni aSmUch die vorliegende Abhandlung schon ihre 
neue Be«tnnmung erhalten hatte: \o bat aicb die^ praktisch 
chemische Bedeutung dessen, ,vas ich tfber hvdroe U- 

SrÜ^'f welter fortzusetzen beabsichtigt hatte 

^.n^. ^•^*'*".t^^v u'^."?? eigcnthümlichen Zulali 

waren nnmlich «elbst \ ersuche in Vergessenheit gekonmi^, welche 

^•d rte^S'lf ' äber^soger.mt; The^m* 

«xydirte Kohle angestellt, und JBrugnatelli in einer an Geh- 
len (8. dessen Joarn.d.Chem.n. Phy 8. im B 2 S SSI nL^^ 

gesandten kloinen Abhandlung mitgethi:ilt ü^^^i^e^l 
oxvdirte kolilo war den Versuchen Volta's gemlas das erSa 

Miller SSale^ ibr scbloss zunSdjst therinoxvdirtc»^ Gold slcti 
M. Viel tiefer steht, doiefa mehrere fcKlenSle G ieL get^^^^^^^^^ 
krystalltsirtes schwarzes Mano-anoxyd AJm mW4?ttl% ' 
Graphit, .emeine Kohle, GoldrSUb^?; fef^K^Jf^^ 
der keihe nach anschh^ssen. 0en Ausdruck „thermUvd^rt" 
wählte Brugnatel . geinltea einer theoretischen Ansicht /on der 
Verbindung des Uarmestoffes mit Oxygen i« der rauchenden sLl 
£Srh"K^ beachtungswerth ist^sonderffofeende v« 
geraachte Beobachtung; „Setzt man mit Salpetersäure befeuchtete 
Kohle dem Sonimlicht aus, entwWkelt sie oxydirtei^ Sdcke^ 
n»d bleibt aitetat völlig geschniwsklee nifck, wobei aia si^ vo* 
frefflicb thermoxydirt.- - Diesen Vernich ßruirnatailr. J^I^ 

JSlI sogenannte thermoxvdirte (d. h elektrisch 

SrwiJft"'"*^ V^'^t'^u^-'l^' 2»^ ^•»'^ comb^li^'Tehr 
Kramg wirkt. Mein Freund Seebeck, dem leh Im Jahr lfm 

•dche Kohle mitgetheilt hatte, hob ale 'wegen ibwr ToÄ^h^ 
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WIHcsamkeit bis xam Jabt 1832 auf, wo er rfe In thetlMMMm- 

tist her Heziehuii|[; jprQfte; mid sie i&ettte sich, wie er in Hemer 
A!ili;iii*1!inii; lilipr Tliermon>nq:neti8inus ncrvorhobt, unter allen von 
ihm t;ejiriif\cu Kohlenarttn cinziij und ;illein wirksam, nament- 
lich mit kupfer, ^iliier, Zink, ich führe tlicss ai), damit mua 
sehe, wie ausdanernd die elektrische Ladung bei dieser KoUe 
i«t. Demi da»H die sose nannte thermoxydirte Kohle aU eine eielc- 
trisch geladene fvohlo zu hetrachten «<ei, geht daraus liervor, 
dass sie auch durch positive Elektrisirung an der V oltaij^chen 
Säule gewoaneo whvi. Scheu Telt» und Brugnateill marfclrii 
auf ihre ausdauernde Wirlcsarakeit aufmerksam» wifarend die liy- 
(Irnfjonirto (aiu rteiiutiveii Pole <!er S.'iule erhaltene) Kohle nur von 
.se!tr kurzer D iik r \s\. Daran sf lilosurf) pich nun in jenem letztea, 
uul die >,prftkti8che liedeutuu^ der iiydroelektrit^chen Ladunff** 
«ich bealehenden Abschnitte meiner Abhandlung mannigfache Be- 
trachtungen ao« namentlich mit Beziehung auf Bunsen's Koh- 
lenbatterie iithI Grove's Pintinakette. Mau kann näm- 
lich, wie ich zt:igte, das i!^perimeutiren mit Buoseu's Kohiea- 
batterie viel lieuuemer machen , besonders wo es auf den Gebraiieh 
einer {pfSssorn Anzahl \ (illedern ankommt, wenn man die Kohle 
zuvor nach Brtijjnatclli's Weise thrrmoxydirt Auch auf die 
gewöhnliche Voltaisehc Säule kann man diese Art <ler Ladung 
anwenden. So gcm'ii2;cH z. Ii., um die in Abschnitt 1\ . vorliegen- 
der Abhandlung mitgetheilten elektromngnetischcn Drehungen des 
Quecksilber!} (in Ermangelung von Stöhrc r*s magnetoelektrischem 
Apparat) sehr schr>n zu sehn, allein zehn (Ilieder einer Sfiulc 
aus runden zus«uumeu«;ciutlictcn Zink- und kupier Platten von etwa 
5—6 Zoll im Durchmesser mit zwischengelegten in miesiff sefawe* 
ni saurem Wasser gctränliten Pappen, wenn man die Zink flächen 
Tags zuvor mit Aetzkalilau|[^c licnet/t hnt , n eiche darauf eiTitrork- 
Tien ma£», unmittelbar aluT vor dem Aul hau der SmuIc mit einer 
in «»tarke.s k>cheidewasser getauchten Feder über die KuLdcrflächen 
hinstreicht, welche dadurch zugleich metallisch glänxeud und elek- 
trisch geladen werden. (lewiss wurde rauchende Salpetersäure 
mit Scfnvt'lelsiiure gemischt (deren eigentbümlhches Verhalten zu 
Kupfer am positiven Polo der Säule schon die Aufmerksamkeit 
erregt hat noch kräftiger wirken, um Kupfer durch elektrische 
Ladunff zu dem Hang eines viel edleren Metalhi zu erheben t wSh- 
rend 5^nk drtrrh HoftMu htung mit Aetzkalilauffe zum Raug rnics 
noch unedleren Metalls in der gaUaiiischen Kt^tte herahgehrai;hl 
wird. 

2. Die Erinnerung aber an die neuen elektrochemischen Eigen- 
achaOen, welche Brngnatelli der Kohle durch 8iUpetersäure 
mitgetheilt, muatten ganz besonderes Interesse gewinnen, nach- 
dem die neuen Fii^'cn^r haften bekaiuit wurden, welche die Baum- 
wolle durch rau< hcinh' Salpetersaure (oder noch he^-^«'r durrh mit 
4X»ucentrirter iSchweteisaure gendschte rauchende äulpetcrsuurc) 
-eiliSlt. Und so wie die thermoxydirte Kohle sich dem Aneehn 
nach nicht von gewöhnlicher Kehle unterscheidet : so ist auch die 



VgU Grov«*» Ucobnchiaug im VhiL Mag. 8«r« m. Vol. XV. 

S* S92. über«, in PoggcMaorff '« Aaaalts d. PJiy». «. Chsm. D. 49. 
. «00. 
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thcnnoxydirte Tlaiin) wolle (oder SchiesslKuiniwolle ) Hoin Ansehii 
Bach von gewühniii her liauiuwolle nicht zu unterscheitien. Wah- 
rend nnii diese ScbieasbaumwoHe vollsfllndig abbrennt in der 
Flinte, besteht der Hanptfehler Unsens Schiesspiilvers darin, dasn 
W nicnt vollstandi!:; abbrennt, «^nntlrrn hei dem S(lii(\ssen zum 
Tbeil uuverl)raiint beraiisjreworfen wird. Dieser Fehler iie«se sich 
also vielleicht durch Anvveiidun«; der theriuoxydirten statt der ge- 
meinen Kohle bei der Bereitung des Schiesspalvers beseitigen. 
Die lange Ausdauer jener thermox^^dirten oder eleictrisch geiade- 
nen Kohle (wie Stücke zeigen, die irh vierzit; Jahre lang auf- 
hob) kitnie daljei besonders in Betrachtung, so wie der Umstand, 
dass diese thennoxvdirte Kohle keineswegs Fencbtigkeit anzuziehen 
•cheiot, wie die Sehiessbaumwolle. Vnrzilglich bearhtiin^rsuerth 
nbrr miiss uns mm das sogenannte üeberbminen der Koh!t^ liei 
H(T( Itiiiit? de.s Scliiesspulvers v orkonimon. Denn ^nnviss wird riic- 
ukiiid glauben, dass die Kohle, um gutes ^< hies^ipulver zu geben, 
■och sum Tbeil hydrogenirt**) sein niffsse, wenn er erwjigt, 
dass diese hydrogenirte Kohle von so kurzer Dauer ist. Vielmehr 
srliPint die rKTknürdige Thatsache, dass in (\lindern eebrannte 
Kohle, wenn sie gut ausgebrannt ist, sehr schlechtes iSchiesspul- 
▼er giebt, wlihrend fast viermal so stBffkes erhalten wird, wenn 
man die Erhitzung unterbricht, sotiatd die Flamme an den Cylin- 
dem nnfaiiirt. «ich rein blau zu zeigen; diese Tli ifsarbe scheint 
datur zu sprechen, d;iss selbst das Ko h I en o x v d i;a s im tjieichen 
^i^nne wie Salpetersäuru (nur schwächer) eine l'hernioxvdiruiig der 
Kohle (oder elefctrisfllie Ladung im Sinne Ritter*«^ bewirke. 
Und so erhalten wir bei Combi nation der thermoxydirten Kohle 
Brugnatplli's mit der tbermoxvdirten Baumwolle '*), wenn diese 
letztere auch nicht sogleich das Schiessi>ulver zu verdrängen ver- 
mag, doch von ihr Anleitung zur Verrollkouuunung desscwen. 



Diese Ansicht spricht seihst der gründliche Kenner des Scliicsspnl- 
Yers, Morit« Hcyrr, an« la Brdmann*« Jonrn. f. fcchn» u. ökonovi. 
Ck«m* im. B. 8. 5. 628., wo er also sicli ausdrückt: „Befreit man di« 
Kohle ganz ^on "Wasserstoff, «»n i«i s\p lu-krumllich nicht molir hrpim- 
kar. Bei nickt kinrciciiendor AufnuirksHiukcil kann mau es hei CyUuUcrver- 
kohlMg Uiokt MMR Uabtrbreiinem ktlMg«». Naok einigw im OttindiM 
aagcslelllcn Versuch'n c: (!i ?r!ncä«ipnlver mit in Cylindern vollkommen aus- 
f^e^liihler Kokle eine Wurfnciie von 52 öciiritt luid daaselhe PulTer mit 
gut gflbr«uil«r Kdht« 900 SokTitl. Wtim mnn aber a«i dan lindem die 
"ILahlc hcrattealnnt , sohalU die Gasflamme anfniigt, «ich rein hlnu zn zei- ■ 
fßU { K o h 1 en oxy d }j a »), »o steht ein Uclieil.nniirfi nitlit zu fürchten.'* 

VgL auch was iihcr die merliwürdtgu i:.utUcckuug • S ch ü n 1> e in * s 
»nd Böltg«r'a nnr S|Nraekn kam in dav Halliachon nNiurfoescbcndan Gaaall- 
Schaft am T. Nov. 1846, und rnitscttieill ist iui I n t c lligen/b l a 1 1 rur 
Alig. Litt. Zeit. Decbr. 6». d. 664.^5. Ick kebe dar«u» uuch 

folfand« Stell« an« t nDasn, das« die von Brugnatelli «nd Volke über. 
tbermozydtrte Kohle im Journ. d. Chem. u. Fhys. mitgethciltc Dcoharli- 
tan? in Vergessenheit kommen konnle, trug wesentlich hei, dass vom Juhr 
1806 — 1810 kein Rcgi6ler dieses Jouruai» vorlumdiu ist; ebenso fehlt e» den 
letalen 15 Uiinden von 1^0*1888. Möchte «Ick ein junger Manu eatsckliee* 
sen . «•in Rc^isli-r über da» ganze Jonriinl von l8()C — 1833 zu lu ,ir1>f iteu, 
blo« mit üeziciiung auf die Columneutitcl , wodurch es eben so kur^ als 
WaeMekbar .werden wird«, da dieee Colaniaentitel weeksela uli den weck- 
eluden laknlie der Abkaotllung.** 
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II. 

1. Noch ein anderer praktis<-h cli e ni i s eher (5ej»eiistand 
katit im leUteu Abschnitte d ieser iirsprüimlich zur Publicatiou im 
Journal fOr praktUche Chemie ttesttninten AbhamHun^ zur. 
Sprache, worüi|ac Mittheilungeii noch Innrer hinaöazuschiebeA 

nicht zweckiuäifsi«; wäre. handelt suli auch Iiier von in Zei- 

tuHi^cn besprocbeuen, ^leidifail» im Groi»8en und gleichfalls zum 
Krieesgebtanch ahxrendliaren Din$;en. Als ich nairilich den letzten 
Abselioitt 'jener Abhandlung niederzusclireiben im Begriffe ge- 
wesen, da war in den Zcifunucn (im 3lnrz vorigen Jahres) dio 
Rede >,von eiiiejii der Staatsbehörde IVir die Snninio von ){r>0(K) Tha- 
lern angebotenen («eheiniulss einet» galvauopiastischcn Kununen- 
gui»se8, wodnicb die Kanone ohne weitere« fertig geliefert and 
ihre Ausdauer bedeutend gesteigert werden soll.'' HSchst acht*, 
bare Namen von Männern waren genannt, welche, zur Pnifuna: 
der Saehe aufgefordert, sich beifällig; darüber erklart. l)ie(»s 
musste mich notiiwendig zu folgender ISote veranlassen, deren bal-. 
dige Publication in dem bezeichneten wissenschafUichen Zusam- 
menhange mir schon damals willkommen gewesen wäre. Schon in 
der F/irdeitung zur vorliegenden Abhandlung war nämlich davon 
die Hede, dass bei der Bildung des festen Climentkupfers durch 
jene eonstante Kette, Toin welcher die Ga(vanopla$$tik abbSngig, 
unter gewissen (im Journal für praktische Chemie B. 34, 
S. 402 — 408 näher bezeichneten) Bedingungen merkwürdige Zuckun- 
gen der Magnetnadel im Multipltcator entstehn, welche als abhän- 
gig zu betrachten sind von krystall-elektrii^chen Beziehungen« und 
an die in andern Fällen bei Krystallisationen (den schwnen Ver> 
»uchod Ifose's gemäss) entstehenden T/ichtblitze uns erinnern. 
Diesen blitzartig eintretenden .<?ehr lebhaften kram|)fartigen Zuckun- 
gen bat ich wenigstens da einige Aufmerksamkeit zu schenken ^ 
t« ■ 

> • . ' 

Mnn knnn den filipn-.iHrJipridf ii Versiuli leicht zu einem Collcgien- 
vcriuche inHchen« Dmo oh man gleich. Biclit den Zeitpunkt za hMÜnimen 
irtHrma^, wo dl« toh Bildnne fe«ten C^mcntkupfers «hhängiciHi 2«duuagea 
eintreten : hd wirkt doch dSK höchst einfache (im Journ. f. prakt« Ch- Ii. 34. 
S, 401. abf^cbildete) Apparat, einniRl aufgestellt, sehr lange Zeit fort. Man 
darf alao die am heaten ana melirccea Gliederu (welche man beiiehig ia die 
GmahlMUkm •nAMh1ii«B »der {Nurii*!! MMiMtM fcaiui) b«tlth«id« W««h'lidM 
Kette, verbunden mit einer «ecnndären Flatlnakette und einem cmpfindlit lien 
Mulüplicalor, auf einem featstehcaden , an der Wand befealiglen Rcpoaito- 
ri«m nttr tvhig und unjrf'stdrt ttehen Immcm. ^I^i** Ungsaient hMtclit sieh 
fthar keine»wegik «Ulfmtt daM nirht von Zeit i\\ Zteit durch Aa.Oiebane eine* 
I^fangadrahtes aui einer von den Quei ksilber^cli^lcn (wozu Aushob lungea 
ia grötaem Korken dienen können) weiche zuglcicii die Leitungsdrähte fest- 
1u1i«m) dl« Km« «peftffiMt ward«, mm vdrlhellhafl mu «cla «divlat. Ba w«iw 
den hhh dann Zuckun|>^pertoden aach In der Zeit einstellen, wo die SimH- 
renden ins CoUcginm kummea, ao dass nobeabei dirrc mcrkwürdigvn , vou 
KrjstalteUktrIclllit ahhSngi^en Znckunccn (vor ndcr nitrh d«r Vo»l«Mng) 
den Einzelnen mit allen den -verschiedenen ModiHcalionm d«r Eriahala— ^ 
gezeigt werden können. Zu dicHCn Modilicalionen cehört die Mhon von mir 
hervorgehobene EmpündliclULeit ge^e» die lei»e»ic, aot den asit Camcnikup» 
f«r nrnwachaciicn Ziokdraht wirkend« Ertehiill«rMif , wwn ^wtin «Im 
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w^wri« iMifHibei «idi-ftluie Mite «iahiCe» ksseo, ntantatllbh. 

galvanoplastiacbeB Vermickea, da liier vit^Ueickt iiodi au« anderai 

Grüuden iWe Kinschtebung einer secundüren Kette in gmvissea^ 
näher zu «siudirenden Fällen zwecktn^ssiij; i»ein könnte. Und in 
diei^era ZusammeuhAnge war folgende ^lutc uieinem Manu8cri|»tf 

„Wertn die Oalranoplaitflt sich tildit anf die bt^'Datvtellang 
f^Mter llfetan?egetationen auf nassem Wes>;e zn erhaltenden Kry- 

ÄtnUe, sonffeni auf NachMIdiing bezieht, wie die Natur schon bei 
Afterkrystalieu sie zeigt: so ist fifr die SchSrfe der ISaclibll- 
dang offenbar der sogenannte amorphe Zustand günstiger als der 
krystaNhiisi^he. pas Stadium der Bedingungen, weldä die Kry- 
stallisation mehr od«'T -»reniiier begünstigen, wird also nun auch 
terhnifich interessant in galvanop!astisrhcr Beziehung. Als im 
Hiesigen cbembchen Laboratorium (wie das Jahrb. d. Cbem. u. 
Pby8.'18a0. B.'I..d. R. B. S8, S. 43 AT. zeigt) xverat intnet^- 
mSss nach WiTTkih-, in Abhangigiceit von einem zuvor in soldier 
Weise noch nicht einijciciteten ronstanten galvanischen Strome, 
dessen Stfirke man in seiner iaewatt haben konnte, Kupfervcgeta- 
ttönen in metalliscbcin Zusammenhange dargestellt wurden, trug 
ihart diese für die k rystalle lektriscbje 'fheorie so wichtige 
neue Tbatsache auf andere Metalle, namentlich Silber, Zinn, 
Antimon. Wisnioth (Iber, freute sich der gewonnenen schötien 
Kupfer- und Silber- Kry stalte, sowie anderer, den krystallinischen 
ildl ansehlic!S9ender, dendritischer Gebilde, v^le die mtiir Me' fie-' 
fert, die Kunst aber bisher noeh nidit in fester Gestalt 'darzusfel- 
Irn vf>rniocht. Die Bedingungen ihrer l£ntstehung zu studiren 
schien die Hauptaufgabe, worauf es ankomnie. In i^lclrhem Geiste 
wieilerholte ein rühmlich bekannter Chemiker, (>«ibel in Dorpat, 

Z ucl^mgtperlode hcraniuhi) selbst ein H«a«h dienen kjuui auf d«4i düdi^ttt. 

ül)cr»llbrrt«n Kupferdraht, welcher tut Vermillelung der Leltaug an dern 
Zinke hcfc9(i{;t inU — Diese EirscUraicrung wirkt Malog dem leiten Iliii; 
riilirdi an Kry «fall« &a iler Periode Ikrec lenehleiiden Bililmif^^ s. B. Wl R o » e * • 
Anfl6snng des plK^-trtitrrn Arseniks in ^ ;il:'i»riürc. Jener Ap^a^^^- ^v-o elek- 
niiche dif Nadei in krampfliafie Bewegung f«tze|ide momentane ImpnUe 411 
41« SiMllr ^«r I^kiMIts« (bei Tllcktlelleni) tretas, -wiril tikmf am b«aite' 
mit zwei Vialtiplicatoren ia Terbindnng gesetct, Ton denen deir eine (laltl 
B<*s'iehan«T auf hrftisi- Krampfperioden) der Doppelnadel nnr bis 90* Au»-' 
sckUg gestattet, wakrimd bei dem andern die Doppelnadel im kret« uoiIibc 
«ick Wwegen Itaan« 1«eusMr« wird, «bwohl %mm gleiche Stftrke d«^ beiden, 
Nadeln wlnver /u erreichen, doch ganz leicht mit Hülfe der TiirU^n deff 
Cocoaläden, >voraD die J)oji|ielnadel klingt, bo gerichtet t.^d^.Me von Oa| 
nach Waat eleht, in welcher I'Bge aiio a«ck die HnlUpUeatorwiBdimg sieh 
befindet. Tritt nnn eine etwas lebhafte Zncknngsperiode ein : eo wird die 
im Kreis timhergcdrehtc Dopp<>lnadel am liebsten eine SteUnng non Nord' 
DAch SiimI annchjiicn, und du'inrck der A^irkungsspkftre der Mnltipllcalur- 
inndfuig entzogen weiden. Ia der Art <arbUt man eine sickere Contru 11c 
eingetretener Zuckunpsperiodcn , ohvr das» man nütliis; K,\t (vas lan^eiUfi 
«ein würde) den Apparat zu beobachieni besonders wu es gilt, -vorlauk^ 
die 'Wirkaamkelt wsekiedeiier , la fester Itryatiüliiiiaeher Form redocirter 
Alelalle zu priiron. So z. B, zeigte sich Zinn unter gewissen tTinslHndcn 
eben so wirk!>Hm As Kupfer xur Her vorrufnog jeuer merkwürdigen zuckea- 
den ficwegnng der Doppeluadcl. (Vergl. auch Note 43. u. 44.) ^ 
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* ' diese Versuche^'). Aber sein College Jacobi maehte zuerst 
technischen 6ebraiich von der Sache. Und sep^wirtig ist sogar 

von Kanonen aus festem CSmcntkupfer in Zeitungen die Rede. 
Es ist fiir mich interessant, die noch jeb.t im hiesigen physikali* 
sehen C^abiaet aufbewahrten ersten, nach Willkür in manoigfacben 
Modilieatlonen daitteeteilten Proben fester Kupfer-, AnBnen-« 
Wisniuth-, Silber- Vegetationen an jene nnf demeelben Wege mn 
dar^estclltnu Kanonen in Gedanken anzureihen. Wenn aber die 
technisL'he Anwendung der 8ache mit Kecht Anspruch macht auf 
Belohnung (wie sie auch Jacobi auf eine höchst achtbare und 
wissenschafUiciie Bestrebungen ennunternde Weise erhalten bat): 
verdient nicht gleichfalls der unsern Dank, dessen wissenschaft- 
liche Forschung die Möglichkeit einer solchen technischen Anwen- 
dung herbeigeführt? Meinen damaUgen Gebüifen bei dem physi- 
kalischen Cabinet und chemischen Laboratorium meine ich» den 
nun in Bielefeld als Director der dortigen Gewerbschule ange^ 
stellten Herrn Doctor Wach, dessen, als er hier stiidirte, am 
3. Aug. 182tj von der Uallischen philosophischen Facultiit gekrönte 
akademische Preisschrift jene vornin env.Hhnte Abhandlung über 
Darstellung fester Metallvegetationen auf nassem 
Wege (oder, wie er bei Kupfer sich ausdrückte, „über 
Bildung figurirten Cäni entkupfers") enthalt; eine Ab- 
handlung, welche mit so grosser Umsicht und Gründlichkeit 
schrieben ist, dass der ehnrOrdige Pfaffln Kiel schon tw meh- 
reren Jahren, nachdem er öffentliche Vorloiiungen über Galvano- 
plastik gehalten , es geradezu gegen mich aiiss|irach , dass er von 
wissenschaftlicher Seite nichts gefunden habe, was dieser 
Abhandlung beizufügen gewesen wäre. Darum w ird im XI. Bande 
(oder Registerbande) des physikalischen Wörterbuchs, welcher voa 
Muncke mit gewohnter Sachkunde abgefasst einen Reichthum von 
Nachtragen zu diesem Werk enthält, und worin auch umständlich 
von Darstellung fester Metallgebilde auf galvanischem Wege fcL h. 
der GalTsnoplikstik) die Rede ist, S. 218. geradem ausgesprochen: 
„der erste Erfinder der Galvanoplastik, ebenso wie der 
Säule von con stan ler Wirkung, ist Wach." Undliestman 
• die darauf folgende gründliche Abliandlung über Galvanoplastik, so 

muss man eingestchn , dass von wissenschaftlicher Seite dem, was 
mit so roannigTaltiger Abänderung der Versuclie Ton "Wach darge- 
legt wurde, seit <ier Zeit nichts beigefügt ist, was für die Wis- 
senschaft von Bedeutung wäre, so mannigfach und sinnreich auch 
die technischen Anwendmngen sind. Vielleicht da^s die grossar- 
tige Anwendung der Sedie zum Kriegsgcbranch neue wisscnschsH- 
liche Wahrheiten herbeifilhrt, indem es sich nun darum Handelt» 
auch die Härte des fest dargestellten Metalls in seine Gewalt in 



"Vgl. Oüliol'j* vormi.schte VulcrsucUungen um! Bemerkungen im 
Jahrb. d. Chem. a. f*I>T«* 1830. <1. g. R. B. 60, wu derselbe S. 414. voa 
•etiler IViednrkoInng der Wacli'iscIieBl^rsiiche Über fette MetalWcfetarionMi 
spricht, ^telMa Angaben er vollkommen licslhti'^i gefunden, während »eine 
Versuche aii*«er Kupfer «irh besoiulor<» auf in frsirr (Jrsi.ill rodurirles 
Silber, üold und Fiatin belogen. Unmillelbar darauf folgt eiue Bemer- 
fcon^ filitr dl« oft vorkoatiiiemle wai^tfeeke PolarilSl, wo4wr«1i 8ti«kt 
russischen Plntlnerzen s\v\\ ausrcuhiuMi . -wclclic hcstütiul . -was vorhin vlt 
Beziehung auf die £rklaruug de» Worte» Elektron «ur ö]>racke kau« 
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bekommen. Auf di« Bedimi^o^ zar Erhaltung einer Legirung^ 
aus Kupfer und Zink (Messmffs) hat ><r1ion Wach hei Bildung 
seines figurirten Cämentkupfers auimerksani gemacht (a. a. 
O. S. 46 f.). Cod da ein kleiner ZosatB von Zinn sunt Kupfer 
diesem die nSliiige Hiirte giebt, um als Kanonnnmetall zu dienen: 
so ist kjuini zu zweifeln. <lass auf ähnliche Weise >vic iMcssiug 
sieh auch Kanonenmetall \ver<Ie erhalten lassen. Auf trockenem 
Wege können wir sogar stahlarti^e«; Kunfer dar^stcllcn. Um so 
m»hr sind «Hr also wenigstens bei dem Kupfer zu der Hoffnung 
berechtlirt, auch Meister zu wcnlen \oiii (»radc der Härte oder 
Weichheit <lcs auf nassem Wec;c reducirten MetalKs. Da, wie 
vorhin gesas^t, die («alvanoiUastik in ihrer technischen Anwendung 
auf der veiminenmg beralit fayeCelHniaeher Bildung bis snm eo«- 
genannten Amorpbismns: so k&nnte man auf den Ged mken kom* 
men, dass seihst die LcUmk«; dun li InTi^rc Driflifr tint(»r «gewissen 
Bedingungen von EinfluKs auf den kry.Hiaüini.-ociitüi Zusanimcnlians;, 
und dadurch auf die Harte oder Weichheit des in fester Gestalt 
reducirten MetettM sein mftge. Jedodi die schon von Wach in 
diesem Sinne angestellten Versuche (a. a. O. S. 50. ) , woljei et 
statt der Thierhiase oder fit^criiaupt pnrr>scr Körper (namentlich 
Thons, Dachscbiefers. Korkrinde, HotiundcrniarKe«) andere die 
Riwclikeit den «leltfiichen Stronm vehwich'ende llittel anwandte 
führten bei langen Drahtleitongen nicht zum ZielA, wohl abv bdi 
der Leitung durch diinno, heberförmig gebogene Glasröhren, wo- 
durch es (in dem schonen Versuche Taf. I. Fig. 5.) gelang, von 
moosartiger bis zu traubenartiger und endlich krystalli- 
nie eher Metallbildung zu gelangen. Nnr die Einschaltung einer 
secundären Platinakettc (womit die oben erwähnten kranipHiaften 
Zuckungen der \fnfjnpfnn<"If'l */iis-nrnniPnhfinir'^*n) wurde norh iiif^ht 
versucht, waiircmi eb«^ii dicr^e krainpilialicü Zuckungen auf die iie- 
deotBnmkdt diteer Eins^balian^ für Icryntolllnische Bildung auf* 
nericBam waehen." * * - ^ 

' 2. So vorziiarsweise diese Note geeignet war zur Puhlication 
in einem Journale liir praktische Chemie, so ist sie doch auch in 
vorliegender Zeitscbrlrl sans an Ihrer Stelle, besonders da nun 
noch folgende Zusätze l^igefRgt werden können. Wir wissen 
nJImfich «fetrcnw artig, dass jene Ankiiiidifjnngen in den Zeltimgen 
nie t gauÄ richtig waren; ja dass es tsich car nicht von galvano- 
plasdeelier Verfertigung von Kanennn, sondern nur von Ueber- 
siebung eii»e^ner Kanonen mit festem GSmentkuprer handelt. Die 
eisernen Knnnnnn widerstehn hesser dem Stosse der im I.mtfe 
nicht ganz streng in gerader Linie sich bewegenden Kugel, und 
halten daher eine grössere Anzahl von Schüssen aus, während sie 
auch durch grSasere Leichtigkeit sich empfehlen; aber ide vor* 
tragen nur geringere Ladung, leichter dem Zerspringen ausgesetzt. 
Diesem Uenelstande wird nun nh^jelmlfen durch Üeberziehung mit 
festem Cämentkupfer , wobei viekieicht die von Wach angegebe- 
nen Voroebriflen und dte von Uun snerst dafmteltten cenetmit 
wirkenden Ketten der Hauptsache nach wohl wen so ausreichen 
möchten, wie s]r B. bei dev Vergoldung ausreichten. Wus 
die anf demselben Wege zu bewirkende galvanopiastische \ er- 
zin nung anlangt: so ist hierbei die Praxis läutest der Theorie 
vorausgegangen. Denn hierbei wurde Immer «Ine angemessen 
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schvrache aalvanische Kette angewandt lan^e zuvor, eh« flMf 
durch Galvani und Volta die durch MetaUcniUact zu erregeiir. 
den elektriHcbeu 8truiue keiineu gelerbt hatte. Ks war handwerk-^ 
liehe Crfahruog, dm man Zinn in swei Tbeilen : Alaun (dem wi^k 
Theile Kodisalz und ein Theil Weinstein beigefügt) auflösen, aber, 
in der Auflösung noch ein Stuck unaufgeliisten Zinnes la^nen 
müiise, ^reiches mit den Stecknadeln , die man zur Verzinnung in 
die Aniliisung wirft, ia Berfihrang koniat Febltr diese Berillining 
fliit Zfaui« so kSnnen die Nadeb Hoch so Jaoge io der Auflüsungt 
liegen und werden nimmermehr sich verzinnen. Aber man konnte 
diesen von der Technik gewonnenen Erfuhrungäsatz nicht weiter 
ausdehnen und etwa auch bei Vergoldung, Verkupferung u. 8. w. 
benutzen, weil die Kenntniss oes wissenschartItcben Prini-ips. 
fehlte, dem gemäss man handelte. Tin diesem l'rincip auf/ulinden, 
da/u gehörte der Geist eines Volta, Nrll)sl nachdem Galvani's 



die «evor mir im Vertior^neB wimeede ElelElrocheniie aas Lielit« 

gezogen, gleich einflussreich itt wissenschaniicher, wie in technl-» 
scher Hinsicht. — In der neuen Au.sirnltc von Gt'hler'.s |>hyMkalir, 
schem Wörterbuche, Ii. Xi. S. 2o7. unter d. Art. \ eri^oldung» 
wiid es als höcb.«t anlTallend bezeichnet, „dai»s gleich nach der 
Erfindung der Voltaiechen Slole ii% Jahr 1803 B ru^n a t e II i vermiti 



weiter zu verfolgen. Den metallischen iSieilerscIdag (heisi»t es) 
gewahrte er an den Polardrähten von Gold, iSilber und Piatin; 
ja, er ging noch weiter und vergoldete 2$ilbermflosen» iodem ers 
s'w mittelst einer stählemeo Drahtes mit dem negativen Pole der 
8äule verband und in eine gcsattiirte für dicsoo Zweck bereitete 
JLr>suug von Ammoniakgold eintauchte (Annali di Chiinica. 1S()3, 
Vae Bloas Joorn. de Cnimie et de Pbys. T. 5.).'' Aber unmög- 
lich konnte Brugnatelli /.u cl eichbleibenden Resultaten gelangen,, 
da er <lie Starke des elektrischen Stromes nicht in seiner Gmvalt 
hatte. Diess ist es eben, was zuerst Wach gelehrt hat. 
und w orauf hier alles ankommt. Gud selbst luichdem die 
snr Herrorbringung featen Cimentknpfers nOtbif^e Stfirke und Gleiisliri 
miissigkeit den Stromes durch galraalschc Ketten von rontit|n|pi; 
Wirkung ccwonnen war: so kam es noch auf Nebenbedingungen; 
(tiefere oder minder tiefe Eintauchung in die kupferauilosuiig^ aii^ 
um IhrShte mit einem festen Kunferbcschlag zu übersieha« 
wovon in der Abhandfaiag von Wach S. 47. ir. die Rede, sowie 
auch der S. 56. und 57. erwähnte N ersuch hierher ijelnirt. Man 
sieht also, von v*ie vielen in theoretischer unil tcchni.xcher Hin- 
sicht gleich wichtigen Nebenrücki»ichteu die Fest^telluMg des iluuut-, 
«atses abhSngig war, dass die GohiKsna (welche man gewübnlicl^ 
blos als abhangig betrachtet von der allgemeinen Korperanzieh^ng). 
hier einzig und allein nbbSngig sei von elektrischen He/.i(!hungon, 
oad zwar voa der Art der Leitung des elektrischen ötro^ 
die tifBsMeUaBfr diesee Han^aatses eilbrdieffle um so miM 
eine ganae Reibe von Versncben, je mehr er Ib Cegensaty 
mit den fellenden TImoriei. ; x !i:) «.Mx/ 

3. Schon im Jahr 1822 war das im Mansfeldischen uew onneiie 
sogleklk fest in mamnlgfaeber kryataUinischer Bildnnd vonomniende 
CämmiHnnder flte mieh.itln Uegmisland specieller ^HfioMTkaamkeit 




telst des elektrischen Stromes v 
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wmten; und birt der eraten wiaeenschaftliclien wiaiHlirtif der 

Naturforschei' und Aerzte Deittschlande (hier in Halle im 8e^m-' 
ber 1823) suchte ivh durch Vorzeigtinp intereMsanter Proben jone« 
merkwIircU&en , im Mansfeldificheu gewonnenen Haar^ und Faden- 
Kupfefft die Aufinerlraawfcrit der verMMiimelten Natntfeiftcher auf 
die»<en GegeaMiind Wnmlettken. Um hierülior in dem von mir da« 
mal« heraug|j;e|cpbenen Journal auch nfTontruh s|irfchen zu können,' 
hat ich einen theorHisjCh sowohl als praktisch sohr outerrirhteten 
Mann, den au der üergitchiüe in Kit^leben uugeHteiUen Herrn JPlü- 
ni4!ke, die Nehieiimitftfinde zu hr/.et('hnen , unter weldran Meueg 
IcryelaltMadi gebildete CSmcntkupfer orhaltrn uird, da man io« 
Unjrarfi , wo inftn so viel rnmentknplor «jcu innt. tiichts von «olcbeil' 
kry8talliiM«chen, dem «»ugenaonteii »Silber- iui<l Üiüi-Baqm abttliclieD, 
oiid swar ao|rl€leb In' Mter Gestalt eich darstellefideii Oebild^. 
gehört. Auti der hierdurch veranlassten interessanten (iiu Jahrb/ 
der Ch. u. Ph. 1825. B. 2. d. g. I?. B. 44. S. SO— 101». mit einem 
Vorworte des Herau.sgehers über o h ii s i o n in A b h ä n ir i g k e i t 
von krystallelektriscber Anziehung-*") abgedruekten) Ab- 
bandlung sah man wohl» da«e im \ll|aDsfela!scben dem Oament- 
kopfer mehr Zeit zur Ausbildung gegönnt wird , als in ITiigarn ; 
was aber die nfihern rjnst'inde anlangte, welche auf \Aillkärliche 
Darstellung solches Testen Cämentkuplers föhreii könnten y ^o äus- 
eeKe Rerr Plümielre, eb^ weW Ml'M^'lb tMaH 1^ 
auf nas.oirni Wege so manniurach voranstafteteil MetaltrednetietKni 
noch nicht dergleichen feste Metallgebilde Vorgefc.imm^n Waten, 
mit Beziehung auf Bcrtb oll et 's chemische Theorie S.4(M): „da das 
Massenv erliältni SS wahrscheinlich bedeutend eimvlrkt^ so, 
ttpchte ans Versvthcn im Klülneii» weon sie Oberhaupt ein Reeul-' 
tat giäben, wenig zu folgern sein, und im Crossen bleibt es man- 
cherlei Schwierigkeiten unterworfen, zumal da der Proces» 
der Krystallbildung überhaupt noch so sehr im Dun- 
keln lie^t, vVMb geeignete Versncfae avr Gewissbeit zu gelan- 
gen.'' Diese AnsicM ecliloss skh gani censequent den allgemein 
geltenden Principien an, und der oben erwfihnte, auf die längere 
Zeit, welche man im iVlansfeldischen dem Cämentkupfer zur Aus- 
bildung gönnt, sich beziehende Nebenumstand schien diese An- 
hebt zu beMitlgen. Da ich aber die echebibur Ibdiffcrente K8r- 
pcranzichung aus der pofarischen gesetztnfissrg abgeleitet,' ilnd 
eben darum, sowie noch aus andern Erfinden die krystallelek- 
trische Anziehung statt der allgemeinen Kurperanziehung; an 
die Spitze der Physiir gestellt j^. Jabrb. d. Chem. n. Phys. l823. 
B> 30. S. 214 — 25(1), auch die Zustandsveränderungen der Körper, 
woYon Uic^^iiiföiiniger, flüaeiger edtr fester Zvataod abhfingig ist. 



^'*) Aach eint Ahhandlnng von Clement reihro Ich an, worin Cle- 
meut Nachricht giebt ^on einer Kupferrcduciiun aus achwcfelMocein Iwap- 
Ur okM BiM«. Dm Aaflörnng fvm KispIMtriol, gaivfibe im anUtelidi 
basisch »chwefcliaurcm Kupfer, staiitl l.iiisrrp Zeit, um sich za klären, |ib 
einer Kufe, weiche zar Hälfte in die Erde eingegraheu -war. Hier eah auat 
aa den Isaerii WjiMicii , ntt4 «war laimtr a« dar F«qe sweler Davbta blein« 
5 ch Wümme Yon knelalliscUcm Kupfer sich bilden. Die Kupfacsiticke 
halten sirh , wo sie an der Kafe anlagen, so „an dem Holz« abgeforoit, 
ihnea die Streifen eingedrückt waren." • ,. t' .. ! . 
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aas detiraciKen Prfticip, also ans gans achwaelwa elementaren 

krystalliniHdicii KrAften (den im Journ. d. Cheni. ii. Phvs 1812. 
B. 5. S t<» — 74 (!;»ruolri;t('n Tliatsarijon ffem^RR) abgefeitet und 
aus (licsein St;in(l|>unkte stets iit meinen akadeinisrhcii Vorlesnn- 
pen die Elektrochemie vortrug; so gelang c» mir nicht selten, 
dicjenif^en unter meinen ZuhOrcm, wäclie ntcllt lilos daa Her- 
tninnilichf^ zum Zneckc des Examens ^vissen wollten, für di« 
eben bezeichneten von der geltend gewordenen Doetrin sehr ab- 
weichenden Ansichten ins Interesse zu ziehn. I)ai^8 dazu Herr 
Warb f^ehOrte, xeigt «clinn «eine erüte Abhandlnn^^ fiber das 
ran eben de Wesen der vS cbive felsS ur e (Journ. d. Chera. u. 
Phy«. B. 50. S. 1—53.). Tloi der in dieser Abbandlung S. 47— r^>. 
umstiindlich be.sprochencn nieric\vnrdi|jen partiellen Ümwan<llung 
der englischen SchwefeUniiro in rauchende, die mit krj^stailln iacbia r 
Coblsion (asbestartig) auftritt^, ist w nur ein gewisser, re- 



Die Hunpltentleiu: ilie«cr AMinn)Uiiiig nämUch. Ul, die Abknn;;i^keil 
cIm tOKcnBiuiteii IsomerUmw von kryntallHdklriaclt«!! Prlncipif« darek dnr^ 
ßclcgie 'riiaisaciicn nackxunrcisen. lind dieselbe Tendenz kftl die to grind« 
' liclic AbliamHiinL' (l«"e<irU>rn Vcrfanspr* xiher pyrophosp^nr'vnure Ammoniak- 
Billcrerde (Juurn. d. C'li. u. I'li. R. 59. S. 297. etc.). Nelteabei bemerke ich, 
diiM die AvffMWluie der Elektrocbemic aaf dem Slandpmkle der Krystallp 
rl»"kfriri(nr . wfp i«>li «cbou bef einer nnlrru GclcKCnlieit crinncrio. nirlil hc- 
rtiltrl wird 'von den Binwendnugea , weiche üuma» geigen Elekiru«;iteinio 
9»MMkt k«t, «oadtn aekr wokl Tcrefabar iai mit «etaMR Snkalilalionn» 
Kenels, das dMI Na I h c m m t ike r wi<^b(i^ .««clK^incn mus», um ciitt-ii Aii- 
kalipuukl zu haben bei der Unendlichkeit der möglichon CnmbinMlinncn, wie 
kerrorgelit aus der gründlicheu Ablinudlung Rothe*» über Aiiwendaiig 
d«f eonbina t oriaelien Aiuilyai« «uf PflnnMMnal^ftm. S. di«- K m wirke* 
Inn* der F f 1 an/cnaaktttns Ton Nect Ea«nbeck, Biackof nnd 
Rothe. Erlitn^cn 1819. 

Es ist auffallend, da»» diese schon im Jahr 1819 in Tromm»« 
dorf*s Journ. der Pharmacie nnixelheihe , md einige Jahre darauf to« C 
G. Omelin bestaligto Pxoltarliturtr lii^ ic(/t ivul» nicht nn in K I ir <i >v,ir, 
aat'h nur der Erwihunng wrrlh gehalten zu werden in den Comitendien der 
CkflMil«. Und doek i»t dl«M iheilweia^ OmMldimir d«r «vfUadiMi Mmm- 
fclsritirr nocli merkwiirdicer als die c.ui/ niialo|;e Umbildun:; des Glasen in 
kristallinische». Glas («sogenanntes K e a n mo rasches Forrcllnn), wel» 
«k«a, in so fern es den Temperalurwechsel besser verträgt, weniger »prod« 
ist als gemclttM Glw. In der Th«t laofl das soi^cnanntc Adoilciren des 
Roheisens, worübtT demclbo Reaumur viele Yrr^nihe angestellt, anf 
dassclhe Yerf<thren lunaus. l<nd handelt es sich nicht davuu, die ganze, 
Masae m «rtreidien , «ondern Mos die OberflSch« trvlcker and gcselimeldigw 
an M»«rTini , so ist d.i« VoiTmIhcii M■^l»^t juif c;r;<«t.««rrr EiscnstiicUc , Weltruf hein- 
lich also auf gitsseisernc Kanonen, die niiin mit einer llülle von mehr clas- 
ti«rk«m Eiam umgeben will, anwendbar. Anck «In andwrM Verfakm G«i*- 
«i^en oherflflcliliih r\\ rrwcicben (wobei tlydrogcn die llanptrolle zu spielen 
sebeini) kam im Jahr 1827 von Amerika her r.ur Sprarhe (s. liinglerV 
pulyieihn. Journ. 1888. R. 29. ä. 156.}. Es bietet sirli also eine xweifa«be 
Mviliod« dar, dl« Ofcarlllkft« d«n OiiM«l»«na nif •!•« »«lir biw Ml«d«r 
M die Masse rindrinjrende Weise zu orwrirlifii nrul «nnnh iii-,'! eiserne Ka- 
aMM mit oiucr Hülle vun weichem Eisen zu umgeben* KuinuU nun nock 
di« HuUe yoo weickcm Cimcnlknpfer daxn, ao wird dem Zer^pr Ingen »ock 
mehr eulgecengewirkl. Bs Ist nXnilieh unmöglich, Ahm Hüllen von vervchie- 
dener rnhHüioii tlurch eine und dieselbe nimlelutrinlc Kraft ganz streue in 
dctuscibcu Momente zerriMcu werden. Nnr danu aiiio, wenu dieser Z«ü(ua- 



Digitized by Google 



141 

I 

Ifttiv 8cKuacher, aber eine Zeit lang anhaltender Tem- 
ueraturgraiU welcher (ebenao wie bei Verwamliuug dee GJaeee io 

Heraaiiir'echefl Porzellan) di« krystalliuischo Bildung hervors^rafen 
vvntia^. Damm bediirtlte es blos der Combinatioii dieser Rrsrhei- 
^nng mit den in meiner vorhin envhhiiten Abhandlung über Zu- 
standsverftndening der Kfirper zusaniiueiigefttelUen , um auf den * 
Ciedaiiken zu kommen, ob nicht durch iiboJiche Aloditication dee 
elektrischen, die Mctatte retlnrirrnden ^Stronle^{ auf kn^stailiiiischen 
Zusamm<Mihai)u: EinnriHK zu gewinnen sein mochte. Auf dem 
Staiidpuukt einer l iieuric nandich, uelche nicht die sogenauutc 
•IlgeBiehie KGrperaaalebung, sondern die polarieche krystalU 
elektrische an die Spitze der Physik stellt, liäDgt natürlich 
selbst die FJoktr]dt;it!>.lcitung von eitMT (narh der verschiedenen 
Natur der korper ieicbter oder sciiwcrer erl'olgeuden) Modilicimng 
4fr KrvstallelektridCllt ab, und der Leitungawiderstaiid iiS 
daher (was durch mehrere Thateachen naehii^otviesf fi werden kann) 
nicht (gleich dem der Ilohren, wodurch imiu; Fliiüisigkeit ^truint) 
Mo.s' passiver, sondern vielmehr activer ^iatur. In dietiom 
;Siiuie war es nicbU autValleudes, gerade die schwächsten elekfari- 
ecben «StrÜme durch Leiter Ton grösster Länge unge.schwieht 
durchgehn, und diese langen Leiter zur Verstärkung derselben 
namentlich bei Moltlidicatoren wirken t^u sehn, während durch 
dieselben MuittpUcatoreu starke. eiektri*»cbe iStrüme geschwächt 
werden "^V- Leitangswkleretaed , deD etarke SlrSme (atarke 
elektrische Funken) hervormfen, kann ee ipiee werden, data det 
Draht (i^iiihend wird und zr;r5:ti(d)t. |{lo<< von schwachen 8truroea 
können w ir mIjso etwas erwarten , wenn Her\'orrnfang krystallini- 
sehen Zusammenhangs beabsichtigt wiril. Und dieser Ansicht 
warjifinstig, was Pffimicke mit Beziehang anf die Alansfelder 
Knplervegetation raitgetbeilt. Denn di(; regcimlissigen , den krys- 
tallinischen analttgen Formen ^namentlich Haar- und Faden-Bildung) 
traten blos da ein, wo die Cämentatioa 5 — 6 Monate dauerte. 
Und daaa «nter den mechledenen Anaickleo» die bei AaffiMsung 
dteeer Erscheinung möglich, das Haufi^wickt su legen sei auf 
die Schwächung des elektrischen Sfromes, solches wird dargetlian 
durch den schon vorhin erwähnten V ersuch von Wach, welcher 
auf der Kupfertai'el zu seiner Abhandlung Fig. 5. dargestellt, wo ^ 
die verschiedenen Bildungslbmien des Cämentkupfers nich in All- 
hSngigkeit zeigten von den verschiedeneu Graden der Schwächung 
der iiette durch Leitun^swiderwtand. Das bequemste Mittel zur 
Schwächung des eldctrischeii »Stromes bot der Durchgang durch 
pordae KOrper Mar diew kernte Ich, dasi^ weno umo eicht 



Icr^clijp«! ZerrelsAcnt (Icr ein/clrtcn Iliillen sor verschwind rnden GrfiMC 
Wird, katia ein Herum»(.hicuderii der zertprangenen 'l'heile slatliiiulen. 

Auch dnrcti MtdwVerfaeh« wnrde die AaftaiMluaHikett Ungelcokt 

Hilf die ßedeatitaniki it scUwacher cleklrisclier Strome, in welcher Hiiisiclit 
Ith mioTi brxiolic .iiif c1a<i im JHlirh. d. Cliorn. u. Phys. 1825, oder B* 44* 
S. 1J9. u. 365., sowi« 1828. B. 52. S. 236«-242. Mitgetlietlic. 

;**) Auf die BedeutMDilLeit porfieer Körper Itineiehtlicii ant den Barek- 
gang elcl(.trischev Ströme leitete Forte II'« Yereneh hin, d< m -^pnicrhin 
Verimlip iihrr snqcnaimlo Endosmose und Exosmo.'^e fiirli .inschlossen. 
Nui» wu e« «ich vwn gru»«artiger levliaisclLer Benutzung durcii Leituiig$wider-> 
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die oheTi lie^f'irhrrctrn f hf^oreliHcheii Atistt'hten im 8mno hatte, die 
Eiiimischui)^ puroner korper. imnuMitlicli der Blage. hei dor Ikup- 
t'erreductioD leichter irre leiten, alt» 2Uiu Ziel« lüiireD koDott. 
Dom wirkUoh< hatten schoii vor Wach (wUi deaara Abhaadlung 
S. 22^24. zeittt) sehr achtbare Physiker mit Blase umbuodaae 
Röhren , norin «ich ein Kiseridraht befand , in lku{iferl<isiiiigen g»- 
4iimcht luit Uiusicbt auf die aogeiiaaote findosuiose und Kxosmoaa. 
<Ndthwaiidif( mua^e dabei faatea Cäaentk unter mitaa an der 
Blase eott»tehn; aber sie schenkten der Sache keine Au&nerksan^ 
krit, wahrscheinlich weil der GiMluila' sir irrr uelpif i t, dans die 
Anlegcimnkte , welrhp <He Bla^e darbot, der Zusaiiiiiieuhayfung 
krystaiuniiscber AIctalUlH'ile güustig sei. Dix&s e« uul die^e Aole- 
gepunktb hier gar ntchi unkomin#« sondern blas aof die angeoMa» 
«CMO Henuuung der Schnelligkeit des elektrischen Stromes 
auch' durch andere, ivenn gleich minder bequeme Mittel zn errei* 
ehe«; dieifs bu zeigen uar der iiauptiumkt, woraul es aakanu 
Und'diaaa wurde aachgewiesai» voa Wach dnack -die »niMiij} 
ifachste Abänderung der Vcrt<iicha, Jetat erat (trat da« Na- 
lurgeset/ mit Klarheit Ii er vor, da« -/u der mniiniiifaebMleo 
tibd BfitElichsten Anwenduiii? in <ler Technik iieiiihrt hat, wfihreiid es 
*cegenwUrtig iu Steiner Anwenduii|£ zur V ervallkua>lllallil^ des scbvie- 
Geschfitzes in ao hohem Grad cMoaareich und gewiaabriag fa d 
Mvifd. Aber dieses auf Hervorrufung der Cohlision durch 
Elektricitat sieb be/jeliende jVjitiirgesetz Ist nun itif dem 
Standpunkte der neuesten l^bv^ik noch einer scharlereii Üestiui- 
«nnig> Ahig, welche aar durch eine lacoe Reihe von VbraiiclMi 
hciQbel^effihrt werden- kann. Und da es sich hier von Dingen han- 
delt, denen ieh stets vorztiirs weise meine Anfnierksanikeit zuge- 
wandt, 8o krmiitc ich deruleicheT» Versuche h u Iii in Vorschuig 
bringe«, um, worauf es« nun ankommt, die Art dor (Johäsiou 
koehr in die Geiwult su- balcomaien. Dergleichen theoietiseh aus» 
^dachte Versuche niitzen aber wenig, so lange niemand da ist, 
der tiicht blos lebendiges vv!ssen«cnaftliehes intere»we , sm^dern 
uucli unaeatSrte Müsse ha^, Mcb der Ausfübniing solcher Versuche 
mt widnän, w«lche Moaae dem Verfaaaer jener «vailiid-geiibmrfMi* 
aui wtllkUrliebe Darstellung festen figurirten €äinentkupf<^ sich 
bn/iebenden Proissrliriff unmittelbar nach Her Pithrierttion dersel- 
ben uer*nbt wurde, indem ihn eine Anstellung bei der («ewerb« 
schule iu Bieieleld in ganss andere prakiische ■ Dingo hiueliucog. 
Midn>afed"ln' seiner Abhandluoc mehrere VersoelM MMseichnet* 
die er noch aazustelled bcabaidiagte, vnd die iha-äMenKiiia laicht 
hilliMo ! weiter tiKhfeu iküBaea«- • •>> • \' • 



&»^if^tV(»9hlcF eiekuiscliur otrumc .tMiodcil| venUciu Purrctt't Versuch 
9tii0. Asfmefkiwaiikffit. 0«r von W»ch S. 61* ■•intr Abliaadlimg. •iuj«filivla 

Vci.sucli Je 1«» Rivc's xoiKt tlcu<Iu^ U'tttt::, dans Jic Ersvti rinn n noch 
nickt gehörig aufj^sklArt sei, un4 «umi'iuirt waa iu diesem ZmauimeoiiAagt 
d«n xfm VV aph «af dtr Knpferlaf«! *n «einer' Abkanillattt!: Fig. 3. miigeilieil- 
lea 'Versuch , to tl^ht van, er dem nrsprüngllchen TOn Porrett in 

elnfrr fie/ieTiniig lutalo;; , in amtcrrr cntgegcageselzl ist, 'wnhrend in dersel- 
ben Aiihauditii^ S. 36—40 der Weg be;eeivUnct i«t, Trie -weitere AufllJürung 

iMrbdxnfShrca «da mScIitc^ 
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'i--' 4. ' JHw^ trwrjMldiMrt» 'der rlurcb ili« MansfoldiibliknKiiil- 

ferviBgetationen hen'örsrenifenefi Galvanoplastik \»t nun zeitgemü««, 
fbaiüC raan «h anerkenne, dass hier von eiaeai mit CaMeqae«« 
verfolsifMi wiflMnsohaftüchen Zi«le <Im Rede eei. Dcnllleh.steilt 
'■ieM'<lMr, wie die im ^inne der tieltendeil TlMorfea durchdu« nidit 
TM envarten<ie ^vitlkuHiche I)ar8tellnns: cohhreriter i\Ietallge bilde 
auf nassem We^e durch H» strolmimni iicr )iei!>eiührt wurde im 
fiiinne eioer vom Princip der Kry^italli lcktricität aut^gebeudeD elek- 
'CkedMaAwbeii Theorie, gehl efc il y ndeht f Maa, vrerum, Mchdele 
dfeflee CSeeete cohiirenter ( icktrochenitacher Metallhildung aufge- 
funden war. die a:anze Anlmi i ksamkeit sirli 7,u«»r8t der krystal" 
tiinischen Metallbiidiing zugewondL lind nueh jetzt i«tuii(i bleilit , 
:iii'iv(e8en8'cbeftlich'er Hiiiricht, was mit hrystalttnisdMn. Vei» 
'hSltniitsen zuKantmieHhftiiBt, ' die HauptMiu lie bei dies^eu galvane- 
'phuttischen Bildungen, eben weil, nie Plüniicke mit ßei'bt ber- 
vorhob , der Proces» der Krystnlliiildun«; navh h«» sehr im Dunkeln 
iiegft. Allerdin«48 gelang e» i\ii:bt, die üilduog der bäum- und 
•tnvGbartigen Kuuferveg'etationeo, oder der regelmSssig auage- 
bildeten oktaedri8chen Kupferkrystalle (S. 46. der Abband I. Wach'a) 
in die Gewalt zu bekommen» ho wenig als die uillkürliche Dar- 
ütelluDg der schönen Granatdodelcaeder von Silber (6. .00.)» ttber 
4k» (Sorgfalt, wetohar Waeh aof da« Stadloni dler> Nebeahedingun- 
fen wandte, wedordi diese krvstaUiiiMMli' BiMnngen begünstigt 
werden ktank nvn aidi belolinen, wemi ea fhm geUngen- sollte. 



Unter d«n „B«m«rkiiagtn über die pr«kti«die AnwenUuag 
4«r OalYaaof iaatik«* tob W. de la live (mu da« Teebnaloftiaiet 
•Vehr. 184<t. f. MS. übere. in Dingler'e polytecba. Jo«M. ß. 99. 5. 371.), 
-welche Bcmerktin^en nie dM ReealtRi einer eehr groei«n Anzahl von Yrr- 
■uclieu bezeichnet werden, iet ala die erele vorangoelelltf „daita Ute metid- 
Uaehea NIede r ae h lMge ein aelir verschicdenea Anaelia habea, daM ala nlsK 
lieh entweder dentlich kryatalüni n<h , oJer ach w ach kry elallini ach, 
himmer bar, aandariig oder achwammig sind; leuteraa i«l der Fail, 
wmat di« BaMwia wm kffffUiff aad Matana, wen» aU mm. aeliwaak im Vm^ 
hSttniaae xur angewandten Melalliiuflöaant; war.*' Auch an einer andeta 
Stelle wird noch anageeprochen, daae, „wean die Stärke der Batterie iat 
■Verhältniace zur Cunceniration der achwefeleNnrea KnpFcrlüauug Termia- 
dairk wird, aatw dlcaan Umatrindeii ai«.h gut auagebildete grueae 
Krjatailc erzeui^en." — Ea iat erfreulich ru sp>in, wie - deuüelben 
durch ao viele Verauche (waa auadrücklich hervorgehoben) gcwooneBeu Sata 
*Wa^ Im Jdir int dafgaihaa darali daa a^aa w»rlila crwihalan, fiau ab»-' 
faehen, aber rntgcheldenden Yeranch , welcher anf der Kapfarlafel ta Keiner 
Abhandluag Fig. 5. abgebildet iat , wo vier mit deraeibaa lLapfera«fiäaaa( 
gefüllia Ollaer dorch hlfherTlhrmlg geboaen«, ^ Zell wal l» Giaaröhren ver- 
Imifden waren, ao dnta nicht durch Blaae (oder andere poröae Körper), aon- 
dfrn Mo« durch die läfle;ere I^itnnp der Strom alufenwpisc geachwacht 
wnrde. lind dadurch gelang ea, von incohürenler bia au cokärentec, juerat 
mooaartlg«r, daaa trawhaaartigar, wiA eadliek, wa dar Sleam am 
Tncintcn fi; e a ch w H ch t war, kryalMlliniacher Metallbildung tu k^Ihd- 
gen. — lind eben darcii dieaa Yecaohiedaaartigkeit der kryatalliaiaciiaa BU-p 
dimg «eliafaiaB M dem Va raae h a » wavan la Ifala-M. die Rede war, dif 
krampfhaftea Bewegtii^en der Megneinadel vevaaleaat aa werden. Aua dia^ 
' «cm Oeilchtapunkle wird man veralehn , warum ich vorhin (Note 86.) eine 
Combinatiea mehrerer Wach' lachen Ketten mit der leickt au treffenden 
▼fcradilalfimg «an^kton taha, te.atta dla alaaflaaa Gliadft ^lar Kau« 
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in VerTialfnisgc zu koTninen, wo er (in ßfinstl^rer Life aU seine 
^eeenwärtii^o wt) die hierüber creniachten Iilrrahninj?eii benfltzen 
UDO weiter verfo^en k&tm, Oenit nun wird der aus rein ^^l^sen- 
Mhaftnehem Interefise verzogsweiM von Uini suni 8tudiuni ge- 
machte Hauptpunkt der Galvanoplastik auch in technischer Beriehung 
tum Hauj>tj>tmkte werden. Handelt es sich nandirh Mos von Er- 
sseugung bildsaiuer Tester Meta Ilmassen: ho kommt es, wie vorhin 
schon gesagt, vorzüglich aui' Verkleinerung der Krystalle an, so 
daw sie wo mOglicb ganz unwahroebmbar aiad und "ilin nnj^i mwifei 
amorphe Biidunr; hervor^^ernren wird. Man muss also dto kryvtal- 
liniscne Bildung eben so |^t befördern als vermeiden lernen. Bei 
jener vorhin erwähnten versioDuiig der Stecknadehi weiss man 
recht gut, daas ria aneli mit Alaun eline'Wei>n8tein gelingt; 
aber me wird matt, d. h. die krystallelektrische Kruft gewinnt ao 
Stfirke, so das« kristallinisch ausgebildete Elennuto vnrherrscfeend 
KU werden anfangen, wodurch die Oberfläche <;in matte« Anselm 
bekommt **). Der Ueberzug eij»erner Kanonen mit Kupier wirkt 



aliMrecliielad in du Vci! (aiscLc rmnhinalion anfne^iTiirn nruf nV«wccIuolnil 
pftflieU «cliJi««««]! küunc, um ehea dadurch eine Verscliiedeaarligkcii in der 
krjtlMlIlafschai BUdmg «BcaregM» Oefkw« sah iek j«t« 2iiduiagen beson- 
der« fUna mit grosser Hcfti)>kvit cniHielin, wenn die mit Blase ombsndetts 
Rölire, iirnran sick «tt einer Stelle in concentrirter Ku^ferHufliieonK fes- 
tes Cftinentku|ifer «ngeselxl hatte, in eine verdünnte Ku)ifcrauflÜ8un^ über- 
fSlvsftSB wurde. Als Nchunbcdingang ist dsbei die Elosslsnug eine« friaak 
:(b.:rrt il foii Zinkdrtthlcs Iirrvor/uJu'liL-n , um die BiMiinp neuer krygl illini- 
scher Ivlemt'nie nebMi den «cüon in fester Form geliiidelen «o siMuregen, 
«tsss sie dsmit in CooltMl kommen im Ealslsknagiinonenle» Vum Dimor. 
]>hisiHus (der vicll<'icht dun h?[rpifpnder iet mIs man i;«'vvölinlitl» atmimml) 
scheint also die elektrische Erschciuuax «b«uhän;en, so wie die Li<:ht« r- 
scheinung nnch Rose*a Beelwchlnng bei AjaflSsung gtasAttigen Arseniks ia 
SaUsänrc enieehiedeu Tom Uimorfhisoras shlUkflft» Dsroat sah icli nicht 
80i:lii(li hei <\pm erKtrn AFiflti?; der Krjstnlte, Sondern erst bei dem ( on- 
tacl eines «ecuudaren Aullugt-N luit dem prluiitiTea die lävhtblii«« ciiUreicu. 
Sehr -«resenlltch Itanml es auch hier auf einen fswitssn Grial ile» Vsnlte- 
mm^ der Auflösung an. — Mau nuhl den Paralleliamus beider Ermluiiiua- 
gen {der optischen und «lektrisvhen} , wucauf schon friiheir «ufmerk)iam ge- 
macht wurde. Vm übtigens an zeigen, -wie dsrfleiclien svticiahar blos 
theoroliKt h intercssaule Uiii};e auch prslilische Bedeutung gewiuneu können, 
trill icb tiocli ri)I<;endc Qiicbtigc Bemerkung .-.ireihen. Eg fiai ntiih lii>i t-ini. 
gen Vrrauclieii ubcrraachl, das8 sehr kleine Zusatico vuu Weingeist ^iir 
Knpfsrsttfiöanag in weit höherem (»rad, als «u erwarten war, jemsn eban 
rr^väJinii Ti , TOn Kryalalli l»*^ iricilät abhäcgigen Kr.nnpfhaf len Zuckungen der 
Magnetnadel eotgegenwirkteu , aio wenigstens niudilicirtcn' durdi Abkürsui^ 
» der- meManinn sinlnelattdstt Znckungspcrioden. Wenn nnnt was der galvwio» 
plastischen kryelallbildung {^iniHti:; (n.iiuIuK ein gewisser Grad der Ver- 
dünnung der Kuftferlösung) diese krampfhaften ^uckungeu befördert, so 
köonle man umgekehrt irerwulhen, dnss vielleicht ganz kleine Znsätie von 
Weingeist jsncr galvanaylasriashen Krysiallbildnug , welche teckniscn 
/u -vermeiden vrüniicht, entgesonwirkpn , und .ilvo in d»!ii ^nn de la Kue 
sngeführten- Fällen , wo die iu:ystaiiiuu>kii« iiUdung «lurend wirkt» der ex- 
perimeniellsn Prülang zn enpfelden asin nificlilen. Bs fragt aieh. nluhtickt 
ob neben dem ]laiiplpeüicKiit|)unkl . dt-r ih ktrischen Leitung, nicht no«Jl 
ander« Ncbengesichtsponkie su beachten seien (vsrgl, Nute 4il> n. Nr* 6b}* 

**y In lurjstaileganeliadiker HlMidit Jint man «s alao bei jeasr illaaiea, 
anC Zinn iloh basiehiad«« OalYanoplMlik waller «•ftai^, ab M dar 



Digitized by Google 



itm notnentaneii Zertpriiifefl wai Uw h tr u gM ctf Jg iB dkr lertbran- 

,genen Strickn rnt?of>cn . zu welchem Zwecke umgelegte Itin^ 
von {cebammertr m Kupfer nicht genütren nolltcn. Ek nird 
ai«o darauf ankommen, da« Kupfer so ireich als möglich zu er- 
halten. Und da Wach «elMti tai Jalbr 1899 aiieb aii&re Mctelto 
als Kupfer in fester Ceatalt gah anoplastisrh darcestellt hat : so 
iMsst .sich fracren, durch welche (lomoinatioii von ]VTf»tallen in nnch 
höherem Grad eine der Ela«»ticitftt analoge , dem ni o m e n t a ri e it 
Zerauriai^ und Umherschleudern durch die Verschiede tiartigkeit 
der Cohäfiion entgegeowtrkende Kraft hervorgerufen werden könne? 
(Vi^H. IS'f»te 40.). Ans dirKrm (Jcsicht^punkte scheint sich noch 
ein viei waiterer Krei« technischer Anwendung an «r5lbien. 

- - . - 

Beuern Muf Rii|>f*r sich berieliteilen. Alt«, welche «ich mit letslerer Ibe* 

sch^rii;:) liaben , m'sUlin /u, ilass siv noch ein »ehr ati»icheres Handwerk 
•ci , eben weil» wie de I« Aue in der vorliin (Note 43.) angeführlen Ab- 
handlaiig hervorliel»!, ille Knpfeniiedcrsclilige bnid deutlich krysiallinisch, 
iMld seiiwach krysialliniscli, hlflUaerbar , «mdHrliit oder uchwammig i^iod. 
„In der Rpj^cl " , füßJ er hei, mns* mar» «nchpri , dien hHpmierlnTpn Nie- 
dierAchla; lierTO[2ul»riiageo j hei aller Uebmig atiii Gesthickliihkrit hieiht es 
ie^eek eehr tAmUnifi, Um elae Seit lang irieleliranttter im erlmlteti.** 

li(och indere dif Anwcndiinc' drr (>,il vaimpl istiK auf iman^rnrhoie WeUe 
heackrSnkcude, eben nüL dieser Krvsiallogcnie jcasanmenhingeDde Ncbeebe* 
siehungeii bringt er aar Sfinieile. Be Ut iuhtr iiiifralUiid, des* men ao«k 
wiektf wie bei der aaf Zinn sich bexiekendrn uhva erMrihnlen GalY«noplae» 
lik , auch bei Knpf«»r einr Cnriibinalion verscliieduner Sal/TerhinHimircn des- 
selben in Anwendung hriajten vcrsuchl hat. L'cbrigeas hat «ich nainenl- 
licli bei Yerkapfeninf de« Sieens nnd Zinks das weinsieinsenre 
K n I i - K n p f e r ox y d besondrr«; vortheilhaft irrzeipt F.KiirrS AMirtndl. 
in Dingier*s poljlecbn. Journ/ 1045. B. 97. S. 429.). Auf ein Mittel 
mir •forllnlifea krfsiallopceftcllsclien Orlentirong maehle Ich in der Kote 4M» 
nvfftee^k**"* > welches inait hei der in Note 36. niii^rci-hrnen Yerfahrnngsweise 
ohne, allen Zeitaufwand benntsen kann. Jenen krystnlielekttrischen 
Erscheinungen t welche die Bildung des festen Cämentknpfers hef^leiten, reiht 
ftbfifene nodk eine elektrocheaiiedi« na, welche d i i Hua mit 
folgenden "Worleu erwJhnl : ..Kin*» sonderbare Eigen^rhHft di r u.-il Vr.ni*chen 
Copien besteht darint dass man »ie nicht mit Zinnuberfarbe abdruckeu kauOt 
wee 4oek hei den gewflbaückee feetodieBett Kapferplrttte« der Fall iel; 
üherrieht man eine soiclie Copie mit Zinnoh« i farh* , ^vinl. n tdulnn cinirrp 
Abdrücke gemacht sind, der Zinnober schwarz, und wenn man mit dem 
Drucken fflrriflhrt, so wird das Kupfer weiss «ad es lehllgC sich »o ^lel 
Quecksilber auf seiner Oberfläche nieder, dass ihr die Farbe nicht mehr an« 
hangt. Ic Ii uliiul»»', «lass die j> o r ö » e und offene Snuriur der {^aivani- 
schen Copic die einzige Ursache der Zer»«lzuttg des Zinnober» ist, und dass 
die Reiakelt des Knpfer» desn alehte beiträgt." — dtatt ,,por6ee «ad 
offene Strm tur" wird man wissenschafllith vh^tfcr schrcihcn müssm t 
krystal linische Ölructurf da de In Aue selbst h er vor liebt : sorg- 
fältig man nnek einen galTaataekea Niedereeklef kerrorbringea neg* eo ke- 
weist dock die Beobachtung desselben unter dem Mikroskop, dass seine 
Pfriirtnr im wesentlichen immer kryslallinisch ist. " — Da nun diese krystal- 
ünisciie Strucinr die Zersetzung des Zinnobers bewirkt: so wird man auf 
elektreekemieektia Steadpaakie die Wirkung der Krystallelektricitüt nickt 
rn Yrrkrnnrn vfrmfi^en, besonders nathdcm di« krysr.illelektrischi n Er^eliei- 
nungen bei Bildung dieses festen Cämentkupfers durch die Zuckaagen der 
Megneiaeael aett ^ a wie it w , 

TheU %, 10 
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5. Aus Liebe zur \Vifi«enicbBft und ob InteraMe ffer tii^ >i- 

nuii zum Kriegsgehrauc-be benOUte, von der hie8i«^en UniTertiitat 
luugegaiigeoe Eiimdiiiig tum» idi u-ünscbdii, das» die iliiig»buii|^ 
belohnt frerde, «vodoKfa «ie dl*it Inn Leben geialen werdMi 

h<»nrite, und das» also der £rfinder jener auf eine so f^enrümlitni^ 

geiide NVrise benutzten ronstaiiten «galvanischen Kette nun als 
Mann in di'H hosten Jahren einen anuL*nie>«<senen WirkunffskreU 
liü(ie hei tleii iui Grossen vur^duiiehiuendeu ArheUeii» wobei uniMk 
aber auch 'fortdauernde Studien in kleinem Massitebe sieht «rird 
vertiäumen dürfen. Seihst den iMansfeidiscben Kapferve^etatloDeo, 
von welchen die Aufsuchun«]^ der (icmtze cobärenter Metallbiidung 
angeregt wurde« scheint es nun zw eckiu&ssig eiu eroeates Stn- 
diom KU widmen. Denn die Proben Ton dem in EieiclieD im Gro«* 
sen gewonnenen (^änientkupfer , iveiche ich aus dem Jahr 1823 
unt }\ \(tr !M!r firtlM», zi'iclincii sich /um Theile durch i?rossf» Zahij^- 
keit und VVeiciihcit iiun. Auch 1^1 um icke hebt die Weichheit 
und Zähi:;keit dieses Cämcntkupfers mit der Nebenbemerkang her- 
vor , dass besonders das haar- und drahtlormi{;e einen hohen Grad 
der Reinheit zeige, l nd doch wird dieses Cänientkupfer aus selir 
unreiner, nach dtu» dritten V'ersicden uhrig hIeih<'MU» r soirfuiann- 
tur Schwarzlauge gewonnen. Und nach der von Piümicke an- 

Eefubrten Analyse Hermann'« enthält der aiu dieeer Schwan* 
lUge gewonnene schwarze Vitriol ausser Kupfer und EiSM 
vornfhmlich Z i ti k . Nickel, Kobalt, Blei, iilangao «nd aus- 
serdem Spuren eines vielleicht Bocb unbekannten Metalls. 
Von allen hier genannten Metallen ist keines ansser Blei auf nas 
seni W'ei>c> mitlBi«en redncirbar; und selbst das Blei ist semSss 
den Von Wach an^nstelffc'n Vcrsitehpn (S. 60. seiner Ahnandl.) 
hei dieser Kodurtionswcise nirlif als metallisch fest<; Bleivegcta- 
tioii darzue»tcllcu ; auch ist «»eine V erwandtschafl zu Kupfer tüu ^e- 
rii)^, dafle man eine Legirung auf nassem Wege kaum erwarMO 
kann. Die Uervorrufung der Cobärenz des rcdncirten Alet^tlls tritt 
also hier in den Rant? einen chemischen Scheidunesraittels des 
Kuplers vom Blei. Zusleicb aber bietet «ich die teJnoische Auf- 
gabe dar , zu wit en w cben , ob nichft ▼felleieht die eben b e a eic h - 
nete Verdfinnnng der Ku|>ferlOeiins: mit andern nicht reducirbaren 
MetailKifiangen zur I?i Pirderung der Weichheit und Zähigkeit des 
hl fester Gestalt reducirtcn C/lmentknpfers mitu irken könne. Denn 
da von der .\rt der Elektricitätsleitunt' die Hervorrufun^ der Cnhä- 
renz abh&ugt: so kann sehen den allgenieinen elektrischen Lei- 
tungsgesetzen gemäss eben so wenig die Art als der Grad der 
Verdütmuni; einer Metalllösung gleirhi»iiltig «eiu für die Bihhmos- 
form des iu fester Gestalt za reducirenden Metalls (vgl. I^ote 4^ 
vttd 44.). Ein nener Weg eröffnet aieb hier snr Erforaehnng nidit 
' Mos wie bisher der elektrischen Leitungsgesetze überhaupt, so»< 
dern syirtii ll «for eft'kfrocheniiscben. In solcher Weise ^vird das 
Studium der feinsten elektrochemischen Bezlebungeo Hund in Hand 
gehn mit der gros$arti';sten Antrendung cohilrenter, auf galvani- 
schem Wege 4largest«lRer Oebilde znm Kriegsgebraaebe. 

f). Zum Schlüsse bemerk*' ich noch, dnss die sehnache aher 
constante galvanische Kette, vtie sie zuerst Wach, und ^uar auch 
sehMi als mebrgliedrige angewandt« '"^ ibrer. ursprunglicbea 
Scbwiche (nimtieb ohne stärkere Schwerolslura so gAawäum 
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fervitriol« selbst gewonnene Ut) zu tetegraphischen Zwecken bei 
den m tien Preussischen Staaten angelegten Eisenhahnei» «phrfuicht 
wird. Üa» reducirte Kupfer bringt dabei noch einen jNel»eogewinD. 
Statt der Blase dient der auch sehon tuh Wach bemlzte schwach 
gebramite Thon. Es stehn nSmIich kleine Becher tau achwaiA 



einem ü$tarken Kupferbleche, uabretia Ziuk im geborig durchnflKg' 
ten Becher stebtj worein ^^'^vühnliches Brunneuwusser zu giessen 

genügt, fiiiie K«tti» ▼on «—O - Gliedero Ist hmreieheod, ein klein«« 
afeiaentormtg gebogenos weiches Eisenat.Hbchen , au dessen Enden 
sich niit zahlreiohen Multi|ilicatonrincluiigen (ans so dünnen Dräh- 
ten , wie sie bei den eiuntindlichsten Multiplicatoren angewandt 
werden) umgebene Rollen beänden, so starb sn inagnetisiren , dasa 
es einen kleinen Anker an alch zieht, der augenblicklich (wo- 
zu Herr Leonhartl. i^cr diese Telegraphen anlegt, auf f Ihti so 
einlache als sinnreiche Weise einen Hchirarhcn uegenstrom be- 
iintzt) wieder abfiiüt, sobald die Kette aulgchobcn %Tird. Ein 
Übrvroffk regelt die Aufhebung und Schliessung der Kette, wfth* 
rend die Bewegung des kleinen ^Ankers ein kleines Steigrad in 
Umlauf brin«>t, woran ein Zeiser, auf der Reihe nach geschrie- 
bene Buchstaben hindeutend » Defestigt ist Durch einen mehrere 
MeHen langeii Kupferdraht wirkt die acbwaehe Wacblsehe Kette!» 
wthfead der na^se Boden durch Einaebkung von l>rähtcn in finin- 
nen an den Stationaorten ala aweiter Leiter benutzt wird. 

Die Kette Daniell's unterscheidet sich von der Wach'ischeD 
blos durch AiMvendung stärkerer Schwefelsäure. Auch Wach ge- 
brauchte natürlich diese öfters iu bedeutender tStarke; aber es 
kam zur Hervorrufung der CohSrenz reducirter Metalltfaeile nicht 
auf VeratSrkiing, sondern auf S<:hv\ achun^ der Kette an. Und 
von diesen auf Schwächung der Kette sich beziehenden Vrrsiirhen 
hatte er daher seinem Zwecke gemiii$s allein zu sprechen — 
Auch zu tele^raphiiichcn Zwecken gebraucht, wie vorhin «choo 
gesagt, Herr Leo nhard nicht die stärkere .sogenannte Daniell» ^ 
«che Kette, sondern die ursprungliche schwache Wach ische zei|:;te 
sich ihm vortheilhafter. AVar ja doch Bar low, der zur Bestim- 
mung des Gesetzes der Elektricitatsleitung durch lange Drähte 
Hare's Catorimeter gebrauchte» sogar an dem Resultat gekom- 
men, dasa sich die Intenalttt der Strome sehr ra^ch vermindere 
nach dem um L'ekehrten quadratischen Verhältnisse der 
Distanz, woraus er schloss, „dass die Idee elektrische 
Telegraphen zu coni<truiren chimärisch sei." Ich zeigte 
aber schon damals (s. Jahrb. d. Ch. u. Ph. 1825. B. 44. S. 119. u. 
365.) durch sehr leicht zu wiederholende Versuche, das«, während 
starke elektrische Ströme bedeutend geschwächt werden bei dem 



Der Vtrracli« welcher auf der snr Ablumdliuig gehörigen Kupfer* 

tafrl Fi-. 4 (5 'rqestelll, wo Zink- und Knpf erblecli ilurtli Blase ^etrotmt 
iu vier (i Liedern Vollaiscli cumbinirt aind, hat die Absicht, zu zei^eu, da«* 
die yoltaiftcli« Combination durch Einsdiiehun g poröier Lei» 
ter steift geschwicht wird, ja sogar, ^'enn m.m eiue doppelle ScIieiJe« 
wand von Blase anwendet, nSmlicIi fitirlt da^ Knpferlilcch iu eine mil Blase 
untea nmbundene Röhre bringt , ganz nnwirikjam gouiHcht werden kann. 
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Darchf^nge diirrh lan^e DiHite, ganz scbtracite StHkne oorer' 

mindert an Kraft hindTirf^hi^ffirt. Ebeo wpü ich so'jlp'irh Tj:\rh (!f*T 
I>en1hmtf*n Fiitil»*' kuDs; Oersteds, der eine Funken gebende 
Säule /.ur l>ar»ieliiMi<; der eieLtromagaettscbeo Eracheioungen rer* 
langte , in meinen |invgikaiiiMrheii Vortemiogea auf die miTemia* 
dcrte Kraft, mit ivelcher schn'ache Strome dur^ ^^^^ Leiter 
gehn, aufmerbiam wurde: so führt*» Kohhes mich unmittelbar bin 
aar Coostructioo des MuUipiicati^ri» (e». Jour». d. Ch. a. Phya. B. 32. 
S. 48. n. B. 33. 8. II.). Und nan bewShrt aidi dia IMentaa- 
keit schwacher StrHme auch in telegranhisdwr Basialang viel* 
leicht durch «liesf-lhr krvst illf lektrisch»' Einwirkung, die ale ftlt* 
anlaäät, Coha&ioii reducirter illetaUtbeUe hervorzurufeii. 

Bei der Wachiscben constanten Kette war (well vier El^ 

raeiite zur Natur dcrKelhcn irfhören) die Einf^fhichnnc^ eines po- 
riiscri Leiterti uneiitliehrlich. b.r schadete auch hier nichts, tvcÜ 
e«( bios auf schwache Strüme ankam; vielmehr diente er zur 
beabsichtigten Heoinraii^ der Schaelliffkeit dea eSelrtilaalieii Steeas. 
Will man starke elektrische Strumc haben, ao Ueibt die Einschie- 
bung schlechter Leiter, was por«»e Körper nimmer sind, st^ts 
ein Uebelstand, den man blos durch die uoFermeidliche Nothweu- 
digkeit entacbuldieeii kann. Gerade aber^dieae mnremeidl&eke 
Nothirendigkeit glaubte ich in Zweifel ziehn zu mQaaen. Und 
der fünlte Ahsr hnitt vorliegender Abhandlung in ihrer nrsprifng- 
lirhen Gestalt l)e:ofj; sich darauf, die porösen Hnlljlriter nicht blas 
bei der Kobienbatterie Bunsen's, suudcru auch ^iii Kriiiaerung. 
an Volta'a tbermoxydirtea Gold) selbst bei der Piatinakette 
Grovc's fnitbebrlich zu machen, indem mau n.ämlich ebenso wie 
die Kohle (nas schon hei der thermoxvdirten Kohle Hrnirfiatel- 
li'a Torhiu zur Snrache kam) so auch Platin vor Construction der 
Batterie mit raacnender Salpeterafiura (oder beaaer mit eineni Ge* 
misch aus concentrirter Scnwefclsäure und rauchender Salpeter* 
sSiirr) ladet und auf entsprechende Weise durch Aetzkali (wo- 
von vorhin gleichfalls schon die Hede war) auch die Zink^latten. 
* Eilte zu dicbem Zwecke bemiemc Vorrichtung brachte ich lo Vor- 
schlag, berechnet aufschnelle Zusammensetzung der Batterie und 
eben ^o schnelle Aushebung und Ladung der einzelnen Elemente 
derselben. Wenn es nämlich in der neuen Ausgabe von Gehlerts 
phys. Wurterb. B. VIII. S. 114 hei«wt: »»Ritters sunguimscbe 
Hoinnng, durch die Ladnngssäulen die i^vaniaehen Wirkungen 
ebenso ver.stäricen au können, wie man die Wirkung der getvono- 
liehen Elektricitiif (Inrrh die elektrisehen Batterien verstärkt, ist 
nicht in Erfnilung gegangen:" so suchte ich zu zeigen, dass sie 
wirklieh in ErlÜllung gegangen auf eine Weise, die allgemeines 
Aufsehen erregte, und doch gerade ans diesem Gesiehtspunicte 
nicht beachtet wurde. Ich meine nämlich jene Hoffnung Ritte r's 
sei in ErfniluMg gegangen durch Grove'.s Piatina- und Bunsen's 
Kohlen -üaltene. Ja ich glaiiht , wenn man diese Batterien aus 
dem oben liezeichaeteniveaichtspunkt anflhsat, daaa jene HoSnnng 
Ritter 's dann noch in hiiherm Cirad in Erfiillttng gehn irOnne* 
Einige Coilegienversuche, welche ich in dieseci Sinne mit KohIcnc>'- 
lindern Bunsen's anstellte, die auf lirugnateiii s Weise geladen 
wurden, tielen, wie schon vorbin erwähnt, günstig aus ftlr meine 
Anaicbt WSre die Aasiatentenstelle bei nnaern physiltallacheB 
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Cakilietcn nicht blod, den s:egebenen Verhältnissen gemfiss, mit 
Studenten zu besetzen, nt]('T w-ire nirht so schwer, iun8;e 
Mtoner zu finden von suichein exjierinienteUen Eifer wie acn 
war, «b er hier sehie j>haniiaceatiseh*iiaturwlneoecfa8ftlicheii 
Studien machte: so hätte ich le;cht sovleich aoeh mit Bezicbiing 
anf G rov e'a Batterie ^) eine Ueihe von VefaucfaeD vorlegen kOnnen. 



**) S« «ei aur cvlMillt, Um «kmm Aiiid«lni«»9 'Am nfMBriniMlcIlw 
Ftld«» SU bezeiohnca« Bckannilich deutet d«r AuAdruk kalalytiseli« 
Kruft eine Wirkung «u durch blo»e Gegenwart oinn andern Kiirper». 
Und diese Wirkung durch lilose Gegenwart wäre xifng erwicsey, wenn 
virklicb der EinflnM des Platins anf Kaallgas kein kryal*llel«k< 
trisiKer (vgl. die ins Philos. Mai;az. and Joiim. jul 1^24. vol. 64. 
ao« dem Journ. d. Ch. u. Pk. B. 39. S. 214 — 250. über(^cg»iagene Abband» 
lang, »owifl B. 40. 9» SKtT. n. B. 68. 8. ST7.), sondwii «instft wd Mtlm 
von der Reinheit der Oliern.i(he des Platins al'bSngig wAre, welche 
Letztere Ansicht nun allgemein gellend geworden. Sie beruht auf der im 
Jabr 1834 imblicirtcn sechsten Reihe experimenteller Unlersnchan- 
9«» wi Faraday, deren Han|tlslcll«ii ldk den -von ihm gebraochteu Manu 
mrnn üpmrr^* (narh der Heber», in Poggend. Aunal. der Phys. B. 33. 

]4i> Ü.) anführen will. Da oivht blos positiv elaktriairie Platinaplat» 
•m 4m Knallsm nsr Vara^igwig dl«|i«iiirt«a , Mindarn „mmth ■«(tallT «Idb- 
rrisirtp wirkten, wicwonl nicht so krSffig": »o knm Faraday (X.590.) 
auf die I<U«, die Wirkung nicht von dar £lek(riairuns dcrseilicn ab^ 

kBaga, loadeni von ir|;end einer Slrnctor oAer Anordaung der TbellchMi, 
4ia «aivibrcnd der Vefknii)ifouc mit tier SSala arlang«, die aber dem Platin 
zu allen Zeilen angcltnrr und sich immer w i r k « • m /oiRp, sol»alil 
nur dessen Oberfläche \ullkuu)men rein sei. '* iL» wurdrn daher (N. 599.) 
^Platinplatian. die aaf «in Gemmiga von SauartloC und Wawaraloff keine 
Wirkunu hatten, mit flncr T.Jisun}; \on Artzkali f;pko(l»t nnd drtrnjf in 
die Gap« gobrarkl ; sie zeigten sich bisweiien recht wirksam, bisweilen al>er 
ateht. la dea letsierii FiUea, eebJata leb, war die Ilnreinigkelt tou det 
Art, das« sie nicht durch hlose Lusekraft des Aetzkalb enlfertii wurde; 
denn wpnii ich dieselben l'lallcn mit etwa» Stlimirnrl und Ur )>iiinüchen 
Aclxkalilüsung ahs4:hcuer(c , wurden sie ivirknam." >kdcU Iv. tH)ö war „die 
vortbeilhafieste Behandlung des Plüiins, ausser deaaea Gebraaab zum poailv* 
ven Pol in «tarker Snure, folgeiidc : Die TlHlie wnrrlr über die Flamme 
einer Weioaeistlampc gehalten, und wenn sie heiss gewordca, mit eiucm 
Stack Aetskall gerieben; der Ueiiersag, wrlcbea da« eebniHccnJe Kall 
auf dem l'lwlin bildete, wurde 1 — 2 Minuten lao:; in Fluts erhalten und 
das Platin dann zur Forlschaffung des Aelzkalis 4 — 5 Minuten laug in Was- 
ser gehalten, ahgc\cliwenkt nnd etwa eine Minute laug in heis»esVitri> 
eldl gPianchi ; aus dieseoft wurde ea in desiilliiirs Wasser gebracht, und 
zur Rnlfcrnune der Iririrn Sjmrrn von Säure IC — ir> ISIinutpn hm- darin 
gelassen. VVeoo «o dann in ein ücmcng von Saucritlull uud V\ «»«erstoll §c~ 
bracbl warde, liegana die Verciniguaft aogleicb and eebrill raaeb fort; die 
Rubre wurde warm, das Platin rotliplütiend und der Gn^rückslaud enl?:ün- 
d«le aicji. Dieac Wirkung konnte nach Beliehen wiederholt uud »o da» 
Alaximam der Erecbelnung okae Hülfe eiaer Voltaiscben Bat- 
terie her vurgcbrath t werden*** — Su weil Faraday, dessen Vcr- 
surh rnlsrliridt-ntl w -rr für i-iiie nrnr Cvon ilt'r rlrkfri^rlioit > ctm Ii iodcne ) 
»o'^ennnnle kalaiylt»«. lic Ktafl, wenn -wirklich durch Dehandluu^ mit hciif 
aem Aelzkali aad heiaaeai Vitrlol5l blos geretaigt nad aicbt safflelcb elek- 
irii^iVi crj.irlen wurden wäre, wa» j;i selbst dem ursprünglii hcn V('r?,nch« 
D o he r ei u« r 's gejiiaas arhoii durch die dabei angewandte Erhilicunf go- 
aebeba konnla« EniKbeldend gegen die Aeinigungslheorie lel ee, data der 
\ar»iicb eirb nidil ankebren^ Uml * «Mdern , beiniee Yllrialöl , detMa 
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lÜan aber schlns.«! irh jene Abhandinng mit folgenden WoiteD: 

„Ich bezeichaeto icMÜglich die Experimente , welche nTir.nstellen - 
wäreuy um jüugere Männer einzuladen 2ur Ausiühning derselben. Mei- 
■MO ▼erewlgteii Frennd RHter wollte ich gleiehmi mienä MStgwm^ 



Kiiiwlrltnng der einer p n «; i i i v o ti E l ok t r i si r u n t; clriclihrilrtttrtul , immer 
zniclxt angewwidt werUea mass. Vcrsaclie aadcrer Art tut weitem. AnfkU- 
ntBC ditMr (nit <leB aclioii tm Xilifli. 4«r Clienia «iid Physik 18S1. B. 6S- 
S* 8T& — 380. Ucsproclietien nahe riiMimineiihtingcntlen) Krerheinuagen »iwl 

rnsammcngc-sielil in einrr bei der Wr'.Hmmtun™ der Nalurfor-«« ticr in Strnst- 
bure im jHhr 1842 Ton mir gesrhrirbcnen A bhctiidUins. Die Bedi'utsamkrit 
de* Coniflcts der am -pMitf^üi o4«r naRaliren Fote «ieh nnliäufcnden (d. Ii. 

hydroclrklri M Ii n'^-MlTv^Tj oder pesiliven ) Körper ftir < !rl,iri«rho I,adiinc 
ward« «ncli d<*dur}.ti dNrgi*ik«nr, dsM {worauf meiuet Wisücn.s zufror uocU 
lileniMid ««raMritsiiHi war) eUe PlaAnketI«, -dwoli «laktrtaeh« Ladttaf; MMk 
Rirtor's W'ciüe darßenlclll , im Conincle mit KnnlUnfr »irli polari<^ch 
Hiakebrt. ZuKi«ieh wurde nachgewienen, da^H H^dro^en eH i«t, 'w^elchea 
durch ad««- Wirknng anf pöniliT an der Vottaischen Sfiute gelndcnek Platin 
diese Vmkehrung bewirkt (/nweilcn engnr unier den dort er>T älioteii kram|tf* 
kaflen Zi]cktiTi<jr>n «irr Magoeinadel im Maltiplicator^. Irb „putiiiT an 

d«r V ol tatsch eil äünle geladene» Platin**, weil die Umkekrnng der La- 
dMif«keit« darek Eftwirhuair d«» Bydr«g«M ntclit^M» leldkl «rfalf», wen 
d.- I'liiin darch Rrliitzuni: — nach der ur'.prün^li« hen WVise Dfihp- 
reiner'a — positiv f>claden wnrde. — Zugleich zeigte ick, daaa poaitiv gcU- 
dme» PUHb «nch reines Hydrogen , und nrgaliT gel4id«n«» ftdch raines Oxy~ 
gen in Wauar verwandle, wobei allerdings eia« hydroelt kirisohe Kvtta 
einwirkfrr dio ah,r ander« atif/nfiisxTt ist, al« unter der Form Huer 

Keite aui zwei Flüssigkeiten in ConiHcl mit einem Metall. Denn diese Anf- 
faasangsweise kaaa aar so lansc eclteu, alt fnielilM Plalfa ia dar s. B. 
linl!) mit Ilydroßcn rrrtilllen Röhre thcilwfisc -^nriolil mit IlydrofOi ab 
mit Wasser in Conta< t i<«t. Jedoch die Verminderung der ILnaülafI dtttA 
posiÜT (oder auch neir.nfiv) ^eladeaes Platt« danwt fart, attck w«ui Platte 
pmx tan "Wnsoer bedrrki ist (wie ich die«» «Ti i^csaha, da ich den inleret- 
»«ntrn Fnr.idAylsf hen Vct-^ncli vy^'l^nch rnm CoUrir>nvpr«iithn ucmachr) : und 
dasselbe lindet alall, wenn an«»tatt Knallluft reines llydrogcu oder rciuca 
Oxygeu ange«r«Hdt wird, aar data altdann dia VTIrkaaf -«tal laagaamer 
folst. Wenn also auch das tom Wa»*er Terschlockte Oxypcn und Ittdro- 
gtn im Cootacte mit Platin «ich in Wasser xerwandelt : so ist die wirk- 
aame elektrische Kette in den Elementar iheilca des Platins »elTial tn aaahaa, 
wia ich die l.ndun^sm«r)i«lavag sle(» aafgafaatt. D.is am |in<.itivfn Pol g** 
ladrnr TLitin er^^cheint, vercUchrn mit der prrrrihnUrhen Voltaischcn Keita, 
als eine Kette, worin die positiven (dem Zink analog wirkenden) Jurjalallr 
atektrlsehea Pale fcachwRckl vad «am lliell gaas naterdtrnekf , «ad dafBr 
die nrcdlivcii I'dlf um «o mehr schoben sind. Da nun A^cnig Zink ^iel 
Kupfer in Aciioo' «eixen kann, und dieae Kette tiel kräftiger wirkt, «la 
wena Ziak aad Knpftrr slaleh «tom aiad, oder Sfaik dia talallv trSasara 
AuNdehniins hat (wie ich durch die ia Briefen an Rt'tter bafchiiehasaa gnl- 
vanisrhcn Combin.itionf*» nach«»cwicsen) : so brprfift mnn . wi»rnm noch bei 
den Ladungsphänomcuen der analoge Fall eintritt und da«^ positir geladene 
Platin ia dem Tartila aagafnhrlen Faradaylaehen Veraaeha stirkcr aaf KaatI* 
Inft wirkr als nr^allr c«'1 hKmi«"-« l'lntin. "Was aber die F.inwtrknnc; df•^ e;p- 
ladcncn l'ialins auf reine» Hydruscn and reines Ocygen anlangt: ao werden 
die ^(»a mtr im Jalir IMt darnher pahlielriea Beohaihtangea h«9liflfl dvirk 
die im Jahr 1845 jnii:;cib rillen Bcubachlunpeu ron Smee (s. philns. 
Mattar. Ser. III. Vol. XXV. ?. 434. ubers. in l'oggcnd. Annal. \n%S. 
N. 7. oder B. 65. S. 470.). 8mce niimlich brachte Platinatreifen , woran 
Flatintchwamfli angett^waiitt war (wabti al« alEtnlMir dafdt Srtilla«»( paal* 
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fH» er mia Beziehmg ft«f Mite iMimmOaU J«ffait »prechm wfci a, ' 

wenn nnch unter uns wäre. Her Vorwurf, welchen man Ihm 
gemacht hat, dass ©r mehr sperulativen als praktischen ticist ae- 
seiet, trifft nicht sowohl ihn, seine Lebens -.Verhaltnisse. ILt 
iai begrfinM lÜMrliaiipt iö <ler so wmn^ praktUfchen» blo« «uf D<h. 



tir geladen vmrdcn) :n ^ InsrHlircn , flic inif riilorplHfin , oder Chlorgoid, 
oder ChlorpaUadiom, oder •alpi'terMnrem Silber erfnlit -mir«u, und lie»* 
d.inn Hydrogen «ofsleigett -ta dl# llMur«i, m> 4aM d«r Pl«iitifttr«if«a xor 
Hülfte im Hydrog^n, zur Hilfl« in der MetoUösaiig «ich bcfitiul. Nun »rIl 
er iteii Pli«linttrfifoii sich mit einem l'rbrry.ogo dc> redacirten McKilN lir- 
deckeo, -während das Hyiirogen sich verminderte. Er »chiic««t 
durum*, du« M«lall «nl duBeli Hydrogea redaelti motimu Jedoeli dl« Vmw. 
n>iiu1cruiii; de« Ilydrof^cns i^t ein Autdruck der Einwirkanii; «IcMoHien Hof- 
poeitiT i;eladcaeft Flalio, dessen Ledong dadarck geeckwaclu, ja umgckelirt 
wird , eo dm« m .di« Rol!« •iaw maedlen MetalU e|ii«ll im Yarhllttti««« wm 
der in drr Melalllösnng stehenden Hilftc , «a welclier «bta dditr das Metall 
reduriri wird. Um so beMchCungswerihcr muss aher nun die Yrmüiidernnj 
des 11; dru^iens scheinen, auch iroan die MetnllAuflusuag fehlt und der posi> 
tiv ^eixdeaa Platinslreifen blos zur einen Hälfte mit Waaser, and k«r M- 
dern Trilftn» mir Ilydrogcn in Beruhrun; ij»t. 'V!,u lii man da.s Wasser alka* 
bscb, so hemmt man die VViriuing, weldie i>egüu«tigt wird durch Auive- 
ratt« dteicllM«. — hak» wmkmi la |«n«r vorhla «rwaiuitm Ahhanriliuif 
Tom Jühr 1842 xugefichea , (I<i<s4 man im Alane der gewöhnlichen l'heori« 
die Erscheinung erklären kaue, wcun man eben sowohl ein hydroRieuirtc» 
als ein oxydirtes Watsfr annimmt. SunacU würde bei diesem Versuche eine 
Cvmfiianliam d«r WaaMraerlecung und der WaAserhiidung tiA. gtaich.- 
zeitig vor Aucon «teilen. Und die Veroiiiipiin? dieses Gegen «al/f« kommt 
vielleicht öfters »nch in andern Fallen vor, wo man nicht darau d«nkt, in- 
dam 99 «. B. ftmc natotfamlaa ■chaiat« «elliat im sofaaaaatea VoliaakatOT« 
wlihriMid Knalle m nm eeladon^n Platin sieh entbindet, zugleich an \Va*»er- 
regcnerntion durch Combinaiion eines, sei ce auch relativ noch so kleinen 
AatkfliU diaaet Knallgases zn denke«. Anf alle Fälle ist die Sache data 
aafalhaa, mm anfzumfen zur Revlnion der ganzen Lehre von der Wasser» 
xcrlegaug. Denn (wollen wir e« vbht verkennen) selbst die alten bpriilun- 
ten ai^f Waaearxerlegang «ich b«2uUcnden Yeranche Lavoisier's (durch 
Klikaadas Biaaa oder aeJuaalaandet Zink) aiad ia nanarar Zait wagen dar 
Aaomaiien, Avtli hc sich d.irboien, in Yerglcichuu? mit dcnou von der Wasser-. 
(Uduog «H« Uydrpgca «lul Oxvscn, obwohl diese ailcin^ieheod nicht cuischei- 
daad fnr dia Tbaorla nad, Kuri)cki;e;$cizt und verna< hläwis^t worden. tJnd ancH 
die gaiv;«iii»che Wjiaso r /. e r 1 cg uug zeigt einig« (mit der MctHllladun; 
im Sinnt- l'i Hct-'. zti<«nmmenhiingeade) sehr beachlungftwerlbe Auoin.iKrn , wo- 
v«m sitiGu im Jahrb. d, Cli. a» i'hya. 1828. U. 52. S. 234. u. 251. die Rede 
war. Dara« reihna aidi aark dia AnonMÜaa, w«laka aaittakn« wenn laaa 
\^ ■i.snerzerlegun': rinh ilt-t in zwei durch einen Zwisclitndrahl virVituulmpn 
Olaearn. Uexeictuiet mau z. B. den Osygcndraht und den Hydrggendralil 
vaa Vlatia, walrha voa der Sänl« ansgeka, mit 0 und //, nad dia finden 
des die beiden Glisar verhindonilcn Platindrakla* Jail 0 und h: so stehu 
it h in dem einen Glase 0 und A, in dem andern O und // :r<'u■'vnI^•-^ , und 
i»«un 0' unn ü' die Volum menge des Oxygens^ JI' uad A' dt-> il y dro- 
hen *i bi-reichniNit »i» i*| %,0'>^.A* «ndSll'<i7', obwohl S.O'=ir oad 
'2»o' h' . 1« jedem ein/rlnen Glase ist als » <li r Wa.vserzcrh'p;u'i:; " -•»etjj- 
wiilrig, obwokL uad 2,o' z=.h' «ich zeigen mag. Man kann nbcr die 

GaaalKwidrijrkait eoah varmakraa, w«aa man ainam dfiaaea Flailindrakt eiaan 
Piatinstreifen entgegensetzt. Wollen wir die gr^aaare Anadehuoag 
der Flache de* PLiitnslr«*irrnf< durch E i n » di 1 i e m n g in i'ar«>ntUo»c 
bezeiubneii. Dabei stellte im gewpiiien ijiuimcnwavker in der An »xcii <iic 
ZwkifMB daat 
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ciren gestellten Einricbtune nnserer Univer»itfiien. Weil man auf 
deutschen Aicadeniten nur Dei nn;itnnit8cben Theatern, nicht aber, 
(wie in Fruiikreicb ueil England) auch in chemiacheu Laboratorieo 
und physikalischen rabfaieten förmlich ani^estellto PrftparatoM 
kemfe ao war auch Ritter, gleich den meisten deutachen PioCm« 
soren der Physik und Chemie, darauf angewiesen, vorzugw\vciso 
im Kopfe> d. b. theoretisoh zn experimentiren , -während <t hei 
praktischer Auslubnins, isoiirt bteheud, geuöhnlich loit deo ersten 
Schritten «im Ziele «di begnOgMi ansäte.** 

Schlusi- Anmerkunif, Es *ei mir terganni, zum Schlüsse 
der Abhandln Uff noch einen Blick tu werfen auf die Einleitung 
zu derselben. Es war darl sogleich auf der ersten Seite von 
dreierlei Jnwetukmgen dtf farUekreitenden NaUarwittenichaß 



0 .(») 

1,78 2,35 



io) ff 
0,78 2,8. 



Maa sieht, wie anomnl die Zrrlc^^oag in |rdrm Glnfie tut, d^ in dem Gldne, 
worein der Oxygenpol der öäole geleitel wurde, 1,78.2 = 3,56, aUo xo 
TielOxyg»« «»lialten warde in V«rgl«i«ib«Bg mit 2^15 Hydtogau. Im zwei* 
tcn Glas .iher, worein der Mydrogcnpot der Säule geleitet wurde, ist za 
wenig Oxygea. Es ist aÄndicU 0,78.2 = 1,56 ; t>l»o zu wenig Ozygen 
in Varfldehnng mit 83Hydrog«n. ABer es Ul 2i0'-{-o')=.ff'-^h*, nlmlich 
1,78-1-0,78=2,56 Ozygeu, und 2,35 -f- 2,8= Hydrogcn; mil 8,56.9 
=S&,I2, WM genaa (bis aaf 0,03) stimmt. 

Bei einem andern Versuch nicht mit combinirtea PUtinetreifcn und 
Dröhtcn nugcstellt, sondern allein mil PlnliudrililMi, aber von vcrsclüedeneus 
DurcliiTiesser (indem f? — 0.7"»"», Ä = 0 — 0,&'»'» ""'1 //r^!'""» im Diireli- 
messer betrug), and wo in deslillirtes Wasser, das mit Öciiwcicisaure aage« 
•loarl war, di« Drihla galtlMt wnrüm, lairag 



0 h 
18,5 35 



o H 
15 32,5. 



Aueh liier ist in einem der beiden dorali daa Plnlindraht ko {yon O.ä*"*" 
Dun limc'.'ipr) verbunJonen Glaser des Oxygens XU -viul in VcTeleicliunp; mit 
dem iiydrogcn (indi>m 2.18,5 = 37, während nur 35 erhallen wurden), lo 
dem andam Glas aber balmg das Oxygen zu wcnip: . da 2. 15= SO, wiluraadl 
32,5 lI]^drogen erhallen Wirde. Jedoch ■{•o') = k' ■\-U' wenigstens zitmUdi 
genau; da 18,5 -|- 15 = 33,5 und 35-1-32,5 =67,5; «her 2.33,5=67. 

Grosser werden UMturlich di« Anoatallan, sobald Clilor Mit Um ftpitl 
komml , nümliih wenn Koihsalz hallendes Wasser angewandt wird. Und da 
noch so viele andere Nrbenriicksic-hlen in Belrtichlung knmmeu , so halle ich 
langst ßcwiiDschi, einen jungen Manu zu einer grossem Arbeit iiher diesen 
Gegenstand anregen sn liönnen. Geganwdritg Ibeile ich diese isoliri stehen» 
den ••1 hon vnr Innger n\s /.elin JHhrcu ange>(cnten Versuche Mus iL^rum taxty 
weil awih andere Anomilien bei der Vcbcrführung der K.ür|«cr Ton eiaens 
Iota «um andeni Eor Sprach« kamao (a, die Abhandl. von Daniell und 
lAiller über die r-leVl lolv sc secimdnrer Vcrbinduiu < n in ilcn Phil. Tran»- 
Act. 1844 übers, in Poggend. Annal. B. 64. S. 18.) und weil bei der 
clektrischeu Telegraphic di« groaaa 'Wirbsamkall dar ttnchien Isolier in mei- 
lenlanger Aawielinuaf (dnrcb weleha m am e u i a n e^aBarglnga des H^rdrogcns 
und Oxysen^ von einem Pol zum andern, oder m o m p n f h n «ith rortpflan- 
zende chemische Zersetzungen erfolgen mussten) zu ucuca l3ntorsuchangen 
übar gawieae aU liagal aaiaahladan baliaehiai« Oegaaaliad« «a* a«frafM. 
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äUMede, unter denen 4U Sur Amfkiärunn der Dumk^iksH 

des Aftn-fhnms , obwohl tutettt ffenannty doch keinenirerjp$ den 
letzten Hanff einnimmt, Pro/ten einer solchen Ahwendunfj t/eften 
die ersten Hauntabichnilte der torliegenden AühandJuui/; und 
«f sdfte Mk, aast auf diesem Wege die ^yaiurwiteensekstft, !»• 
dem sTf mis die idlerthihnHche Kunst und Poesie von einer neuen 
Seiie zeiat, zugleich ein jfn^<;r rieh auf neuere Kunst und Poesie 
werden kann, — iVur et»«;» technische» Gewinn tcar man bisher 
gewohsU von der firkekreUendm Nats^tektemeehaft m trwartem. 
Und dieses ieckniscke Gebiet führte uns der Anhang zu 
ditser Abhandlung. Dartm aber, leie im freiste fortschreitender 
Nuluncissenschaft und durch die von ihr dargebotenen neuen 
Mülftmittel nicht blas die Medicin, sondern überhaupt alle 
ünitertitäisstudien einen neuen Aufschwung gewinnen könn- 
ten: dorotf soflte nur nebenbei mit einigen Worten in der Note 
die Rede srin. Jedoch schon meine erste Abhandlunq über Vr- 
«feschichtc lier Physik und den Zusammt /i /lang des tieidenthums 
mit einer tmrhisioriMcken Natwneitsenteh i/ t (meleke im Marb. d. - 
Glem. Pfys, «o» 1821. d. g. H, B. 31. & m-252. mBncdndä 
ist und im Zusammenhange sieht mit dem, was in rorftegender 
Abhandlung in Note 15. 'M. 26. 28. zur Sprache kam) führte so' 
ffleiek auf ' GesichtspttnHe hin^ wie sic yffegenwdrtig von der in 
der Note 32. erwähnten Edinburgher me diei nischen Mis- 
sion sun sta 1 1 im Anf/r gefüsst werden. fnd vltcn darin lag 
eine grosse KrmuuterinKj zur Fortsetzunfj jrurr Studien iiber 
Urgeschichte der Phusik, welche, du sie den Schlüssel lur 
symbolischen Hieroginphe darbot , immer umfan greicAer tmd ^ 
anziehender wurde, obwohl ich damit fast ganz isolm stehn blieb 
"(rgl. Note 1-4. u. ^}.) seil einer so langen lleihe von Jahren. Im» 
merhin maq man sich eine solche Isolirung, weiche torsichlig und 
wunsichtig zugleich macht, oefaUen lassen bei theoreHschen IHst- 
genx aber bei jrrakUMehen (wte sie in Jener an einen ursprihigiieh 
Ij r i f> V i f i' Iscltrn Pfmi rrinvrrndrri ?sn(r^2.inr Sprache hnwrn) 
ist sie um so sc/nnrrziicher , besonders wentt itnni erträgt, dass 
(dem dort Angeführten gemäss) es leichter war in diesem LeibnitZ' 
isehen Sinne auf Peking zu wirken, ml$ dm lo ganz nahe lie» 
gende Ziel zu erreichen. Aus in dien brachte im Jahr 1837 der 
ehrfrih-dif/r I^fissionar ßernhnrd Schmid eine schöne zonlnfjl- 
, ecke SatuuUung mit für den in seiner nächsten Umgebung unbe- 
achtet gebHeÜemen Leibnitnanischen Vereist, in deauelben Js^r 
1837 war die Versammlung deutteher Naturfarseher und Aerzte 
irr f*rnq. rrelche Vfrrnifiiss'rrnf/ gab ron dieser schönen osiindi- 
sclieu Sfiinmiung zu sperchen und im 1 jeibuiti ischen Ceiste die 
neue Akademie in H ien zu begrüs$en, loelche schon dwnals im 
§Hmst 4O0r» der mm tue Ausfähruuf/ gelungen soU, WhtkUeh 
wurde sogleich damals diese zoologuclm •Sammlung benutzt zur 
ßpreicherung des Museums in iert , sroi ie dex Thnrpr<!ifä(s- 
museums in Halle und eines Prieatkabinets in Hamburg. Dadurch 
gelanQ es wenigstens schneü genug, den Sammler tft Ostindien 
auf eine seine Erwartung übertreffende Weise zu entschädigen. 
Vieles aber ist noch ithrii/ (rorzugsweise o^tindisrhe för/ef , irr f rite 
der ausgezeichnete (h-niihoforf NHise/i noch kurz vor seinem 
Tode sHsiemaiisch geordnet und besiunmt hat, wodurch die blas 
mU iuaitcheu ffamm ten^kmm Sammimg etum viel höheren 
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Wrrth fthiätt). Und dieser mehr ah die BiUfU der Sendwiff 
Oetraf/mde t'rh forest konnte, wenn ein ttfHfemeuener Verkauf 
geUngi, nun tcohl der Atttichi des UeOeri/r Ingers gemäss am 
hegten betmixt werden als entes Samenkorn tu jenem ReisesH- 
pendinsn, «omni in Note 32. die Hede. Wo nicht ; so hiefri 
sieh nun eine nnderr (telegenkeit dar im Sinne der m-^}>rnn(jli du' n 
Tendenz jenes LeiöniUianischen Vereins, für icelchen die Sammlung 
aus Indien mitgebracht wurde y den noch vorhandenen f/rössten 
Theil derselben zu bemdsen. Denn offenbar tfeziemi es dek, mli^ 
zuwirf: rv zur Förderung der naturwissenschaftlichen , namenilUik 
botanischen Pflanzsehule , welche der nach Ostindien ivrfUkffe- 
kehrte Dr. theoL Bernhard Schmid nun selbst amulegen im 
Begriff igt. Wie beffeietert dieser köckei ««Äfftor« Mistlonor sei 
für die Idee einer wissenscliaftlichen Propagatidot zeigt 
seiif <:rfiöner Brief, rcelrhrr ahgcdruckt ist in den BUiltern der 
U amt/urger Börsenhalle 1640. A. -442. und im All- 

gemeinen Anz. d. Deutschen 1840. N. 137. S.. livW., uinin 
et unter andern h^isst: y^die MöncluklösUr des finstem JUittel- 
atters schlössen das Wenifje der Religiosität und Wissenschaft- 
liehev fr ristesthäUgkeit , da% nach in der Welt existirte, in sich 
ein und ttenutUen es zu ihrem l^ivattoriheile ; — will Deutsch- 
hmd seine Ünieertiißten Jenen MSneksklöti^rn ühnliek 
machen, allen Nutzen, den iliese Hochschulen schaffen y nur 
für sich behalten urul irnr <^ff riefe Strahfen des JArhts ffrr Welt 
zusenden, afs gegen ihren Willen ihren (»renzen entschlüpf en?'* —~ 
Und dass Indien aus seinem Munde zu uns spricht y zeigen seine 
fMfMkriffen m indien gemaekten Erfahrungen und Btobaekinti^ 
geh, von denen er eine Probe den w Nürnberg vereaounelien 



Es lieg;t nXmlich Tlen«teht im Ptdii« dar Berliner UnlvorsilSt, dU' 
Siieli«' gegoMirirli^ ia fincr Periode ihtolo^iMiiar Wirrait noch eine Z«U 

Irtntr rulin f.it ItiMon. ^Vt-iii::?' r ns i»l bia jetzt noch Ivf inc «uf diese Auge— 
Jegeiiltcit siciL bttuefaenü« i'ultU^aliua erfuJ^d und itji «eU>»i, vreUs d«v(»a 
nidil Biclirt was ich im Jalir 1843 in dn Vorcsd« der Denkachrift sor 
Sücttlarfcier <]er lJiiiver»iiÄl Erlangen aI» MCleomMwixcn Autzui; aliilruckcu 
U(W-H. Da kürzlich in llilzig'a Aiiualcn der Crimiiialrpc1u$|)flrge, forlge». 
von Seil Letter, die drn Tod meine» Bruder», der als Oiifer seiner Wisscih« 
ftchart geralleu, hctrcITcuden Aetenslaclio abgedruckt %%'urden (im Malheft 1846b 
R. 34. S. 152 — IR'i ) : SU >,(.Licn m 7rwcckinü*f}g:, ilir^rn AlilfTi^türkcn «ich 
da* vortrefflich»; Minislcrialreacript vom 24. Nor, 1822 an'zareihcn, wrU*b«» 
auf fenen an eetnem CraT»« f^tHfleteik I^clbiiltüfanlMien Verela aSek beMit» 
Naclidem die KSnigllche Ocncljinisunc jene* Vcr<'iii> milqelheilt war. Jn'i''»l 
es zum Scblnaaet „um tilMm Verein aaeh «inen fortüaacmdeu Beweis Ih«« 
riger 'rh?llna1UM zu färben, wird da« Ministeritim für d«nsell»«n einen angc- 
mrsAencn jährlichen Beitrag anazuwiikcn sOcIuMlf nsusa sich aber den dct> 
fallslRen definiJivcn BffrMn'»» bis auf weitere» Torhehaltcn. " Unter diesen 
Unatänden ((igt die Aedaction jcucr Annalen folgeode BemcrlianK bei: 
M Allee komml. liier auf Fnkllcltil und auch die Red. d. BL bietet, 

obwuhl dic>^ nicht dtrect juridiM lic TnkTcs»cn TiitüIi rf , zu dif^cin l^xcur«c 
Kern die Hand, be»onder» da man bis jetzt die Sache blo^ iti der Torrede 
iler Denkschrift zur Sicnlarfeier der VniveraltSt Erlanpren im 
August 1843 erwnltfll fiodet, wMirend von Rerlio ava liierSber «et h nichts 
jtublicirt wurde, F.s Ist zn wün'^rhfii, «Inss Jic vcr^prorbi'ne vo! Stän- 
dig« PubiicMtinn der hieranf »ich hexieheuden Actenstiicke in 
einem vlelgeleeeMA Joniwl mmMmsa wty. ** 
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Philologen mittheilte. (S. Denkschr, zur S&cularfeier der Vni- 
vergität Erlantjen S. 47. ). Gegenwärtig svhriph mir derselbe 
aus Ottacamund (au/ detn Blaugebirge indiem} am 1. Jid. 1846 
«Oft Hinem PUmt^ dort ein tmttengckafiHeket Seminar für auf 
eHekene junge Aoff'nungnolle indier unter fetten Bergbewohntm 
zu^hegrftnden ^ und namentlich auch seine botanischen Studien zu 
ihrer Belehrung zu benutzen, yjch habe*'\ fährt er fort^ ^tineinen 
Pland^m tüchtigen Botaniker Dr. Wight^ Verfasser des Prodro- 
tntu Florne Peninsulae indiae Orientatis und anderer Wertet »or» 
f/f'ft'gf, (Irr mir seine ßeihViffe rerxpr'c/t /. Er ist Jetzf nicht irvif von 
hier iu t^oittihnhior antfestelH. After nnf fflfsm A/füirhfrn und Pla- 
nen darf ich hier noch nicht hercorlreteUf wenigsteiu nifh t unter deit 
EttglStmem; He i«*|tfji Muf miek mit^ A*fcirfe»|ji/t, ii^tuf siueu 
wissenschaftlich^'Schwärvi rr ebeitW niMMtin, «c^^m 
DniUckiand mancher €nf mich nhauf einen relfgiäsrn Srhirär- 
mer hingefdickt haben- wag. Oicseß 2M. e^rrjchtende Seminar ntuss 
daher durch UnlerftüttKng deutscher vtssenschaftlicher Manner 
vonßglich fcfrigeführt werden , während die Erhaltung der drei 
Tftnttffisrhrn r/nd einer Hindosfnnisvhen Schule ßir Mohunieili- 
ncr und andere Ausgaben ron den Engländern besfriften werden." 
Ben Botanikern ist Herr i^r. theol. Schmid mrUieiikaft bekannt 
dmeh eetne fiMeten Semdungen eben von dieeem otünd^teken 
BUmgMtfft ome on den zu fräk verewigten Professor Zenker 
in .ff'Hff , der viehreres davon pnblicirte. Durch ähnliche Sen- 
dunqen wirii <r denen Ersatz geben y tceitrhe genei^i . mmt ^ seine 
dem Andand und dem Vaterl'ande zugleich miitiliehen Bestrebun- 
gen ZU f§vdem. Sehr gern erbiete ich mieä, die Zusetidungeu 
mt ihn z7f rrrmiffr/n <ftrrvh Angabe des von ihm mir brit fJ/<h, 
hezeichneten ain/rmessrnm flV'o/vT dazu. Man nicht ührigens dem 
Dargelegten gemäss ahne mein Eriauem, dass blos theologische 
EimseUigktUl wM» dmtk Einen wiWghsdi «i fte* Wakidet HHt^ 
iei zum Ziele die Eereickuvg desseiben ertthmert, jenem im Leih- 
nitzischen Sinne hegrundeten Vereine (wovon in Note 32. die 
Rede ist) ungünstig sein kann. Was darüber auf historischem' 
SUm^pmkie » tagen, habe ich dargelegt in der am 31. Oct^" 
bet 1434 gihulteneu und auch in besonderen Abdrücken erschie- 
nrrfrn ftfrrtrrfttrnfinrrsrrffr ffrs ffiifd^rhru VHirrmifnfsqrfiänifrs ..rfe 
reÖHf indicis Acadeniiae trid ericia )mi r i n d f ad r j h f: 
origine peculiari quodam modo eximinque mniorani 
mmnifieeniim eommenduiiw»** Nemerdings aber gab mit 
Schubert' s Spiegel der JSatur (•melches Buch mii Mücksicht 
ftnf denselbm unter Protection Setner Königlichen ffttheif des 
hronpriaxen von Bugern stehenden Verein zur Verbreiiung niUz' 
iicher Kenninisse f von welchem schon vorhin die Rede war . ab- 
gefassf ist) gsmz spetMle VeraniätUMg ^ mich i'd>er gewisse 
Hn up tfragen unserer Zeit avstnsnrerhrn (in der Afffj. Lif. 
Zeil. Mai 1845. A. ^H.). u. 100.^, uytd ich (title //estn/ders die dort dar- 
gelegten Z u hl eure SU l täte zu beachten ^ du deren tjegenscitige 
rergUiekung allein teJüm aufrufen kenn, einige AufinerktamJkeii 
dem m sekekiten, «oo« m Jener Note 33. zur Sprache kam. 



ISS; 




Heber einen Satz yon dem dreiaxi^en 
SUipsoid, Ton welchem die drundfor- 
■el der gphttifeelieii Xrisenometrie ein 
besonderer Fall ist. 

Vm 

dem Heraasgeber. 



i>ie Formeln «ier sphärischen Triii^onometrie aut das alls;cn)einp 
dreiaxige EUiusoid, von welchem die Kugel ein besonderer Fall 
iit, 8tt eiw«itoni, ist mit mehrfaebeo Schwierigk^ten ▼erlcnilpft. 
Nach rerschiedeiwD derartigen Versachen ist mir jedocfi eine 
sf»!r}rn FTweitetuni? lilr jetzt wenigstens bei der Grundrorniel der 
(resaruniten sphärischen Trigonometrie, welche die zui^chen den 
drei Seiten und einem Winlcel des spbfirüichen Dreiecks Statt 
findend« Relfttion ansdrdckt, gelungen» und ich erlaube mir daher» 
den Satz von dem dreiaxitjcn EHipsoid, zu welchem diese Unter- 
suchung geführt hat. im Folgenden mitznthf*ilpn. weitere Betrach- 
tungen über diesen (iegenstsoid einer andern Cielegenheit Torbe- 
haltend. Zugleich entbftit das Folgende» wie es mir acheint, einen 
wegen seiner Allgemeinheit sehr befried^enden analytischen Beweis 
der (Jrundformel der 8phärischen Trigonometrie, weleher vielleicht 
für die Leser des Archivs gleichfalls von einigem Interesse sein 
dürfte, da er ira Ganzen auch nur wenige Vorkenntnisse aus der 
analytischen Geometrie — blo.<^8 einige der einfachsten und bekann* 
testen Grandformeln dieser Wissenschaft — in Anspruch nimmt 



Die GIsiehong einer beliebigen FUche in Bezug auf recht- 
winklige Cooidfaiaten, die wir in dieser Abhandhing immer snm 
Grunde legen werden, sei ' 

1) «=/-(j:,i/,2)=0 

und sei ein helieM^er Punkt dieser Fläche, so dass also, 

^^enn wir uer Kärze wegen 

2) «i=A^i>jri*<i) 



Digitized by Google 



t57 

•etieD, 

3) iii=/(a?i,yi,H)=0 

Ist Die Glddnmgeft 4er durch lieii Punkt (^i^iSi) gelegten Nor- 
male dieser Fläche eiud nadh den Principleu oer anidyfiechen 
Cteometrie 

B^l Byi dxi ' 

wo natürlich aUe DlferentUüiiaotieoteD partielle Diferentialqaotlen- 

teo sind. 

Ist ouD die Fl&che ein dreiaj(^ges £iiip«oid» dessen Gleichung 

(0"-' 



wt, so ist 



ood folglich 



Also sind die Gleichungen der durch den Punkt (^iy|2|) des £Uip- 
soids» tUr welchen 

ist, geheodea Nonnale des EUipsoids: 

m 5l 
9 A« c« 



oder 



oder 



10) a^l-^)=6ni-J)=c«(l-^), 



6* 

11) -(4:-Xi)=:^(3^J=-(i-i4)., 



sind jetzt (^ijriZi), (xj^iX^, i^tynh) M P^la den fiOlp- 
•oida, und ihlgHeh 



m 

so niod nach «Um Vorhergehenden 



a« !« 3 

13) < £a 

^ . . ^ 

die Gleichungen der en Pankten elbtsi^rechenden Noraialen des 

EUipsoi<1s. 

Wir uollcn jefzt durch die dem Punkte {x^y^iy) entsprechende 
Norninlf lind durch den Punkt (.r-i^^r-i) c"*® Ebene Iciien, und uns 
in (lieser Lbene durch den Punkt (^i^Vi^i) eine auf der demselben 
entsprechenden Normale senkrecht stehende gerade Linie gezogen 
dtnfchn;' • Die Giekhimgen dieser £hene und dieser ^*den Luiie 
seien respective . . 

und ' V . V J 

Weil die darch die CIoicTtung 14) charakterisirte Ebene durch 

die Punkte (xj^^^Zx) '^"^ (•^s^z^J S^^^* haben wir nach 14) die 
GleichiiDgcn 



und 



j {x-x,H B, 0/-yi)+ Ci (z - z,) =0, 



17) (oTj — ^a) + (yji -^.ya) \ {i^ - z.^) = 0. 



Woil fprnrr ^\\rv]\ die Gleichun*; 14) odrr dnrrh die Gleichung 
lö) charakteri-irte Ebene durch die dem Punkte (J'i^iZj) ent- 
sprecfaeode iSurmale des Lüiusoid» geht, uud.di^^e iMonutJe also 
in der in Rede stehenden Eltens liegt, so. cf hiH ei i wir 
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dem ersten Systeme 4er (ileichungeo 13) und der ersten der bei- 
den GleiehmigeD IQ'a^f der Stelle' die GMchung 

\' 

»8) J»^i+».|i+Ci||=«. . 

I ' 

Weil aber auch die durcli <!ie Gleichungen 15) charakteri- 
»irtc tjerade Linie ganz in der durch die Gh ichung 14) oder 
durch die Gleichungen iij) charakterisirten Ebene liegt, so erhal- 
ten wir anu den Gleichungeo lö) nnd der ersten der neiden Glei- 
chungen 16) /Ue G^eichaog 

19) AiFi-tBiGifC^H^^iK 

Weil endlich die durch die Gif ichun^en 15) rharakterisirte gerade 
l^iuie auf der dem Punkte (^t^i^i) eut^prechcudeo Normale des 
Ellipeoide, eenkrtebt steht» so ernatten wir nach den Princinien 
der analytischen Geometrie aus dem ersten Systeme der Gleicnnn- 
gen 13) und den Gletchmgen 15) die Gieichnog . 

Vi h 

oder 

Ans den drel^GMchangen 17), 18j|, 10), nliliCch ans den drei 
Gleichungen 

wollen wfr nnn die drei Grossen , Bl\ eKminiren. Zu 
Ende mnltipliclren wir diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 

(zi-xa)(r|— ÖQ|-3fa)/r,. 

9 

und addlren nie dann zu einan4er; so erhalten wli nach leichter 
Rechnung merst «lie Gietchoiig 



^1 



((j,-J»)6,-(y,-*i)i/i)-i 



((»,-i^C,-(S(,-jh)i/,)^ 



und bieraos ferner die Gleichung 

[=0. 

Weil nun aber nach 20) 

Ut, so ist, wenn man au» diesen beiden Gleidrangeo nadi der 
Reihe die GfOssen 4» Gu elininirt, wie man leicht Met: 



Fl 



-0, 
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=0. 



6^1 



=0; 



Uder 



und m»n kann «ko offenbar ' - 



2 



oder 





TheU X. 



11 
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aetsen. Ajicb tot 

24) < 
iiiid folgUch 

Fl« + 6i« + ^t« 

« 

abo 

Verbinden wir aber den Punkt (^Ti^iZ,) auf ganz ähnliche Art 
mit dem Punkte {x^y^zj, "i*^ ^vir denselben vorher mit dem 
Punkte i^'iihz'i) verbunden haben > und bezeichnen dann die den 
vorher durch ti , 6i , Hi bezeichneten GrOsM entapiechenden 
GrOmn dntck 17t', H^'i ao tet 
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Am 34 nd 919 mu aber 

II' 
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also» wie leicht erhellet: ' ' ^ 

XH^ -.Ta)^ +<3ri-yi)fi+(*i-«i)^!- 

^'<HT dem Anfange der Coordinaten woUen wir ana jetzt an die 

Punkte 

C'iyi*i)» (^ay»»a)» (^9lfiH) 
des EUipsoida respective vdie )genideö 'Linien / . 

t^czogen denken, und die von «den Linien ' 

■ß«» /'s* ^a 
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am AnAlQgspunkte der Cnortrmaten aIs ihrer c^nieinMGhaftRbben 
Spitse eingMöhlQjiMMii» läti^ niobt ik«i8tei||euiUQ WiiiMf«ip«t- 
tive durch 

. .*»',■«' ■ » ' i ' 

die EntferDnng«D der Pvokte 

i^iSfaH)» (^s%)'' (^1^1^); i.^i!fiH)> {^9i^ 

▼OD einander aber vespective durch 

bezeichnen; so Ut nach einem bekanntea Satze der ebeoeu Tri- 
goiioiuetrie 

' iE^'=:^'4-i^<^2i2ii?aCoeii^. 
Nadi einer beimonten Formel der analytiaebeo Geometrie iet aber 

Äe*^iPa* 

oad 

£i«= (4P, - «j)« + öii - j^)« + - zi)*. 
Fuhrt man dies in die obigen Aosdrudce Ton 

ein, so erhält mau nach einigen ganz leichten Heductiouen die 
Gleichungen 

*2*8 + .^2^3 + ^2-3 = ^»"2 ^3 CO« «i » 

+ yiS^a «1% = OOS ; 
aas deoen aiefa sogltich 

' cos« -^£a£?_+_M3±^. 



> Cfn — TT»-*»- 



€i]giobt. 
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Durch den Anfang der Coordinaten woHrn wir uns jetzt rino 
der dem Punkte (^jt/iZi) entsprechenden Normale des ElUpsouis 

Sarallele gerade Linie gelegt aenken, und die Coordinaten einei» 
er beiden DioclieehDittspuokte dieser geraden Linie mit der Ober- 
llSche des Ellipsolds durch ||» «h» & beseicbnen; seslndnadi 13) 

30) -^=^ = ^ 

€i Äi 

«• P c* 

oder 

die Gleichungen dieser geraden Linie. Die Entfernung des Punk- 
tes i^riiii) von dem AnTange der Coordinaten sei Qi, und die von 
den Dnien 

an Aem Anfangspunkte der CoortÜnaten als ilirpr gemeinschaftlichen 
iSpitze eingeschlossenen, IbU^ uicht übersteigeodeo Winkel seien 
respective 

^ifi9 Ai»a* ^1*99 

80 ist, wenn wir die Entferoangen des Punktes ({iih&) ▼ob dn 
Funkten 

i^mhh (^»rtM)» (^^H) 

lespective durch 

bezeichnen, nach einem beknnaten» schon oben aagewandten Satse 
der ebenen TrigonomOTie 

Ä*l M = ?1 * + Äl « - /?, TOS iV, „ , 

^'i I » = ' + —'2^1 cos 
wd folglieh, auf gana ihnttche Art wie oben; 

32) ^ cosifk,» ^^^--Ä«, 

ei4 

Weil nun ai)cr der Punkt (li^ti) >» der durch die Gieicbnn- 
geo ^) cbarakterisirten geraden Liuie liegt; so ist 
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«ml foli^Gh nach 3$ : 



33) < cmN,^^^ ^ 2-^6, 

eoBNi^ = ^ 1. 

Nach den Prioclpieii d«r analytiaclMii Geometrie iat aber 

ei"= Ii' 

aleo flach dem Obigen 

" — — ' 

oder 

FolgOeh Ist 

Indem man das obere oder untere Zeiehm nimmt, jenaclidcm xg 
und jrleicTie oder ungleiche V'orzei<:h*'Ti haben, d. fi. jrnarhdem 
die Punkte {j^iffiZi) und (^iijitt) auf eiticr und derselben oder auf 
eDtgegeogesetzten Seiten der kbene der a-y liegen. Nehmen wir 
abo» Wae oMbar matullel ist, för {^VM invor denjenigen der 
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beiden Durchschnittspunkte der durch den Anfang der Coordioa- 
ten mit der dem Punlcte C^ij^Zi) entsprechenden ]\orniale des £!• 
lipsoidg parallel gelegten geraden Linie mit der OberflXche des 
ElUpsoids, welcher mit dem Punkte {s^i^iXi) auf einer und dersel- 
4>eii Seite der Ebene der liegt, so iet * 

nod folglich nach 33): ' 



COSiVi,g = 



▼on welehen drei Formehi man wegen 1^ die erste anch unter der 
einfacheren Form 



35) coßiVi,i=: 



darstellen kann. 

Nach 2;3) ist nun 



aii^ nach dem VorhergeiieQden, wie leicht eEbellen wird: 
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1 12« 

— 2 (cos «3 —CO« (iVj ,1 ^) 

1 12« 

—2 (CO« oa — cos (A4,4 + 
Auf ganz ähnliche Art ist nach 27) 

1 Ii 



Nach 2^ iflt aber 



170 

also nach dem VorheigeheadeD 

1 ' 

JST/Vi;;^ ^^^R, 'W, ^ - ^ cos «ii) 

cosiV|^ /?3 cos .V, .3 ^ COS Nj cosiVj.j 

1 RR 

— jö ~ ^ cos iY| ,j ) 

— (cos «3 — COS Nifi cos iVj,,) 

* 

Von dem Anfatise der Coordiuaten aus uollen wir uos jetzt 
Bwei den beiden in uem Punkte (^lytZi) auf die diesem Pnokte 
entsprechende Nonnale erricliteten Senarecliten, deren GleidtaDgeo 

F, - G, - n - 

uad 

Ti' Gl' - Ui' 

sind, parallele gerade* Linien gesogen denken, dereo Gleiehunm 
abo 

Ot Bi 

und 

sind, und in diesen beiden geraden Linien 7wei beliebige (lur( h 
die Goordtnaten Aj, r,, und X', K^', Z/ bestimmte Punicte, 
deren Entfernung von einander durch (C| bezeicliDet werden magp 
und deren Kntfemun&:en vom Anfange der Coordinaten FespcctiTe 
1^1 und sein sollen, annehmen. Bezeichnen wir nun den von 
diesen beiden geraden l/iiiien einice^chlossenen , IfiO® oicht uber- 
«migenden Winkel durch » so ist bekanntlich 

«i* = Äi* + Äi'*-^?»,2Ci'co8 Ai, 

also nach einem bekannten , im Obigen sdion wehrfach m 
ten Satze der analytiscben Geometrie: 
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woraus sogleich 



cos 



(blgt Nuo ist aber nach dem A'orhergeheiuien 



und 



Fl Gl Hl 



r — ^1 



-^i=Äg^^* i\=^z4 uDd Ä\'z=,^Zi', n'=^iJi' 

F«%tich ist 
Aber bekanntlich 



«od folgiich 

— ± \ * 

wo man das obere oder untere Zeichen nehmen muss, jenachdem 
Zi und Zi' gleiche oder angleiche Vorzeichen haben, d. h. jenach- 
dem die beiden von dem Anfange der Coordioateo aus gezogenen 
geraden Linien auf einer und derselben oder auf entgegengeaets> 
ten Seiten der Ebene der ^ liegen. Also ist nach dem Obiffea 
mit derselben Bedingung wegen des Vorzeichens: 



36) cos^|=J: 



FtFi' + GjGt'-k^ff.ff/ 
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Ist nun //j/// positiv, d. h h«1l6ii. die (Srussfill Hg und Hi' 
sieiche Vorzeichen, so ist mit der«elbeQ Bedingung wegeo des 
Vorzeichens wie vorher : 



37) C08il|S=^ 



Ist dagegen fiiffi' negativ, d. h. haben die (irteen/ft 
' tiiipli irbe Vorzeichen , so ist mit derselben Bedingung wegen des 
Vorzeichens wie vorher: 

38) «»4=T f.'-.' + C.C.'+A^L 



r 

iSach dem Obigen ist aber, wie man leicht findet: 

\ ^* = Äi»eosiV„»--^^l-Äi€osiVi,|>' 

( Äi« cosAi,i* ^5^^ ~ Ä eosAw^- 

Wenn wir nun in den Ausdruck von tosAg die aus dem Obi- 
gen sich ergebenden Ansdriiijke von 

FgFg* -\- GtGg' ^ HgHg' 

und • 

einftbien. so erhalten wir Folgendes. * 
Wenn die GiOssen Hi, H^' , d. l 

l^'eosiVui' "c*^ ÄiCosAj,i^' 
f>-^ St./i^ J^<^^«^i];3.w 

oder» was Dasselbe is^ die GrSssen 

■ 

t,-^- "^'^^' "- (fi. COSA... - y?, cos . 

V 

gleiche VorKeichen haben» so Ist nit derselben Beatimmung wegen 
des Vorseichens wie verher , 
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m-^ ^ m j 

/? R 

f * 

— ' ^(C0S«a— C08ifirtC0BiVi,i) > ^ 

— ^ (CO« «» — cos Ni ,8 CQS iVi,i ) 

. [(sioiVi,,— ]^wn^l^•— 2^ (cosa3-co8(Aia — iVi^)lj^ 
ixU6iniVi.i - ^«iniVi^)« - 2 ^ (co8«a^co8 (Al,i-2Vi^)) J ( 

Ä f 
I(«faiV,,i +^ »liiAi«)«-2^(cngi,^-co8(iVj,i+Aj J)]) 

oder 

41) cos^jÄ j 

/?, *8illiV,»i * 4- ^ (C0««j — CQ8iV|4G08 ,3) 

— (CO« ff« — C08 iV, ,3 cos iV, ,, ) 

/?, /?2 C*^'*^ "^3 — COS iY| COK iVj ,2) , 

Xti2i* 8iiiAi4* --2i({ii^(coso^-eosiV|4€08iV|,,H-i2,>«iiiiVi«'| 
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4/~ I (Ä, siiTiViT^ h'.^^iNi ^ 2 /?7l?5i (cos C3 ^os(iVi ,1 - 

— J2| J2^ (eo0 — cos iV^,» cos i^i ,1) 

— Äi i?2 (cos «3 — COS Ai,4 cos Ni ,2) 



4/" Ui<i«4n^iii+i«t«»^i^*-5«i<|i<t(c<»«^i— 
' XKÄ^»illiVJ„+l^«lo^;^)•-2Ä,l^^ (oooai-COg(iVi.,+iVi«)) l 

Wemi dagegen die Gnlssen Hi,Hi, d« i. 

Äi«coaAiTi» ~ l^*— i^co«iVi,iJ ' 

g| -^3 f 1 r , / ?»rosiVi>3 '^ . 

oder, tvas Dasselbe ist« die Griissen 

ungleiche Vorzeichen haben, so ist mit derselben BestimnuBg 
wegoD des Vondeben« wie voihert 

42) co8Ai=z 

8iniV|,|* -|- • ^(cooii^ —cofliV^fS coniff.,)! 
— (CO» c% — cos j^ijs eos Äjn); 



^ (eooo^ — cos ilTi ,1 OOS iVift) ] 



( IsiniVi.,« -2^^(co8«,~co8iVi,jCosiVj^ + C^3*«'"^i'»"j)* 
i><[sioiVi,i2~2^(co«a,— co»iVj,4COfiiVA,,)+ «iuiY, 
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— -j^ (cos fi^';-C08 iVin COS i^i^j 



^ (cos — coaiV^ig cos /f| »1 ) 

1 



— ^ (cos fl^ — cos JS\ ,1 cos iVi ^ 



>;[(8iiiiVi,i f ^-siniVi,3)»— 2^(co8ii^-cos(iVi,i+iVi,j))] 

r 

oder 

43) cos il| =5 

* sin^^.i ' 4^ /i2/^3 (cos «1 — cos Aj^cos iSU^) 

— ^1 /13 (c 08 «2 — cos ,3 cos iVi ,1 ) 

— f^i (cos 1% — cos 'iVj ,t cos Nj ^ 



^ "W««iiVM --2Ä|Äa(cos«b-cosAi.iCosJ[\^^+Ä,*siiiiV,V) 
Xti2i*siii2V^i»i«-2i7| J8^(€0sa^-eosiV;4COSiyi«)+J!2^«siiiifi«*) 

siniVj,! ^ RiR^ (cos «1 — cosiVi,aCos ^'1,5) 
— Hl Ä3 (cos «a — cos iVi ^ cos iVi .1 ) 
— R i ( cos cfg — cos Nifi cosNi ,2 ) 

▼ Xl(ÄksiiiiVirt-J%8iDAi«)*-,2i^Ä,(oos«^-eos(Ai^^iVi^^^^ 



r' 



1 Äj*siniyi,i* + /2,li?s(co8ori — co8iVi,jCosiV,^) J 
< — Rili^ (cos tt^ — co8iV,,3cosiVi„) y 
C — /?! /?, (c os C3 — cosi\^,aCOgiVi,^) ) 



V 



«Äi»iiiA,,i+Ät8iiiiV,,,)«-2ÄiÄ,(co«fli-cos(iVi,i+^i,^)| 
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Ffir Agss^, alM coBAisä}, iat nach dem VoijiergeiMiiden : 

44) 0=Äi«»liiiVi„* + /^2Ä3(co8«, -cosJY.^cosiV,^) 

— iKi /tj (cos «2 — cos i\\ ,3 cos iVj ,| ) 

— aiR^{cosa^ — C0BiVi,iC0siVi^ 

oder 

?= Äi * sin i\i ,1 ^ — /?2Ä3 cos iVj ,2 CO« iV, ,5 

Ri /^a cos iVj ,1 cos JS\ 
Ä Ri^ — Aj /?3 cos ^ cos Ai ,3 

-~i^C08iVi»i(/2iC08ii\ri»j~.jR^C0«iVx^*-^€08iVi,J. 

Für ff|S=a3=:a,sgOo wird diese Gleicbiing 

46) Äi»8iniYj,i^=;— i?i/?^cosA„iCosiVt^ 

— COsiVi,! C08iVj,j 
•f 12^aCOsiV^,aC418iV'i», 

odw : , . 

, 47) ^ ~ h*2 Iii ,2 LOS iVi ,8 

Besoodere Relationen dieser Art wfirden sich aus dem Ob|Mii 
nocli mefirerp ableiten lassen« wobei irir jedoch jetet nicht Iftncer 

verweilen wollen. * ^ o 

Entivickelt man 

sin ^ = 1 — cos ilij , 
so erhält man «Is ^äblec von sio^i* die Grösse ' 

Äi*Ä2*(«iniV,„*8iniVi,a«— (cos», -cosiV,.! cosiVi,^)'^ 
+ //a* /?8 * I sin iV, ,2» sin A', ,3 » — (cos ff, — cos N^^ cos i^"! ,3) - { 
f i<3*A\^ i»ittiVi^* »»"^1,1^ — (coso^~cosiVi^co»iVi,J«| 

^ r sin (cos «1 — cos JVi « oosiVi,«) -■ ^ 

I — (coso^-cosiV, ,3CosiVi ,1 )(cosa3— cosiVi ti^N^ ^ J 1 

-^Rxit%R^]^RX «»"^i'a*(<^ö««a-c"siVi,3co8iV,„) -1' 
j *l — (cos<%— cosiVi,iC08A'j,a)(coscti^cosiVi^eosiVj^)-l| 

' ^^'^ '* ^^^^ ^^'^ T 

■ — (c9S«i— coöA^^cosiVi ,^Xcoscf^^co^t\\ ,3CosiV| ,,) J 
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kt*Bif{e68 «I — co8(iVi^ + .V, .3;: ! (OS — cos (iV, ,2 ~ A\ .3) ? 
-►/Ja^ Ä^a {cos - cos (A, ,3 + A^,! ); {cos 04 — cos (Ai,3 — Ai,^; { 

/ ^ F cos «, — cos % cos «3 — cos iVi ^ cos A^i .3 "|1 
I *L— cosA", „ (cosßj cosA , ,1 — coso^cos A'i ^— cosc^casA,,,) J i 
, 2HgR^ltf\^^\ cosca-coscfacosa, -rosAVarosA'i,! -ij 
1 L— co8A^i^(co8«aCosA'i^- l osaaCosAi.a— cosajCOsA,,,) |( 
• f ■ © r ''a — cos fifj cos ^2 — cos /V, . I cos Aj ,3 1 ( 

\ L— cos Ai^(co»«aCosAx,j— coöaicosAi.i— cosö^cosAi^ J> 

Der Nenner von sinAi^ a*»er da« Quadrat des obigen Nennen 
¥on cos^i, welchen wir hier nicht weiter entwickeln wollen. 

Wir wollen nun annrhinen . dass das im Obiiren betrachtete 
allgemeine dreiaxige Elli[»goid in eine mit doin llulbniesser r be- 
schriebene Kugel übergehe, und da«is dann die Punkte (.r, yit|), 
(^1h**>>(^3l/5h) a«f der'auf der positiven Seite der Ebene der 
.77/ hegenden Halbkugel ein sphärisches Dreieck bestimmen, in 
welchem keine Si'Hv und kein Winkel 180« fibersteigt. Dann sind 
olTenbar «i^o^,». die drei Seiten dieses sphärischen Ureiecks, und 
' es ist, weil jefet offenbar der Punkt (g^ tjj^ L) mit dem Punkte 
(^iSfi^) sttsammenfallt, aagenscfaelnlicb 

-^^1 »1 =0 5 iV, ^ = ffg , A, ,3 = «a . 

Legen wir nun, was im vorliegenden Falle offenbar verstattet ist, 
die Ebene der (ary) durch den Juittelpunkt der Kugel uu<l durch 
die Punkte {a^u^Xi) und (ii^yt^)f i»t s^^x^^O, und nach 
dem Obigen ist folglich 

EM *l *1 /■! \ ^1 COS Oa 

ifi = -^ä — :j5- (l- co««^) = ' » , 

M I _ *J *l /l \ H cos Oa 

^1 = T -^ar (i— co8«^= > 




1 1 1* J^" 

nachdem die Winkel 02,0^ griisser -^'"«l ' oder von den- 

selben der eine kleiner und der andere grosser als W ist. PSeh- 
men wir nnn die von dem Anfange der Cciordinaten oder dem 
Mittelpunkte der Kugel aus mit den auf die dem Punkte (xi zj) 
entspreehnnde Normale in diesem Punkte iui Obigen erii« liteten 
•Senkrechten parallel gezogenen geradof» Linien im ersten Falle 
auf einer und derselben, im zweiten Falle dagegen aut entgegen- 
gesetzten Seiten der Ebene- der (xy) an, so ist 'der im Obigen 
durch hf/eleTiTifte Winkel, wie mittelst einer einfachen Be- 
trachtunij sogleich erhellen wird, jederzeit der von den Seiten 
02» «3.1^^ sphäriijcheo Dreiecks eingeiichlosscne oder der Seite 
desselben gegenabeistehende Winkel. . Im ersten Falle, i«o Hi 
wd Hl* gleiche VoneieheD haben', miss man aber unter dl«Mr 

Theil IL 18 
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In 



VofwmefKung in der CHclehtme 41) das obere ZeicM«, h 
Falle» wo //, und H,* ungleiche Vorzeichen haben , nnips man 
gegen unter aieser voraussetzting in der Gleichunsj 4i) da* untere 
Zeichen nehmen, und erhält daher in beiden FäUen, also iu völliger 
AUgemeinheity 

. CM «h — cos OTsCOa fl^ 

Weil nun aber keiner der beiden Winkel und grOsser als 180^ 
ist, also sina^ und sio«% beMe positiv slod, so ist 

V sino^^sino^* ssin a^si]|i% » 

und folgBch 

welches die bekannte (jfandfonnel der spbSrischen Trigonometrie 
Ist» aus welcher sich diese gaese Wisseesebaft ableiten Mast. 

Weitere Untersuchungen über diesen, wie es uns scheint, 
nicht uninteressanten Gegenstand;, behalten wir einer asderen 
Gelegenheit vor. ^ 



Veber eine geometrische Aufgral^e* 

Ton dem 

Herrn Professor Dr. Anger 

in Dansig. 



Leonhard Evier hat in den No?ls Aetis der Ptfers- 
hurgcr Akademie, Ton. IX; 1795. pag. 139 a. f., die Auf- 
gabe liehandeit: 

f ,,\}\v kleinste Ellipse zu finden, welche einem 

gegclieiien Vierecke umschrieben werden kann." 

Er ßihrt die Aufgabe auf die Anflosnn? einer Glcichnn? vom «Iriüen 
Grade zurück, und macht dann eine Anwendung aui den besoa- 
dern Fall, in welchem das Vaereck ein Parallelogramm ist Den 
noch eioOiehefen filr das Reehleek hat er heieMs Hb da» Acte« 
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derselben Akademie fflr da» Jahr 178D, im 2ten Tlieile, 
geliiat, alaihni rlie AuflosnnL^ d^>r allj^emeinen Aufgabe nocli niclit in 
!»e«ilnscfiter Kinfacbheit g^hsriLrpn war. fn eine? auf die f»bi<»e Ab- 
huiiillung uiiniittelbar folgenden, iNova Acta 1 791 pag. 140 u. i., 
betrachtet er dieselbe Angabe fttr im l>reiecb. 

Inir daa Parallelogrannu und Dreieck ergeben sich einige inerk- 
wArdige EigenacbaiIeD der geaucblen Gllipae. Der Zweefc dieses 
AufMafates ist, zu zdsren, «tie «fieselben gana einfaeh ohne Caicul, 

durch ^enntftrische B(>trae?itrifi'4Pn crlialtm vvori?pn , ttth! an<-h noch 
andere aut demselben VVe^e »ich lekht erhalten la^^tien, da«« end- 
lich die Projectionslehre die allgemeine Aufgabe auf eine andere 
vom Kreise sarflckzufiibren gestattet. Um jedoch allei« hieher ge* 
hörige beisammen 711 haben, werde ich die Euicr'Mlie AnflüsiiTic^ 
voraiischicken und darauf eine Hetracbtwnfi: tfhf^r die VVurzeUi der 
cubiscbeo dleichungy auf neiche sich das Proiileni reducirt, folgen 
lassen. 

Es seien (Taf.IV.Fig. lM,iS,C,/> die vier Punkte, durch w el- 
che die Ellipse gehen seit Evier TerlSngert die Seiten Ali, CD, 
nimmt den Durchschnittspunkt O derselben zum Anfongspunkte 

schiefwinkliger Koordinaten, die Gerade ABO zur Alrscissen-Axe 
uihI CD(M zur ürdiuaten-AjLC an, so da^ss die der iS^ite CD 
parallel werden. Der Loordinaten-W'inkel AOC wird durch 10 be- 
zeichnet und OA=a,OB=ib,OC:=e ,ODssd gesetst, woraus 
sieb ergiebt : 

Af)^ = a^^tP- lad ( os w , 
J9 + c*— 26c Cos m , 

Do durch die Punkte A, B, C, B slne fillipse gsben soH, so - 
wird dieselbe dnrcb die GIsichang 

«x«+2i?^^+yi^'» + 2J.r+2ty + ^=0 (1) 

ausgednickf, in welcher /ufKirh'sf fÜc Crr»s.spn a \vu} y dnsseIhe 
Zeichen haben müsi»en, uuMserdeui aber da« l'roduct derselben 
av grosser sein muss als ß'^, weil av gleich ß'^ und uy kleiner 
als p^f resp. eine Parabel und Hyperbel geben würden. Die Be- 
aeiclinung oer Coefficieoten ist hier von der bei Euler ver^^chieden, 
und auch- im Folgenden so beibehalten, wodurch natürlich im We- 
sentlichen nichts geändert, vielleicht aber der Ueirerblicii: etwas 
erleichtert wird. 

Um nun diese Gleichung dem vorliegenden Falle f ntsprechend 
einsnrichten, setie man ^=0, wedsrcfa dieselbe in 

rt i e iy eb t , wdchs also die beiden Panhte A und B effriiM muss« 

12 • 
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in welchen die Abneiuen-Axe von der krummeB Lieie geficlmitten 
wird; daför j^^non .r — fi, für dif's^M» i^^t , s»» mnssen a uad 6 

die Wurzeln liiescr Gleichung e»eti). Setzeii wir d^uiiiach 

«ej^ + 2^ + t^^siiiC^P — a) (a;-— 6) , 

80 wird 

Setzt man leruer j;=0, so eiitsteiit die Gleichung 

deren W urzelo c und d »ein müä4>en, neöbaib mau haben wird 



wo 



Da aber auch ^ — mabt so mQscfeo die GrSsMo m und a so ge- 
wählt Vierden, dass 

werde« weldics durch die Annahme 

m=:cd und n — ab 

goscliieht 

Die (ileichung (1) wird demiiuch einer durch die vier gege- 
beueu Punkte gehenden EUlipi^e entsprechen, wenn man netzt : 

a=ed,y^ab — e<{(a*f 6),3c= — afr(c-|-c0»(=a6ocf> 

flo daes, ausser 3, alle fibngen Coeffieienten der delchang (I) 
bestimmt sind. Auf diese ¥?ei8e bleibt also ß unbestimmt , und 

es cntsleheii urizJiMiir viele durch die vier gegebeiu Ti Punkte ge- 
hende KUipsen, wcou ß beliebig, doch so angenommen wird, daiss 

^- N, f'/' ^^ erde. 

Wir Wolfen nun die Ordinale AK suchen (Taf. IV. Fig. 2). 
Es ist aber klar, duss im Allgemeinen jeder Abscisse zwei Ordi- 
nalen XV und Xy enUftr edlen müssen, weiche ^e Witnwhi 
unserer allgemeinen Gleichung eind; Die AuflAsniig derselben 
ergiebt : 

Y 

Da die Punkte A' und Y in der durch die Punkte A,£,C,D 
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gebenden Ellipse liegen, so wird da^» littcrvall l'i'' zwi^chün der 
EUipAe «uthtltoD sein; man wird also haben, da Vr^Xr^XY 

y 

9 

Wenn der Ordinate XYY* Imendlich nabe eine andere avy' ee- 
xogen wird, welche von derselben um dae Intervall Xü absteht, 
so 'wird, da 2Lx—bx ist« 

:rv=Sinai.d.'r 

sein, und es ergiebt sich das Element des Inhalts der EUipe 

ein Differenzial, dessen Integral auf die ganze Ellini<ie ausgedehnt, 
den Inhalt derselben ergiebt, Fflr diesen findet Euler folgenden 
Ausdrack : 



won welchem er sagt : 

„haec expressio ideomaxime est notatu digna, qood ejus 

ope omnium ellipsiuni arcae tntae satis cxpedite ass'ignurl 
' possiint ex sola aeqiiatmiio inter coordinatas, sive eae sint 

rc'cUuigulae oliliijuani^ülae". 

l>a nun auf diese W cUe der Inhalt nller Kliipjien, welche durch 
vier gegebene Punkte gehen, anfl<;cdrückt ist, so wird ß so zu be- 
stimmen sein, dass jener Ausdruck ein Minlmom werde. Diffe* 
renziirt man denselben in Bezichun|> auf ß und setzt den Diife- 
renzialquotienten ul^ich Mull, so ergiebt sieb xur Bestimmung von 
ß die folgende cubiscbe GiMchung : 

^p3-.4dc/!^-|-(3yds+3ae«-ayD/}— 2«yd€=0 (2) 

wodurch die Aufgabe prlüst ist. Euler beinerkf noch folgendes: 

„Ecce erj^o tota soliitio prohlematis propositi perducta est 
ad resolutioneni aequationis cubieae, quae cum semper 
habest radicem realem« certnm est, qnemodocunipic quatnor 
pimcta fueiint disposita, semper unam ellipsiu assigtiari 
posse per quatuor illa pnnrta transeunteni, cujus area 
omnhim sit minima, pro ^ua acquatio inter coordinutas 
o: et ^ exhiberi potent, 81 modo loco B*) radix ex illa 
aeqnatione cubica oriunda substituatur. Quodsi forte eveniat 
ut aequatio illa cubica tres ad mittat radices reales, totidem 
quoque solutiones locnm habebunt, quarom antem indolem 
aliis perscnitandam relinquo". 



*) Bei Eni er hat die Bedsntnsg naieret fi. 



1^2 

FOr den Fall, da»« a=0 und t':r^O wird, tia«» Viereck »ich 
abo In ein Dreieck verwandelt, ist die obige cabisciw 6leiciiinif( 
nicht anwendbar, weil ausser ß auch a und y unbesUmmt bleiben. 
Der Ausdruck liir den lahnH'dier Ellipse wird dann 



i9(8in» 



wo a, ß, y 80 zu bestimmen sind, dass derselbe ein Minimum 
werde. Euler setzt hier Cos wodurch sich der Ausdruck 
filr den InliaU 

* i 5in9'»V«7 j 

oder» w«nn <nr Weg^cliafliins d^ Irrationalltlit 

angeoommeo wird, 

'62 + </««i«— 26</m(;os<p 



|9sSini 



mSiu 9> 



ergiebt, und die Aufgabe reducirt sich darauf, die Grosse m und 
den Winkel 9} so zu Destiuimen , dass dieser Ausdruck ein Minimum 
\vf>rf^>. Sieht man den Wirikrl ^ als bereits geAlodeo ao, 80 
kommt et» nur daraui an, den Ausdruck 

6« -4 iV-^tr- 



zu einem Minimum zu machen. IMe DÜfereoziation giebt 

6 

also 

y 

und man kana, da es sich nur VB das Verhältuiss von tt wa ß 
imd y bandelt, 

iiss«i^nnd)^6* 

annebmep. 

Substitnbt man diese Wertbe lo den Atudruck des inbalfs, 
so wird dersellie 
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Mit MM Wer Taus lßp=^t, so wini ^ 

l~Cogy_ (1-f O* 

lind die Differensiation eigiebt 

also 9) = r>(r, woraus man für den Inhalt der dem Dreiecke um- 
schriebenen kleinsten Eilipse 

erhält. Der Inhalt dieser Ellipse mbSlt sich also immer au dem 
Inhalte des gegebenen Dreiecks wie 4ff:3V3b 

Die Gleidiiing der gesnchten Ktlinse ergieht sieh auf folgende 
Weise. Da angenommen warde o^rt'undy^Ä', 50wudp=s46a 
mid dofch Mistiintion dieses Warthes erhält man 

also ^ 

25 

Aus dieser (ileichuni? geht hervor, dass die Absciwe a? niemals 
irriisser werden kaim ais b, und die negatives Abscissen nicht 
die Grenie 16 fiberschreiten küimeii. 

VerlÄngert man (Taf. IV. Fig. 3) die Seite OB des gegebenen 
Dreiecks ÖBU Äber O hinaus, iinn macht OE^\h, nn wird die 
Ordinate EF—ld, die beiden Werthe von y fallen in EF 
samroen, und diese Linie berührt die Elli|i8e ii^ Ponkte F. Wenn 
nun die Gerade BF gesogen vt-ird, welche die Seite Ol) in (i 
schneidet« so ist> wegen der Aeholichkelt der.DreteolM OBiwmoA 
EBF, 

BE:EF=BOiOG» 

abo 0G—\d-\OD, so dass die Gerade BGF A\% Seite OD 
halbirt. Da (crser QE der dritte TfietI voe OB, so ist auch FG 
(Irr dritte Theii von BG» wodurch der Punkt F sehr leichi he* 
stimmt wird. 

f'nr fallen, da <lio Grö^;so unter dem Wurzelzeichen 

verschwindet, die beiden Werthe von y in einen zusammen, 
welcher gleich Noll sein wird, d. h.» zieht man durch B eine un- 
endürh kleine Gerade der OD parallel, so wird dieselbe die El- 
lipse in B Iierfihren . und desham wird BF ein Durchmesser der- 
selben sein, in dessen Mitte 6 der Mittelpunkt der EUipfi^e fallen 
muss. Da nun FC = \BG, so Qillt der Mittelpunkt der Eüipse 
in 8» wenn man Ä5=l-ß6'oder 6?Ä=;J i56' macht; dieser Durch- 
messer wird aUe der Seite OD psraUeie ürdioaten halbiren. Da 
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l'erner die droi Punkte Ä, O, /> unter sich verviet;b»elt uenlen 
küiiiieti, so müüff'VM sich auch die Liuien OK und Dil, welche 
resp. die Seiten BD und BO halbiren, im Punkte ^ sehneiden. 
Es ist aber beicaimt» da!»s auf diese WeUte der ScbM cr|iunlct des 
T>rpi<>( kK bestimmt wird, so dase wir folgende mericwürdige £igeD- 
e^chalt erhalten : 

„Dor Mittelpunkt der kleinsten Ellipse, uelcbe 
einem gegebenen Dreiecke umschrieben werden 
kann, ist der Schwerpunkt demselben". 

• Wenn das Dreieck gleichseitig, also 6— </ und o^r^ßO**, üq 
wird die Gleichung fUr die demselben umschriebene kteinste Clltpne 

+ + - % =0 

und der Inhalt dieser kleinsten Ellipse, welche sieb in einen Kreis 
verwandelt. 

Wir hetraebteri jetzt den Fallt ii^ welcbom das Viereck ein Pa* 
rallel T'jr n TU m Hier m^hinen v. ir dir' !>iaL'OTi;i!(Mi Coordina» 
ten-Axen, und den Diircbscbnitte>puukr derselben zum Anlaugspunkte, 
welche \Vabl a'u:\i auch spüter als zwecluuässiger für die allge- 
meine Aufgabe herausstellen wird. 

^ Es sei fTuf. IV. Fi^. 4) AliCD das gegebene Parallelogramm. 
Man ziehe nie Diacooaten ÄD,BC, welche sich in O schneiden. 

Be/r rhnet man JC> durch +a und OC durch -f- 6, so ist OD= — a 
und 0/i=r — f>. Nehmen wir nun die alliremeine fileichung der 
gesuchten Ellipse (1; wieder vor, so wird für 

welche Gleichung die beiden Wurzeln aaudx=-'-'a haben 

muss. Setst man als« ■ 

CBB* -|-2dd;-f {^mCd;— a)(a; -|- a), 

80 ergiebt sich 

a=m,d=0,^— ma*. 

Für x=0 wird 

welche Gleichung die beiden Wurzeln ^=-§-6 und jf^-^b haben 
mussi 

Setst raao 

ry+«v+{;=»(y-Ä)(3f+*), 

so wird 
und da 

sein nnss, so wird man setzen können 
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-.01» allffemiAiM ^ftkbuns- filr eine dem ParallelogTamiiM um- 
8cbri«b«De Ellipse wird* ab«^ folgende eein: 

Bemitzeii wir na« die obige Gleicliuiig (^), eo entsteht 

derrn ^^'!Tr7.oin 0.4 Tirtcl o/^siod, WO liiir die ecste in Betracht 
kommen kann, da die Bedingung 

erliillt werden mu88. Bei dicj<er («clegeiiheit bemeriie ich aber, 
da98 die Gleiclinn^ (2) in die8em Falle aufhört vom dritten Grade 
XU sein und sich in der That in eine vom ersten Grade veman* 
delt. Sie ist niimli<-h entstandrn durch Diflcrcnzialion des alle;e- 
meinen Ausdrucks för den Inhalt der Ellipse in Beziehung aul ^» 
welche »ich wegen d=:0 und {=0 auf 

reducirt. Die Uifferenziatlon ^ebt für den DifferenziaJquotientcn 
dieser Function in Bexiebang auf ß 

»Sin«.^-,^T^.^. = 0, 

also nur 

jj=:0. 

Die heideo andern Wnrseln -{-ab und — ab acbeideo also toh 

selbst auH. 

Zu nhnitrhon Betrachtungen wird sieh auch noch im Folgenden 

Gelegenheit liieton. 

Die Gleichung für die gesuchte Ellipse !ist demnach 

und der Inhalt dieser Ellipse 

ffSino.nd. 

Der Inhalt der Ellipse verhalt sich also zu dem luhalte des Pa- 
rallelogrammes wie m% 

]\laD sieht ferner, da^s der Mittelpunkt dieser Eiliusc iu den 
DorcbschntttBpnnict O der beiden Dtagonalen des Parallelofframma 
ftllt, welche als conjo|rirte Durchmessier erscheinen, die sich unter 
dem Winkel o schneiden. Daraus Odert. d;iss dio Tangenten io 
d.«o Punkten A und D dem Durchmesser BV^ und die Tangenten 
in B und C dem DarebmeMer AD parallel eeio werden , woraus 
die ConstraetUn der ekb leicbt eigiebt. Wenn der Winkel 
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41 «in Rechter ist, «o vemandeit sidi das l^mli«b»gramiii in einen 

Rhombus, dessen Dia^onaJeri die Hanpt-Axon nnscrer EIUp«p »in<l- 
Fiir a — b wird das l^arallelograinm ein Hechteck , und man er- 
iiäil, wenn f und die halben Haupt-Axeo der gedachten EUipse 
siDd, 

ivoraim die bekannte Eigenschaft 
lieryorgelit 

Wir kommen jetzt zu der Betrachtung der Wwrxeln der von 
S«ler aofftestellten Gleichung (2). ich wme zeigen , daftn die«e 
evMsche Gleichun|r , auf welche das Problem (Tihrt , im AllgemeiiiCB 
immer drei niiitrliche und zwar positive Wurzeln hat, \\u(\ H:i.<f? 
diejenige, ucichr hier allein in lietracht kommt, stets Hie kleinj»te 
von allen ist, wahrend die beiden andern Wurzeln sich auf Kegel- 
«chnitto, die niclit Ellipsen sind« beideli««. 

Zu diesem Eede setze icli 

und transfonnire die Gleichung (2), weldie duFcli Svl»titutiaii der 
Wertlie voo «, y, 6, $, ^ folgende wird : 

j8»-(« + 6)(c+rf)r 

. 3crf<a + 5)* + 3ö6(c+«/)*-4a6<rr? - abc^±b)(c^ d)__^ ^.^ 
H P 2 ^=w- W 

in uuchäteheude : 

s*-%ifx«+(30»'-f-9^)->4|s-4|i9r=0 (4) 

wo 

a -\- h c -j- d 

pas aUgemeine Criteriom , dass die cobiaclie deidiuDg 

drei raögliciie Wnrtdn lialie» ist lielcaMitlidi : 

JPiJ^ - XB) > 27C2 l-2J6'(2^1«-^9i?), 
lyelclieS' sicli flQr unsere CUeicliung in 
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verwandelt. Da nun sowohl p aüs g grusser als 2 sbd» ao wird 
man haben 

wo t = ^^--~— und u = ^~j^- positive GrSsaensiud; die obige 
Bei&igiing wird demnach «rAttt« wenn der Avsdmck: 

4 (/« + M«) + 9(f ' +tt^) + 9 fei (< +u)«— 4 f v - <%i - 32f>«< 

positiv ist. Derselbe kann 4Üier wie folgt geschrieben werden: 

4(^^)«44hi+e<fM^f«)+(<+tt)(«-ti)*-f*Hi<i-«)«'f4l«rt«, 

worans hervorgeht, d.iss diese Grösse in der 'J'hat stfts powiti'v 
ist, also die Oleiehung (4)j und daher auch die iiUeiebuiig (3) oder 
(2), immer dre4 mliglicke Wmehi hat. Da ferner der Coeraefeat 
von z in d(>r (Jleichun^ (4) offenbar positiv ist , so nind naeh dem 
Descartcs Kcben Satze die Warseln dieser Gleiehung imgMoli 
alle pusitiv. 

Die Bedingung j^* < «y fordert, dass 2<2 sei. Da in der 
Gleichung (4) der links stehende Theii Tür z=0 negativ, nämlich 
— 4;j// und w z=:*2 positiv, nirolich 6(p<^y*) wlrd^ so liegt eine 
Wuriel swisdien den (»reuten 0 und und da das Glied ipq 
immer trriVsser m!s 16 ist, so kDinien zwisclun cli(\scTi Grenzen 
nicht alle drei Wurzeln enthalten sein, soiKlerii nur eine und zwar 
die kleinste voq alleo, wodurch die obige Behauptung, dass die- 
jenige Wurzel, welche für die Aufgabe allein in Betracht konm^ 
.die hl ein st e der drei Wanteln ist, sich hestfttigt. 

Nicoiau« Fuss hat in denNi>vis Actis der Petersbarger 
Akademie Ton» \I. 1708. eine Abhandlunu *) vcruffentlieht, in wel- 
cher er die ^nn Fu ler gegebene cuhisL-hf? (ileichungin Beziehung auf 
ihre Wurzeln untersucht, und auf einem von dem hier etnge&cbl»' 
genen sehr vevsohiedfuien Wege ehen&Hs findet, dass dieselbe imnet 
drei reelle Wurseln hat, von denen eine dem vorliegenden Pro« 
blenfe entspricht, die andern beidrn aber sich auf Hyperbeln be- 
ziehen. Vm das Ersteheinen dersi Iben zu erklären, hetrarbtrt er 
die in Kede «tebende Aufgabe diu einen besondern Fuii dieser 
attgeneinett: 

„Unter n ! I pn d urch vi or ej^e bene Pn n k tc lieben- 
den krummen Linien der zweiten Ordnung die- 
jenieeD zu finden, bei welchen das Reoiteek 
nun osn Hathasen ein Kleinstes wl«d", 

wo jedoch die Parabel wegen ihrer unendlich grossen Axe aus- 
geschlossen ist. 



*) ,,DItuci(!iitiones snper problemats gesaetrieo de elUp«i minima 
per data qnatuor p^Dcla duceoda.'* 
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Anwendung der Projectionslf hre auf die Aufgabe: 
»yDie kleiaste Ellipse zu finden, weiche einem 
gegebenen Vierecke umBchrieben werden 

kann.^^ 

V 

Aufgabe. 

Zwei einander fichoeidende iSehneo eines Kreiset» 
tfind mit' ihren Segmenten gegeben, man imclit den 
Winkel, unter welchem diese Linien sich schneiden 
müssen, »In mit (!or Inhalt des durch ihre Endpunkte 
gehenden Kreises in Beziehung auf den Inhalt des 
Vierecks, welches durch Verbindung dieser Punkte 
tfDt«teht» eio Kleinstes werde. 

A D f 1 fl s tt D g. ' ^ 

Wir bexelcbnen die Segmente der einen Sebne dureb «und ß, 
die der andern dnrcb v und wo im Allgemeinen a> und y> 6 

Frnt iiiajf , den i^esucntcn Winkel durch <p, den fnhalt de« ent- 
sprechenden Kreises und Vierecks resp. durch A und J» dann ist 

aß = Y^ 

und 

^ _ (g-ft' 4- (y-^)^ - 2 («— jS) (y-^ vi-iaß Sin 

2(a+i3)0'+d)Sin93 

irelcher Ausdruck ein ' Kleiostee werden soll. Differenziirt man 

don«5f*lfmi in Heziehung auf rp unt! setzt den ersten Diffcren/tal- 
quotienten gleich Null, so ergiebt sich der gesuchte Winkel aus 
folgender Gleichung: 



0) 



Cosec 9^ { Cos 9? ^ -f- — ■ ^ Cos 9* 



=0 



oder wenn man den Factor Cosec 9^ weglässt, aus dieser: 
(II) Cosy'4- ^"~^^^^'~^ Co8y^ , ' 

Im Allgemeinen kann mnn zwar mit diesem Factor die Gleichung 
dividiren, aUetn in besoudern Fällen wird man durch Berücksich- 
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tigmg deesciben diejenigb» Wtradii» welche okht snm PioUeme 
gehOreo, »ogleich eolferneo kOoneo. 

Als specielle Fille betrachten wir folgende: 

Setzt man «=/ und /}=d, in welcliem Falle dae Viereck ein 
Trapez wird, de«een nicht parallele Seiten einander gleidi ain4 
80 entsteht: 

Cosec^tCos^' + (£^^Cos^.--2i^=g^^ 

=rCo«ec v*l Con 9» + (-^ - 1) Cos 9»- \ (1 - C089) =0, 

aI«o bleibt, da der Factor 1 — ros(p sich ge»en denselben Factor 
10,6109^ weghebt, our die quadratische Gleichung 

uud man erhält 

Cos 9-^ i ^ r > 

wo aber nnr der erste Werth in Betracht kommen kann, da der, 
andere Cosqo> — J, also liir 9 einen uuiuöglichen Werth giebt. 

Setzt man ferner y=f^, d. h. ist das Viereck ein solches, in 
welchem eine von beiden Diagonalen durch die andere halbirt wird, 
so liat man 

Coaecy> [ Cos - ^ Co» y 1=0. 

also mir Cesy— 0» d. h. ^=90^, da die andern beiden Wnneln 

Cos g>=± V 11 + f ^^^^^h 

also IVr 9 nnmSglicbes geben* 

\Venn u=ß und y=d, also, da 1^ß^Y^w^!f^ masn» das Viel- 
eck ein fiechteck wird, so ,|uidet sicjl^ 

* 

Cosec gj* . (Cos 9?^ — Cos ^ 0, 
also ist die einsige Wnrzel 

Cos 9=0 und daher 9?=^, 

ivpfches mit fleni hrkanntcri Satze , dnss da.s Quadrat unter allen 
einem gegebetieii Kreise eiugescbriebcncn Vierecken den grussten 
Inhalt hat . übereinstimmt. , . . 

6etzt mau a =:y = U und ß — in welchem Falle ^ick das 
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Viereck in ein ict^^if-tischenkliges Ureieck wwandell, eifMbt 
sich nur die eine Wurzel 

aUo fpr=<ji0^f welche» den Satz enthalt, fla^ unter allen einem 
Kreise eingeschrieben«! Dreiecken «U« gleichseitige den grSs«' 

ten Inhalt hat. 

Wir wollen jetzt die Gleichung (U) in iie/ieliuixi; aut ihre 
Wuneht unterseeneii^ 

Setzt man Cosa>=0, so ist derWertil de« Unke vom Gleich- 
heitszeichen steheodeB Aundracks 

^ * 

also positiv, wenn a — fi nnd y — S glcichr Zeichen haben, ne- 
gativ, wenn eine von beiden Grössen + «od die andere — ii»t; 
setzt man €0897 = -!- 1, so wird derselbe 

;i («-/?) -(y-^)P 

also nega^tlv. 

Für Cos9=— 1 geht jener Ausdruck in 

+ ^ 

aber, ist also positiv, fär Co«»9>=s-|-a) wird derseihe 

-|-», also positiv 

und für Cos 9 r= — ot wird er 

-«OD, ahlo negativ, 

«resilalb eine Wurzel zwischen -fl^nd —1 liegt; eine CH-ette 
Warsdl liegt zwischen 1 und -f <x> und eine dritte zwischen — t 
Tint! — T. l}'\nsr beiden Wurzeln geb**n aber Conq *^ l 1, :il>o 
lür <p ciiioii tili möglichen Winkel nnd ii^chnron daher nicht zum 
Probleme, so da«» nur die eine, zwiHclmn und — I linkende, 
fiir unsere Aufgabe in Betracht kommt Dieselbe ist -f wenn a—ß 
uml Y — i glekAe, und — wenn sie ungleiche Seichen haben. In 
jenem Falle eiacheint der spitee, io diesem sein stumpfer Meben* 
Winkel. 

Wenn man in dem gegebenen Vierecke A/iCO (Taf. IV. Fig. 5.) 
die beiden einander innerhalb desselben in O schneidenden Diago- 
nalen /iC und J9/> zieht und die Abschnitte AO=a, OC=b, 
BO=e, Ol)=:fl setzt, wo im Allgemeinen immer «>6, c>rf 
anzunehmen ist, so kann man alle Ellipsen , welche diesem Vier- 
ecke umschrieben sind, als Projectionen des Kreises K, und das 
ges^ebene Viereck als Projection des entsprecheaden Krelsvierecks 
Ijetrachfcn , wobei zugleich a als Projection rtm rr, alt* l*rojec« 
tiou von c alK Projection von y und d als Projection von d er- 
schetat, so dass 
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gesetzt werden darf. 

Bezeicfamet man den Inhalt de« gegebenen Vierecks AB CD 
durch i und den Inhalt einer ihm umschriebenen EUi(>se durch E, 
M ist offsolmr 

K E 

also» weno inaD deo Winkel» unter welchem die Diagonalen des 
g^ebanen Vierecks einander schDeideD« durch o heaeichBet» 

H 



-6 



a 
I 

19 



T 



I 



? 



e 



Mi« 

D 
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WO (p den Winkel bedeutet, welchen dlo beiden Diagonalen des- 
jenigen KrcisviereclcN eiiisci)lie?!ieien, von welchem dias gegebene 
Viereck die ortfaographwche Projection Ut 

Wenn nun 

die Gleichuns einer dem gegebenen \ ierecke umschriebenen Cllipse 
ist, der Aniangsininkt der »cbiefwinkligeD Coordiiiaten in dem 
Diirch8chnitt«punkte O der Diagonalen liegt, und die Axen des 
srhieCwinkligen Coordiiiatensystems ir» dipso ()i:<i,'onalen fallen, wo- 
bei zugleich die UtcitUiitgen a und c aU positiv, die von 6 und d 
ab negativ ansonebmen aind, so erglebt sich 

während B unbestimmt bleibt. 

Die Cileichung des Krcii»es A auf schiefwinklige Coordinntcn 
beioffeo , deren Anfangspunkt der Ourchacbnittapnakt iler Diagona* 
len des Kreitrierfcka ist, und deren Azeo in diese Diagonalen 
fallen, ist 

a-^)* + (»?-Ä)H2(|-^)(»?-A)Cosg>=f*, 

wo q und h resp. die Al)*;rlsse und Ordinate des Mittelpunkts des 
Kreises,, r seinen Radius bedeutet und 9 seine obige Bedeutung 
bebllt* Beseichnet man ferner die Winkel, welche die Diagona- 
len des Kreisvi^ecks mit der Projcctions-Ebene bilden, in welcher 
das gegebene Viereck lies^t, durcn und X, und die Coordinaten 
des Mittelpunkts der dem gegebenen Vierecke umschriebeDeD 
Ellipse durch m und u , so ist 

|=s;rSeG^. jpssmSec^, 
iy=ySecAv AssuSeei; 

und man erhält: 
J=CosA* 

J!r=:-|-Cos«CosiCoii9, 

I>=— («1 Cos l--nCo89Co8^)€o8 I^Cosl , 

= — (n Cos ^ — m Cos tp Cos i) Cos ^ Cos jl , 
F=m*Co8A«+««Cos^«-2/imCo»dCo6iCos9— r«Cüs<^^Co»A2. 

Ueronach ist 
und man erb&lt 

ß=Cos9>V abcd. 
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Der Werth von B, weleber der kleinsten dem gjegebenen Vier- 
•eke mnschriebenen EllipM eatopilebt, eialebt allw> am d«r 
Gleichung (II) ; man «rlilllt nJbiiich dsrcfa ai« Snlwliliitioo rolgende 
cubtoche C^eichotig 

ail) B^-\-{n'-b){c—it)B^ 

J ^ + ^ 2 =®- 

Die Euier'sche cubische Gleichung (2) verwandelt sich, wenn 
man den Anfangspunkt, wie hier spschcbpri. in den Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen verlegt, aUo ilurt lür y etc. resp. die 
ob^en Wertbe für C etc. setzt, eenau in diese Gleicbung (III). 
Bei der Untcrsnchtini? specieller FSne wird man auch bier den 
Fartnr Tosof g:** nu lit imhoröcksiclitiirrt lasKon, indem man statt 
Gleichung (Ul) aomittelba» anasuwenden, dieselbe zuvor durch den 
Factor 

1 



tnidtipttciTeii m Ird. ^ 

Setzt man ff<l=:Ae« wodurch das gegebene ,Vieteek sich io 
ein Trapes Tenrandelt, so ergiebt sich 

f^oa xj;^ ■ > 

wo aber nur der erste Werth in Betracht kommt , da der andere 
flir fp einen unmuglichen Werth giebt 

Wenn r~d ist, (}. h. ist Vifirpck f»jn sfMches, in welchem 
eine von beiücu Diagonaleii durch die andere haüiirt wird, so er- 
giebt sich 

CoBq>:=0 und Coa9»=±f^a+l^/^)J 

man hat also allein /?=0. indem die anderen beiden Wonoln aaa- 
scheiden, weil q> unmögliche Werthe erhült. 

Die Gleichung der gesncbtea EUipse ist folgende: 

e*Ä*+ aby^'-f^ {a—b) x^obl^'ss, 0, 

oder , Mcnr) man den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte 
der anglcich getheilten Diagonale verlegt, wodurch 

, a — b 
X in xi — ^ — 

übergeht, 

und man erhült folgenden Sats: 

ThoU X 19 
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»»Wenn \n dem gegebff»*^« .Vierecke '^ine voo 

. lieidiin Di a^oiialea durch die andere halbirt 
wird. HO j'nU f der fVtittelpunkt der kli^instcn tira- 
seh rie Ii cnen KIlipso in dnn H albiruugspuuk t der 
uiijjleitb gcth eil teil Diagonale.'* 

• • • • 

Hier sind — • und ^1°^/^^ coniiiüirtc Ualbmesßcr der ge- 

»iuchtcn Ellipse, die Constnictiou derselben ist daher sehr leicht. 
Wenn ausser c=zil auch a=.b, ü\»o das gegebene Viereck eio 
PataHelogramm ist« so ergiebt sich als Gieichiiog der gesuchten 
Ellipse ! 

libereinistininieiid mit dem obigen Resultate. 

t)ie Aiifinrfje : ,,die kleinste Ellipse zw finden, n eh'ho 
einem gegebenen Dreiecke umschriebenen werden kann**, 
von weicher wir oben die Eni er 'sehe Auflösung gegeben haben, 
ordnet sich auch jenem Falle sehr «'Inrach unter. Ist nrinilich 
(Tat*. IV^ Fig. 3.) ßOD das gegebene Drclft'k, hnUiirt man eine 
^ieite OD in G, zieht BG und verlängert dieselbe bis FG=^lBG 
ivird, so muss die gesuchte Iddnste Ellipse durch den Pnokt F 
geben: Setzt man also DG~GO=it, BG^a itnA FG^lß, so 
wird die obige Gleichung felgendö: ' 

2 2c 

Hier sind und conjugirte ^Ihmesser. Der Anfangsptuilct 

der Coordinaten ist Mittelpunkt der l^lli()se und fallt in den Schiver* 
pafikl 4m gegebeoeo Oreieefcs. 

Die Glebäung (III) kann auf ähnliche Weise wie Gleldnog 

transformirt werden. Setst man oämlich 



SO ergiebt sich, wenoi7=isV obod gesetzt wird: 

(IV) . . . r» + 2/>yt*-.{3(p«-f 9a)+4t2+4;>V=0, 

wo p und o stets positiv anjenommnn werden konnrn. Dies*» 
Gleichung hat offenbar zwei positive und eine negative Wurzel; 
lllr> unsere Aufgabe kommt nur die positive zwischen 0 und ß lie- 
gende Wursel in ßetf^cht. 

Will man den F tctor ('Dsecgo^ jjicirh mit berOcksichttgeo , so 
nimmt diese Gleichung folgende Ges^it au: 

(V) {zH'2pqz^-l^ijyH^^)^i]zi^ip9\,^:^^ 

Ist das gegebene Viereck ein Trapez, so wird p=^und dieee 
Gleichung rcducirt sich auf folgende quadratUdbe: 
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Ißi das gegebene \ ierrrk ein f\irciUelogntmDI, 80 wird psfFjQ» 
und die Gleichuug verMaüduit aiKh in 

fibereiostiiuroend mit den obigen Ke»ultateo. 



Nachdem wir die Aiifi;;ibe: ..dir kleinste eluem <jcgp- 
bcjien Vierecke umschri elj e n e tlüptie zu finden", in 
ihrer allgemeinsten Form gelü»»t haben, stellen wir noch einige 
SStze zuaammeo, welche sich ohne Caleul anf elementare Weise 
ableiten lassen, und zum Theil in jener Aufgabe enthalten mnd. 
Wir schicken ' folgende leicht zu heu eisende Sätze voran. 

1) Be/oiclint't /' den Neiguii<;sv\ inkel einer geraden Linie a 
gegen die i^rojections Ebene, unii a' die orthographische Projec- 
tion dieser Linie, mt 

Zu »alz. Jede gerade Linie, welche in irgend einem Ver- 
hSItnhtee getheili ists erscheint in der Projection in demsdbev Vcr> 
hftitnisse getbeitt. 

2) Jedes Dreieck ist zu betrachten als- die Projection eines 
g 1 eieh sei t i ge n Dreiecks, jedes Prirallelogramni als die Projec- 
tion eine8 l^uadrats» jede LUiptie als die Projection eines 

Kreise«. 

3) Wen!! der Flä< heii-liihalt irgend einer < hoDcn Figur durch 
/\ der ihrer Projection durch bezeichnet vviiii, so ibt 

r = i?.C08f, 

wft i den Neigungen inkct der zu projicirenden Figur gegen die 
ProJectionS'Ebeoe bedeutet 

Zn^iiatz. Jede ebene Fi^r, welche In einem gewissen Ver- 
hiltni«se getheilt ist, erscheint io der Projeetion in demselbeD 
Verhäitnis s ^ (> t h eilt. 

Aus der Lehre vom Grössten und Kleinsten Mnd tbigeode eie- 
luentare leicht zu beweisende S<itze bekannt : 

1) Unter allen «Ecken, welche einmi 'gegebenen Kreise ein- 
geschrieben werden können, hat das reguläre den grüssten 
Flächen • Inhalt. 

Zusatz. Das gleichseitige Dreieck ist das grosste unter 
allen. Preiecktn nnd das Qnadrat das gitlsste vnter allen Vier- 
dclMSOr welche ein«ui gegebenen Kreise eingesehriehen werden 
kunoen. 
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2) Unter allen nEdcen» vrelelie ciiitm gogehenen Kvelte am- 
schrieben werden kunnen, bat das reguläre den Idelmileii Fliehen- 
Inhalt 

Zusatz. Das gleichsei tiij e Dn'iork ist das kloinsle irnter 
allen Dreieckfn imd <lu8 Quadrat das kleiristo unter allen \ icr- 
eckeii, welche einem jjegebenen Kreise umschrieben u erden können. 

Diewn Siitzeii fügen wir ooch folgeiuleu hinzu : 

e h r s a t z. 

Wenn eine von zwei Sehnen eines Kreises durch 
die andere halbirt wird, so ist der Inhalt des durch die 
Endpunkte derselben liebenden Kreises in Besiehnng 
auf den Inhalt des Kreisvierecks, welches durch die 
Verbindung dieser Endpunkte entsteht, ein Kleinstes, 
wenn die beiden iSebnen auf einander «enkrecht stehen« 
also der Mittelpunkt des Kreises in den Halbirungs- 
punkt der ungleich gethellten Sehne tStlt 

Beweis. 

JBs seien (Taf. IV. Fig. 6.) AB, CD die beiden Sehnen, welche 
sich in E schneiden, so dass AE=EB ist. CD stehe auf AB 
senkrecht. Alan lialhirc CD in F, so ist dieser Punkt i^cr >?'it- 
tel(>unkt des durch die Punkte A, B, C, /> gehenden Kreises; 
der Inhalt desselben ist in Beziehung auf das Viereck ACBD ein 
Kleinstes. Denn zieht man durch /• '!!< Linie CD" heüchii;, 
macht rE=zrE, D'E=I)F , hMMrt Ü' in C iind /i'>fif f/// 
senkrecht auf CD', SO ist /i der Mittelnunkt des durch die Punkte 
A, JS, Cr D' gehenden Kreises und OD ein Radius desselben. 
0a nun CU>CG und CG= Ch\ so ist CH>CF, also der 
Inhalt des duich A, B, C, D' gehenden Kreises grösser als der 
Inhalt des durch A, B, C, D gehenden, ^gleicb itX Vieredi 
ACBD' < Viereck ACBD, dehinacb 

Kreis AC BD' Kreis ACBD 
Viereck ACB& ^ Viereck ACBD ' 

Vi. z. b. \v. 

Aus der \ erhindang dieser 6atze mit den obigen criialt man 
nun leicht die folgenden: 

»Wenn in einem Vierecke eine von beiden Dia- 
gonalen durch die andere halbirt wird, so fällt 
der Mittelpunkt der diesem Vierecke umschrie- 
benen kleinsten Ellipse in den Halbiruogspu nkt 

der ungleich getheilten Diagonale, woraus sich 
eine leichte geometrische Coostruction dieser 
Ellipse ergiebt. ** 

Zusatz 1. Der Mittelpunkt der einem Pirallelogramme um- 
schriebenen kleiusteo Ellipse liegt im Uurcbschnittspnnkte der bei* 
den Diagonalen. 
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Zusatz l. Der Mittelpunkt d« eioenj Dreieck« iMClriebe- 
neiB kleinstoB EJlipse liegt im »Sdiwerpuakte desseUieB« 

Wenn ein gleichseitiges Dreieck mit dem ilim unis(?hriel)enen 
und einsfeschrieueneu Kreise orthogra|iliisch projicirt wird, ent* 
steJieo in der Projection zwei concejitrische äjinliche und äbnlicl^ 
ffegeode EUipseu » und zwar sind dl^ Axen der kleineren die HSif* 
ten der ihnen entsprechenden Axen der griisseni Ellipse ; die Pro- 
jection des ffleichseiti2;f^n Dreiecks wird ein hrcierk, dessen Ecken 
in dem Urninge df-r grossem Ellipse liefen uiicl dessen »Seiten 
die kleinere berühren. Der gemeinschaftliche MittelpuBbt der 
"~ »sen ist der Sehwerpiinkt dieses Dreiecks. 



„Demnach lässt sich in eine gegebene £llij>se eine 
Schaar s r Oester Dreiecke etnsciireibeD; nämiich jeder 
Punkt der Ellipse ist Ecke eines solchen Dreiecks; die- 
selben haben jjlpirhpn Inhalt, ihre Schwerpunkte lie- 

f;en im Mittelpunkt «■ der EllipsQ, und ihre Seiten bfil- 
en eine zweite der i^e^ebeoen concentriscbe, ähnliehe 
und ähnlich liegende £lllipse ein» deren Axen halb so 
gross sind» als die entspr seilenden jener." 

Wenn ein Quadrat mit dem ihm vmschriebenen und einge- 
schriebenen Kreise nrthoi;raphtsch projicirt wird, so entstehen in 
der Projection zwei concentri^iche ähnliche und ähnlich liegende 
Ellipsen, und zwar verhalten sich die Axen der kleineren zu den 
entsprechenden der ernsseren wie l:^/^; die Projection de» Qua- 
drats ist ein Parallelogranim , dessen Ecken in dem Umfanire der 
errosseni Ellipse liegen und dessen Neiten die kleinere berühren. 
Der geineinschalltlielie Mittelpunkt der Ellip£icn ist tier ."^tchwerpunkt 
dieses Parallelogramms. 

»»Demnach lässt sich in eine gegebene Ellipse eine 
Schaar grOsster Parallelogramme einsehreiben; näm- 
lich jeder Punkt der Ellipse ist Ecke eines solch en Pa- 
rallelot^Tamm R ; dieselben haben gleiehen Inhalt, ihre 
Schwerpunkte liegen im Mittelnun kte der Ellipse und 
ihre Seiten hüllen eine zweite aer gec:ebenen concen- 
trische ahnliche und ähnlieh liegende E^llipse ein, deren 
Axen zu rien e n t.sprech en aen der gegebsniBO. wie 

1:V^ verhalten", und aHgeniein: 

Wenn ein re^^ndares vV.vV mit dem ihm uinseliriebenen und 
eiitgeM:hnebencn Kreise orthographisch propcirt wirtt, so entstehen 
in uer Projection zwei concentrische ähnliche und ähiiMich lli^nde 
Elli|isen, imd zwar verhalten sieb die Axen- der kleineren s« des 

eutiiprecheiiden der grotsscru >vic Cos • 1 ? Projection des re- 
gulären ;/Eck.H \»\ ein 7iEck, dessen Ecken in dem Umfange der 

frosseru Ellipse liegen und dessen Seiten die kleinere berflbren. 
^er ffemeinschartlicDe Mittelpvnfct beider Ellipsen Ist der S'' 

puakf dieses nEcks. 



*) Man vefgtcicbe Crellc^» Journal für reine und angewandte 
Mathematik. Bd. \XX. Ilefl 3. S. 275. 



Digitized by Google 



Demnach Ifisst sich in eine !»e«?ehone EHipse eine 
Schaar grösstcr »Ecke einschreiben; näoiiich jeder 
P.UQkt-d«r Ellipse let Ecke eines solchen «tEcks; |lie 
selben haben gleichen Inhalt, ihre Sch^verpunkte lle*. 

f'Cfi im l^littelpunkte der Ellipse und iliro Seiten bul- 
en eine zweite der gcjjrbenen coucentrisclie ahnliche 
und ähnlich liegende Ellipse ein, deren Axeu sich zu 
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den entsprecheodeD der gegebenen wie Cos ^jl Ter 



Heber einigte Relationen zwischen den 
Inbalten aiiweier TelvaSder, die für eine 
nStihe Bweiter Ordniuiir reelprek tob 

einander sind. 

Von dem 

Herrn Doetor A. VL LuchterJiaodl 

Ml Bediii. 



Nehmen wir zunächst aU Flächo zweiter Ordnung eine Kugel« 
d^en tiieichuns 



ict wid besfkhneB die Goordiimlen der Seke« des einen Tetra«den« 
mit ^1 ,|fi . Z] ; X2,y^,z2: ^3*p^^7t'* ^^^if^tHi 9o bat man ftr die 
Polarebenen derselben die Gleichungen 

a:3Jr + ysy + ^2=r*,'' ; (3) ... 
x^x 1 2/4^ + 2*2 =r*- (4) 

Der Durchschnitt je (Irrier rliesrr Ebenen gicht eine Ecke des 
reciprokcu Tetraeders. Bezeichnen w'it die Coocdinaton dieser 
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Punkte mit ; ia, W^^? 'r'l-^^ ""'^ '''''^ 'V 

Sinne, ilasü . » , (Inni Seh«ei<leimnlit I i Tlienen (2) ,(3) und 



r 



14 » 



und bemerkt, dass ffis-t-ffsis^O u. s. vi*., so erbfilt man 



Ä-»* 3r(W~ ' A (234) ' fil-*^T- A (234) ' 

i —.1 ^ «'n ->-«J4 « ^ -f :i + '^14 ♦ «41 + ^ I3 + C»4 . 

^-^ 3Vä24) ^ '^-^ ivjiiw> ~i * ~jfim ~~ ' 

— wjwr:'^ NW) ' A(mr~' 

wo ' »* 

^ W%4 + «Wb+*4^ » 

iV(134) = dTjO^j + ,T^a^ 3 + .Ti =i/3*41 + ^^4^13 + ^'34 

-(V(m)=s jr4ii,t+;Fitft4+i^4i=3r46M +^1614 +31^641 



... : .. : ' . 



Bezdcbnet P den Inbalft des einen mid 17 den de^ mk^tf^ % 
Tetreidera, so bat man, ohne Rücksicht auf das Zeichen,' 

6 A»=: Xi («23 + «34 + "42) + »^2 («14 + «43 -l" «81 ) + («1» «24 + «4l) 

+ ^4 («13 +«33 f «21) > 

• • • ' ' t ■ 

Mun itit aber 
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«14— iV(l-23)iV(234) * 
a^_,^»£,-%ii- iV(li4)iV(l24) ' 



und deshalb 



«4i— JV(123)iV(r24)A(i^) 

«14 + + «81 = + ^r(|23) j^r^cjßi) ^^(124) ' 



jV(123)37i:U)iV(2a4)' 

«13 + «aa + «ji + ^^j24) 2^(134) i^(2W) ' 
und liicniAclii 



- iV{123)iV(ia4) JV(l34)iVC/34)' 

Bedeuten nun noch P|, P^, P^, P± die Ramnliilialto d«r Te* 
traäder, welche durch den Mittelpiinkt der Kugel und dintll Je drei 
der EclqMiiikte doe ereteii Tetrallaera gebildet werden» et» dm alae 

iV(123) = 6P4, iV(124)=rr6P3. iV(134)=0/^,, iV(234; = dPi 

iat» 80 kann man obige Relation so darstellen: 

i>iai nun 

^WM+*Si*(ia+*4«f» •*'fa*^M+*>*^+«i*^ 
' *»<'^+*j«ia+^4<%»' 



Digitized by ÜOOgl( 



201 

wo di* Bedevtiiig von ß mut f Mdt «tMI» so bil uaa aneli 

wo ili, 17^, Ug, 17« oioe ÜrattcheBcdentang haben wie P| u. e* w. 

Aue den beide» aii%eetellteii Avedrilekeo ergeben eicb naa 
leicht euch die folgenden: 

.Ci 

J\pj\P^~ n^n^n^n^* 

r^v^.m=fi*.i\p^p^i\n^n^n^n^ (D) 

T^i^=^K{i\i\i\i\)^n,n^n:,n:^, (E) 

f»*iZ»=6«.(i3ii4iZai4)'/'i/V»/'4 (F) 

Beileht nun die Tetraeder iMt anC die Kugel, eoedermnf eine 
solche Fische der sweiten Ordnung, die- cfeen Mittelpunkt liaf und 
deren Halbaxen o, r sind, so gehen die ang%elienen Belatte^ 

nen in die uachstebendeA über; 

^-»ÄftnäHi' : ^'^ 

9fi^P^ti^^^.pj\i>j\u^n^ihn^, . . . .(D') 

a«/y«c»/^=6». (A^ /-»iPa J^h ^3 ^4 (E') 

a«6«c»iI8=6».(iIi//a//3il4)3/'i/^4P,/>4, .... (F'> 

weiche man ans j«en teicbt erhXit* wenn man Air r* iiberaU 

a.6.c setzt. 

Betrachtet oia» ein ParaUuloid, deoi die Gleichung 

entspricht, uud bezeichnet man mit Di u. s. den Inbalt des- 
jenigen auf die Ebene der yz projiclrten Dreieckee, welches Ton 
den Punkten x^, H'y ^3* ^s* 2,; x^, y^^, z. f^ebildet wird^ 
und legt man dem Zeichen eine ähidiche Bedeutung bei, so 
hat man: 

^"^mi^ß^ih^^ 

P* il* 



4 
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Heber den geometrischen Ort Aen 
Seheitete eine» Jie^eis zweiten draüei», 
weleher die Sellen eines wlndsdiiefen 
SeehaedM berührt, 

Herrn Fr, Seydewits, 

Oberlehrer wm 'dyrntmAum mu Hiiilig«M6Mlt 



Lehrsatz. 

• • • , • 

l^t im Räume irgend ein windsctiief es Sechseck 
^^def p^e^eben, and man v(!riruidet die H.uiptcci^eneelcea 
a um] D, b und C und f demselben durch drei ir**radö 
ijiiii<'n aö, be . ff; so ist jeder Pitnkt einer (Geraden, 
welche diese drei letzteren durchsch neidet, also jeder 
Punkt des durch dieselben bestiinmten einfachen Uy* 
perbeleids der Scheitel eines Kegels zweiten Grades» 
welcher die sechs Seiten des Secnsecks berjihrt 

Beweis. 

Es Bei D ein Punkt einer Goraden m, wclrfir (!te fJ« r.iden 
ßö^ be, cf sohneidet: 8o schneiden sich die drei Ebenen DaO, 
J)bc, Ikf in dieser Geraden m. Eine beliebige Ebene £ treffe 
die Geraden Da, Db, De, Dö, De, Df in den Ponicten er, ß, y, 
i, und die m in u; so schneiden sich die Geraden aö, fit, 
j'O" den» PiinUte I/; nach dem Satze des BriaTM-hon lässt sicli 
aUo in das Sechseck a^yöifp ein kegelschiätt beschreiben. Also 
mms der KeMl sweiten Grades» dessen Strahlen den Punkt D ' 
mit den Punkten dieses .KegeWcfamfits« veiliindeu, die Ebenen 



Digitized by Google 



203 

I 

IM, ßhe, DcO, DOt, Dtf, Dfa, und diiHer- auch die! Geraden 
0^, bc, ef, fet beridi. w. x. b. w. - 



II. 



; I . _ . . ' 'l ♦ 



Lehrsatz, 



Ist im Räume irgend ein ^Tindschiefcs Sech«edlc ^bc^ef 
gegeben, und man legt Hurch zwei aneinander- 
8to89en<lc Saiten ftb upd bc, bc und cO, cO und und 
ef, rf und ^ desnelben ein« E^ene» Im Oao'2«q ne*:hk 
Ebenen -y,- d, f, <p, a, welche «leb paarwetpe, liamlicb 
ß und f, f und rjp, ö tinrl r? in rl r ri fTfiraden nifUyp schnei- 
den; xielit man endlich eine beliehii^e Gerade 7, welche 
m, n und p durchscboeidet; so tnuss eine jede Ebene 
^, welebe dnrcb diese Gerade ^ geht, also eine jede 
Bcriihrun2;sobcne f!pf< durch die Geraden m, w, p be- 
stimmten einfachen Hyperboloid«, die Seiten db.bcc^, 
Ö€, tf, fa in sechs Punlcten a', b', c', 0', e', f schneiden, 
welche etoem und demselben KegeUcbaitte angeboren. 

Beweis. 

Die Ebene scbneide die Geraden »1, 1^^ p In den Punkt ea 
m, n, p; so liegen diese in einer Gi'raclen o. Da nun <-£ die 
Ebenen ß und € in den Linien a'W und ö'e' sctioeide^ uud m die 
Durcbschnittslinic von ß und e ist, so ist m der l)urcliscbnitts- 
punkt der Hauptgegenseiten a'b' , Ö'c' des ^ ebenen Sechsecks 
a'b'c'ö'r'f : und el)ensn ist n drr Durrfiscfinittspunkt von b'c' und 
e'f, p der von c'O' und f a', der beiden anderen Paar HaiTptire- 
genseiten desselben. iSach dem Satze des Pascal liegen demnach 

sechs £eke» • des* Seebiteekt a'bCdOVf auf ^eniVnliiiDSe eines 
KegelsebniMSi w.' n^^b; w. 



Uneäre Koiistaniktion einer Curve 
doppelter Krttminiui?. 

Von 

Herrn Fr. Seydewitj, 

Obeilebrte im GyauMsiiini sn HeiligeiMtadt. 



E ric I X r u n g. ' 

Unter einer ('urve doppelter Krünnnunii der «ten Ord- 
U'MSgTenrtebe ich ein jedes räumliche System stetig auf- 
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einander folgender Punkte, welchen einer beliebi- 
gen Ebene im Räume im Allgemeinen und höchstens m 
Puitkte gemein hat; tmd mter euier Curve doppelter 
Krüninninc der nfen Rlasse etil jedes System stetig auf- 
einander folgend er Ebc neu, welches! mit einem belie- 
bigen Punkte im Hanme im A 1 1 «r e rn ( i ii e n und hiichstens 
N Ebenen gemein liat. Tangente einer Curve doppelter 
Krümmung heisst eine Jede Gerade, längs welcher sich bezOg- 
lich zwei stetig aufeinander folgende Punkte oder Ebe- 
nen der Curve, und Berührungseh ene oder Berfihruogs- 
punkt dorselbeo eine jede Ebene oder Punkt,, in welcheo 
sieh heziiglich wenigstens drei stetig aufeinander fel* 
geode Punkte oder Ebenen der Cnrre vereinigen« 



! 

l. Es seien im Räume zwei beliebig (schief) lietrende colH- 
neare räumliche Strahlbüschel /J und Di gegeben (siehe 8. iti9. 
des Ilten Theils den Archivs); so werden die enlsprechendeo 
Strahlenpaare a» a^; fß, hi; c, r, ; d, r/j.... derselben im AIIm- 
meinen sich nicht im Uaumo bep^^nen; es entsteht aber die 
Frage: ob nicht gewisse und wieviele entsprechende Strahlen- 
paare einander begegnen, und was für einem Systeme von Punk- 
ten deren Durchschntttspunkte angehören? 

Eine beliebige Ebene (1^ im Räume werde von den Strablea 
a, b, c, d,.., des D in «lea Punkten Ii, c, Ö...., und eine auf S 

Upende Ebene (£| von den entsprechenden Strahlen u^y ^» 
Cp dl..., des />! in den Punkten . , C}, getroffen; so 

tfind die Ebenen iS, ^4 in Ansehung der entsprechenden Punk» 
tenpaare a, b, c, 0.... und Ai, b|, c^, {)•.... collinear, und folglich 
mfissen sich (nach S. 25. dcK Hten 'Iheils de^i Archivs) in densel- 
ben im Alljemeinen und hnrhstcTis d r ei , jedenfalls ein Paar ent- 
sprechende l^unkle vereiiiiiien. Also tflbt es in jeder l^hriie de.>i 
Itaunies im Allgemeinen drei Punkte , in denen sich entsprechende 
Strahlen von /> und JJi begegnen.^ Zwei solche Punkte sind ofee* 
bar die Mittelpunkte />, />. der Strahlbiisehel selber, indem ihr 

Semeinschaftlicher Stmlif /)/>| , nSndirh f>. von Avm »Mdsprechen- 
en Strahle f| im Punkte Dif und <iie.^ellie Gerade, niimlich /i> 
von dem entsprechenden Strahle finD geschnitten wird. 

Durch diu Gerade DlJi gehe eine beliebige Ebene, welche a 
oder cKi' helsse, jenacbdem sie zu D oder zu geredbnet wird. 
Die der « entsprechende Ebene ai schneidet nie oi' in einem 
Strahle «1 , weichem, als zu «, t:eh»"rig, ein in o liegender Strahl 
a entsprechen muss. Also schneiden sich die Strahlen a, ag in 
ebem Punkte a, weicher auch einer der fragHchen Punkte ist 
Denkt man sich nun um DDi, als Achse, einen Ebenedbisdkcl 
2J von stetig aufeinanderfolgenden Ebenen ct. y,»d.... , so erhalt 
n>an eine stetige Reihe von Punkten «, b, c, Ö...., in deren jedem 
itvvci entsprechende Strahlen a, /ij ; />, /»i ; c, Tj ; d ^ vo» 
D , />• sich schneiden. Diese Punkte bilden alse eine Curve, und, 
vreU sie in einer beUebigen Ebene des lUunes Im AUgoMtasn 
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und hOeh&fMM drei m irei liegen, eine Corve doppelter Krflni- 
mmn^ der dritten Orditon^. ^ 

Der Punkt ZI. lieSese t, ab Dureliethnitt der Strahlen e, ei\ 

ein Punkt m der Cwve, Durchi^chintt von »i, » uShere sich dem 
e ins Unciulliclie : so wird die Sekante em oflcr t», allmälilig in 
die Tangente für e übers^eheny und gleicii/^eitii; tu mit e, /M| mit 
zosammenfallen. Also tat der dem geiueiuticbaftlichen Strahle e 
lieider Strahlbadcbel entwpieclieiide Strahl et. Tanfeente der Curre 
im Punkte 

Es ftei e diejenige Ebene des Ebenenbflsclipls welche den 
Strahl e mit sp!n«m entuprecbenden vf^rbindot; und es sei Fi 
die der € entsprechende Ebene in />^. Du jede durch et gehende 
Ebehe bereite die beiden längs vereinigten Punicte der Curve 
enthfilt , 80 mnas jede noeh einen dritten Punkt derselben cnthal' 
tnti. Ks sei )r dieser dritte, d«r Ebene t| sngehurige Punkt; ho 
liegt derselbe entweder mi\' der i^eraden ei , oder irgend wo aus- 
serhalb C| auf f| , oder lallt mit e zusauinien. Im ersten Falle aber 
würde einem Ton e versehledenem Strahle x eb mit e^ identischer 
Strahl .r| entsprechen, wdn uinnoffitch ist; im zweiten wifade dem 
in lie!T<;ii(Jeii Strahle :r| ein ni^t in e liejjender Strahl ent- 
sprechen, was gltiichiallei unmöglich; also ralleiiaut f^ drei l^unkte 
in e xunamnmn» und es Ist fi m Berfifarungsebene In ü^. 

Lehrsatz 1. 

Sind im Räume zwei coliineare rriumliche StrahU 
bÜKchel in beliebiger »chiefer La^e gegeben, so £?ibt 
ee in denselben unz&hlige Paare entsprechender Strah- 
len»' weiehe einander begegnen, ond zwar bilden die 
Durchschnittspunkte aller dieser Strahlenpaare nebst 
den MittelpunK ten der beiden StTnhlbflschel eine Curve 
doppelter Krümmung der dritten Ordnung, und diese 
'Wird in Jenen Mtttelpankten von denjenigen Strahlen, 
deren entsprechende sich vereinigen, und von denjeni- 
gen Elienen berührt, deren entsprechende den gemein- 
schaftlichen Strahl mit den betreffenden Tangenten 
verbinden. 

Dem £b^enbü8chei H von D entspricht in />| ein Ebenen- 
hÜschel Hl , dessen Achse ei , und der mit ersterem in Anjsehung 
der entsprechenden Ebenenpaare a, ß, y, ö.... und ßi, yi, S^..,, 
pTojektivisrh ist; also bilden die Durchschriittslinlen «i, 6,, c^, r/,.... 
der entsprechenden Ebenenpaare Tiinien, welche, wie oben ge- 
zeigt, dea Punkt />| mit sämmtlichen Punkten der Curve verbin- 
■ den, einen Kegel des zweiten Grades Ki, wefcher auch die Strah- 
len e, und e enthalt und liings den Strahlen f>| und e heztiglicb 
von ffenjenli»en Ebenen und f' bernhrt wird, denen in /> und 
lA dte Ebene ee^ (e und £i) entsphchl. Au« demselben Grunde 
'Idlden trach die delt- vorigen entsprechenden und nach denselben 
'Fnnlvtcit der Curve gehenden Strahlen a, b, c, d.... einen -Kegel 
«weiten Grades K, welcher ISngs f tituI Ijrzüfflub voti zwei 
Ebenen tp' und (pi berührt wird, denen in />j und D die Ehctio 
//i (9^1' 9) entspricht. Diese beiden Kegel haben also einen 
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Strahl DDi geroein. Der Ebene ff^ oder fif(m) MUfricht in D, 
die Kben<? /jp, oder «'^1'*" f^^"t die Enene qp, , welche A 

längs /i berührt, mit der £7bene oder eci', und ebenso die ^, 
w»lelie Kl Ifings 0 berührt, mit der Ebene ip oder ff\ zasammen. 
Die Tangenten ei, f 6er CorFe sind also die Durchschnjtt^linien 
der entsprechenden Ebenen ff nnd q>' und welcbe die bei- 
den Kegel Kl und K, K und A*!, berühren. 

- Dm nftmliche gilt nun aber aiieh ron allen übrigen Tangenten 

der ('Urve. Denn sind a und m irgend zwei Punkte der letzteren, 
und man denkt sich den m ins Unendliche dem a genähert, so 
geht die Sekante am aliniahlig in die Taugeute für a, und gleich- 
.iieitig die die' Strahlen a und m, Oi und »4 Terbindenden ent- 
sprechenden Ebenen in die Jierilhrungsebenen von A' und Ki längs 
ft und Gl über. In der That: legt man durch die DurchnchniUn- 
linie dieeter zwei Beriihrungsebeuen irgend eine Ebene, beschnei- 
det letztere die beiden Kegel in iwei Kegebcbnitten» irelclM beide 
.¥00 jener Linie in a berührt werden und einen auf DDi Ik^jj^ 
den, zur Curvc nicht gehürit^eu Punkt gemein haben. Da nun ein 
Kegelschuitt durcii vier »einer Punkte und die' Tangente in dem 
einen auf einzige Wei^e bestimmt ist, so könneti jene beiden 
Jieioe zwei neuen Punkte, müseeo aJ>er einen Punkt noch notb- 
wendig gemeinschaftiLch besitzen, und dieser Puitkt gehürt auch 
unserer Curve an. Die Ebene hat also ausser a noch einen Punkt 
mit der Curve gemein und uiuss daher auch noch einen dritten 
besitzen; dieser letztere wdrde aber'eio eeoer Diirchecbnitte|iunkt 
jener Kegelschnitte sein, was unmöglich ist; also iniiss derselbe 
sieb mit dem Punkte <t vereinigeo. • 

Ued da- endlteb ebie solcbe Veteinigung auf jeder fibeM^ 
welche durch jeneJinie gebt, stattfindet, s» muss diesd e«ie Taii- 
geete der Curve. sein« 

Anr ftbnlicbe Weise, niäniUch mittels »wefeer . Kfgelschiiitiii 

zeigt man, dass die Cuiuve in jedem Ihrer ^okte mir etee elmtge 
Tangentfi t^paitiU 

Lehrsatz 2. 

,Die Cnrre, welche die Dorch^idhnittspiiiihte ent- 
sprechender Strahlenpaare zweier schiefliegenden col- 
lincaren räumlichen Strahlbüschel en t h ;i 1 1, gehört den 
Oberflächen zweier Kegel des zweiten Grades an, 
welche einen Stralil gemein hüben, und deren Scheitel 
die Mittelpunkte jener Strahlbüschel sind. Sämmt- 
liehe Taue; IM) teil der Curve siud die Durcbschnittslinieo- 
der nach ciacriei Punkte derselben gehenden He rüh- 
rungsebenen beider K,egel; insbesondere sind die Tau- 
genlen in den MittelpaDlcten derStrablbfischel diejeisl- 

Sen Strahlen der Kegel, in welche» ein jeder von der 
en anderen im gemeinschaftlichen Strahle berühren- 
den Eliene geschnitten wird, und die Berühruugsebepen 
X der Curye in diesen Mittelpmkteit sirod die, die hei- 
44 n Ktgel; iüBgs jenen 3trableD berflhrendeii Ebene». 
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Die in Rede stehende Canre — man mag nun ihre Erzeugung 
durch rännilichc StrahlbOschel oder dunh zwei Keijel im Auge 
haben — hat grosse Aehnüchkeit mit Uegenigen ebenen Curve, 
welche dnreH^kwei projekftvl«cbe ebeiift Strahlboacbel tmd zogleidi 
auch durch deo Schnitt ein« Kejf^l^ tait einer Ebene erzeugt 
^vtrd Man k u)ii sie daher, um 8ie eiTi'*r<;(M(s von den ebenen 
JSolinitten des Keij«Ms dritten Grades, jnnlerer.seits von der üurch- 
schiiitt^liiiie zweier beliebiger kegel de« zweiten, welche eine 
Curve doppelter KHiramung der Tterten Ordnung ist qinI durch 
rrminiiche Strablbfischel von höherer Verwandti<chafl erzeugt wird, 
zu unterscheiden, den räumlichen Kegei«cbnitt 4er id rit- 
ten Ordnung heissen. 

DsiBti der Satz atich nmsrekehrt gelte, hierrnn wird IBMI 

sich mittels des iLbeuenbüschehi 31 leicht fiberzeugen künncn. 

2. Es seien jetzt 31, 3l| irgend zwei entsprechende und iu 
einem Punkte i)^ sich treffende. Strahlen von h, D^; so bUden 

die denselben aii£;ehöri<?en rntsprerhenden Fl>i ticnpaare der rSuni- 
liehen Strahlbüschel zw ei Kbenenbüschel 21. 2li , welche in An- 
sehung dieser Ebenenpaare a, ^, ^, Ö.... und t^iißif yi» pro- 
MtlTiseh sfaid. Also bilde» die Darcbsebnittslinien ▼on u, 
ßy ßt'f y*yi'* ^» ^1 Kegel zweite» Grades A^, welcher 

anch die Strahlpii 7[ . 71» enthalt und z. B. länjp? 21 Ton florjeni- 
gen Ebene berührt wira, welche, der Ebene AAi von /^^ ent- 
sprechend , den Strahl 3 mit der Tangente f rerhindet. Bedenkt 
min nun noch, dass man die Elienen o, ; j^,/?^.... erhält, wenn 
man dir I*uTikte a, b.... der ( iirvf mit den Geraden 121, 3/ ver- 
bindet, niul ilass die Curve in jodom ihrer Punkte nur eine ein- 
zige Tangente hat, so gelangt man zu rolgemlem merkwürdigen 
Satxe: 

Lehrsatz 3. 

Eiu iedfr i'unkt eine«» la um Ii eben Kegelschnittes 
dritter OrdouDg ist der Scheitel eines Kegeis zweiten 
Grades, dessen Strahlen nach den übrigen Punkten,, 
und dessen Ber abrungsebeiien n^ch den Tangentepi" 
der Curve geben. 

Die Punkte />, />| sind also keine eigenthdmlichen Punkte 

d* r Ciirvf' ; ^ ielmehr Avird der Punkt /).^ und der Kegel Ä2 dir 
nämiicli( 1) K^iirensehallen haben müssen, als JJ und K oder JJg 
und hl i unter anderen folgende : 

4 

Lebrsata 4. 

Je zwei Punkte .eines räumlichen Kegelschnittes 

dritter Ordnuni» sind die Mittelpunkte zweier collifeiea- 
ren raumlielien Strablbüticbei, und zwar sind die nach 
einerlei Punkten und Tangenten des erstereu gehen- 
den Strahlen- und fibenenpaare entsprecbendfe £le- 
jnent« Att» l^iaisren. 
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Lehrsatz 5. 

Die Berahruncsebene in eiDem beliebigen Pnnicte 

eines räuinliclien KegeUchnittes dritter Ordnunir be* * 
rülirt (1 en durch jenen Piitikt, als Scheitel, und die Curve 
Hclbst erzeugten Ke^el läagi:» der jeDem Punkte suge- 
hörigeu Tangente der Curve. 

A B f g a b e. 

Durch sechü; itu Kaume beliebig segiebcne Punkte' 
einen räumlichen Kegelacbnitt dritter Ordnung zu legen» 
nftmlich: «) auf jeder Ebene, welche durch zwei der ge- 
■gebenen Punkte geht, den derCurvo ;» n«j:c fi ;>r i ^en drit- 
ten Punkt; die Tangenten und y) die licrübruugsebe- 
nen in diesen Punkten; d) die Punkte, welche eine im 
Räume beliebig gegebene Ebene mit der Curve i^cmeln 
bat, und insbesondere f) die unentllich nt i<;rn tep 
Punkte. Hip Asyniptatenlinien und Asy mptotenebeueu 
der Curve %n linden. 

Aufldeung. 

Verbindet man irgend zwei der gegebenen Punkte, z. B. />, 
/>i, mit den vier Übrigen a, b, c, Ö durch gerade Linien a, b, 
r, d und a| , 6i , Ctf r/i , 8o sind hierdurch zwei coHin. räumliche 
Strahlbiisrhel /), bestinnut, in denen Jies*^ \ icr Linieupaare 
einander entsprechen , nnrl diese StralilfMis« I erzeugen nach 
Lehrs. 2. eittcn raumlichen Kegcbchnitt driUcr Ordnung^ welcher 
durch jene sechs Punkte geht. Gabe es nun einen zwdten sot> 
eben Ikegelscbnitt , welrher durch dieselben sechs Punkte gir>&e, 
go wiirdpn nif'lit nur alle iieraden, welche den Pnnkf /> mit (km 
Punkten des erstereu verbinden, einen Kegel zweiten Grades A', 
«oiidero auch alle Strahlen, vrelcbe D mit a#n Punkten des «wei- 
ten Terbinden, einen Kegel zweiten Grades K' kraft Lehrs. 3. er* 
zetTiren. Diese beiden ftegel aber würden fünf StrnTileri <i, ä, c,rf 
geniein haben; also wurden sie znsamnn^ntallen müssen. 
<i. ii. der zweite räumliche Kegelschnitt würde auch der Ober- 
flSche von K angeboren. Ebenen zeigt man aber auch, dase der> 
selbe der Oberfläche des Kegels A', angehört, welcher um als 
Scheitel durch den ersfpri rrhuulichen Kegelschnitt erzeugt wird. 
Also fallen beide räumlichen Kegelschnitte in allen ihren Punkten 
zusammen. 

a) Es sei v eine beliebige, durch D und Dx gehende Eheue, 
deren dritter Durchschnitt n mit der Curve gesucht wird. Denkt 
man sich unter v und n, die Strahlen, welche von D und />• nach 
n gehen , und den Strahl DÜy , jenaehdem er dem Kegel K oder 
Kl angehört, mit e oder fi bezeichnet, sn bilden einerseits die 
Strahlen ct. 6, c, dy «, n ein dem Ke^el K, anderererSelts die 
Strahlen an bx, r^, f/j, /*|, ein dem Ke<;el Ky eingeschriebenes 
einfaebes 6* Flach im Strafalbtlacbei Kraft des «egeDam^ 



«) Siebe Steiner*« Sjttemst Enturleketang d. Abb. u. s. w. ThL t S. M 
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ten mystistchen »Sechsecks liegen die drei Geraden, in denen sich 
die drei Paar Hauptgegenflächen eines »olcben 6 -Flacht» sclmei- 
den« in einer und derselben Ebene. Legt man also durch a HBd 
b, b und c, c und d, d und e vier Ebenen ah, bc, cd , de, so ct- 
hält man nl^ DurchHcbnittslinirn ron ab und d^, bc und v xwei 
Gerade p und ^, und legt man durch letztere eine Ebene por, so 
«cbneidet diese die Ebene cd In einer 6er«den r, mud Ternindet 
man r mit dnrcb eine neue Ebene an, so Kchneidot diese diev 
In dem Strahle n, welcher durch rirn eresuchtrii Punkt fi geht 
Auf gleiche Weise findet man auch den ^»trahl und somit den 
Punkt n. 

Am Linfachsten wird es sein, statt ira Räume, in einer der 
Ebenen (Taf. IV. Fig. 7.) zu operiren, welche drei der Punkte 
0, b, c, 0, z. B. b, c, 0, ?ttbtnde|i. Nämlich: hat man die Ge- 
raden T)Diy Da und Z^itt gezoiyen, welche diese Ebene in den 
Punkten (ef^)} und (Li schneiden;^ und ist (n'ni) der Durch- 
schnitt derselben Ebene mit v, so ziehe man die Geraden a'b, 
hCf cd , ; den Dnrchsebnitt C| von und bc verbinde man mit 
dem Durchschnitte p von a'b und Oe durch eine Cierade, und den 
Punkt c, wo letztere die fö trifft, mit Vlem Punkte «' durch eine 
andere Gerade; so trifft letztere die n' in einem Punkte n'. So* 
denn nlehe men die Gerade a/bi (ai'b), welche die ^ifi (de) in 
Pi schneidet, rerbinde P| mit qi (q durch eine Gerade und den 
Punkt r, , wo letztere die CjÖi (cO) trifft, mit fii' durch eine neue 
Gerade; so schneidet letztere die »2' (oder u') in einem Punkte 

Si'. Endlich verbinde man im Räume den Punkt D mit fi', den 
unkt />j mit tii' durch zwei Gerade n undii|; so schneiden eich 
ditee in dem gesuchten Punkte n der Cur\e. 

ß) Um die Tangente der Curve im Punkte n zu finden, kon- 
stniire man die beiden Ebenen, welche den Ke?el AT längs w, Ki 
längs 1*1 berühren; so ist sie deren Durchschnittsiinie. liedenlrt 
man nSmIicb» dnse bei einem, einem Kegelschnitte eingesdHiebe- 
nen Fünfeck die Tangente in der einen Ecke die Uauptgegenseite 
dieser Ecke in einem Punkte trifft, welcher mit den Diirrhschnitts- 
■punkten zweier anderer ^ieitenpaare in gerader Linie liegt, und 
überträgt man diese Eigenschau auf das dem Kegel K eingeschric' 
beae Fenf-Flach, dessen Kanten der Reibe nach v, a, 6, c, d 
sein möy;en, so findrt man die erstcre von jenen beiden Bon'ih 
mngsebenen , wenn man noch die Rhene 7id leirt, welche die ab 
in der Linie s schneidet, diese letztere mit dem bereits gefunde- 
nen Durdiscbnitte r von ed und an dnrcb eine Ebene verblndel^ 
nnd durch die Gerade wo letztere die bc schneidet, und durcb 
n eine neue Ebene leijt; diese nämlich berührt K längs «, IHe 
andere Ben'ihrungsebene ergibt sich auf ähnliche \Vei«>e. 

In der Ebene der Punkte b, C, 0 ist zu dem gegenwärtigen 
Zwecke nur noch Folgendes binsuzufiigea. Man xiene die Gerade 

2>n', welche die a'b in 8 schneidet, sofort die Gerade er, weldie 
die bc in t schneidet, und verbinde t mit n' durch eine Gerade. 
Wiederum ziehe man i>in|\ welche die Oi'b| in S| schneidet; so- 
fort 81 r^, welche die bc in ti schneidet, und verbinde t| mit 
durch enie Gerade. Endlich verbinde mao den Durchschnittspunkt 
der Geraden tn' und t|n.' mit dem PioilEte II dwcb eine Gmde; 
so ist letztere die gesucnte Tangente. 

TheUX. 14 
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y) Die Tangente in ii und irgend vier Gerade, welche diesen 
tafct lak vier 4er gegebenen m^äm Pmihti» TorbMeii, %e*lianBflii 
•eiiMii Kegel k^. Mao «nebe wi« uben diejenig* Ebene, «reldie 

d'^esen Kecf'l \l\^^2s jener Tangefite berührt; so ist dieselbe iMboli- 
lichrsatz o. die ÜerfibruBgbebeae der Curve im Punkte n. 

6) Mau ziehe aus zT»cien der gegebenen sechs Punkle, /.. B. 
aus i) und />! , zweimal liini Gerade a, b, c, d , e und , Äj, 
' '^t* /i jedesuiuligcn t'üuf übrigen Punkten a. b, c» 

b| Dt und b, C> 6, JD: 80 treflfen diese Geraden die im 
Uaume beliebig gej^ebene Ebene in den Punkten a', b', c*. 0', c' 
und ö,', b,', Ci', £>i', f/. ^vo e' und f,', ebensouio <Mind/*,, sich 
vereinigen. Jetzt iege man durch die ersteren iiiid' Punkte einen 
Kegelscliiiitt R , und dnreli die letzteren ffluf Pbokte dneii K6g«t- 
sehnitt Ki , und suche die dtm (resp. twci nder einen) QbHgeii 
Punkte, «elchf' T\ niid Bi ausser dem Punkte («'fiO crpmein 
haben : so sind diese die Dufchsehnittspunkte jener Ebene mit 
der durcli die gegebenen sechs Punkte gehenden Curve. I>emi 
diese Kegelschnitte gehören ^tn dorch dje Punkte f) , Di . al» 
Scheitel, und dtirch die ^urve erzeiipjton Kegeln, w\<] rnhillrli ein 
jeder den ersteren geineinsidiaftliche Punkt, welcher nicht auf 
dem gemeinschaftlichen strahle der Kegel liegt, der Curve selber 
Mn. -^Es mm aker bemevkt' werden, 4tm ote Aa%abe: Wenn 
vf>n zwd KegelMSfcnltten ein Durchschnittspunkt bekannt ist, die 
v'iVtri-en bu finden — eine AfiTj-ilte. nnf w^-lcho auch die Verdop- 
pelung des Würfels /.urückkomnit — schwerlich ndttels des 
bh>ssen Lineals und eines festen Kreiee« feinst werden kmn. 
Doch lassen sich jedesmal ein Kreis und eine gleichseitige HypeV- 
Ih'I finden, fh'ren Dnrchschnidr joTii' !*Tiiikfe sind, wovon der 
Grsnd im ^ten Theite de« Ardiii« 6. 10. , JLehr«. 3. > a) uud /) und 
6. 24. zu i» II dien ist. 

f) Die Strahlen eines Pnnktes, welche den sSromtlicheii StnJi- 
leo etWee K^ls Bwettea €ii«d«e perallel i^ud , bilden einen 49m 
letzteren congruenten Kegel ; sin<i daher ftlnf Paar Strahlen zweiet 
Kegel zweiten Hrndes parallel, so ist jeder Strahl des einen einem 
Strahle des anderen parallel. Hierauf beruht folgende Konstruk- 
tion: iMan ziehe, Mie vorhin, die Geraden «, c, f/, e uud Ot, 
f»i, C| , dl, fi, und sodann dnwll einen der Punkte £>, />f » n. ». 
durch D, mit den Strahlen , Äj , r, , des anderen die paral- 

' lelen Strahlen a" , //', e", d'\ fcine heliehige feste Klient' werde 
Iren a, b, c, d, o*, A", c*, d" und {ef\) der Reihe »lach in den 
Pnnktena', b', c', 0*, , b», c«, 0^ und (eT) 
Man lege durch ft', b', c*, e' einen Kegelschnitt Ä' , und dnreli 
tt", b",V, Ö", f einen zweiten K", suehe die Punkte p, q. r. 
welche "BJ und "BJ' ausser (c'f") gemein haben, und ziehe durch 
nach diesen Punkten die l^ahlen p, (mit welchen die Strab- 

•Inn pi * 91 « r^ des Punktes parallel sein mugen) ; so b ent im - 
men p. r/, r die Riclilangen dreier unendlich entfernter 
Punkte der ( urve. Sucht man ferner die bei<len Kbenen, 
welche, die durch a, 6, c, d, e und , 6| , C| , f^^ > /t bestimm- 
ten Kegel K, Iftnes p und pi (oder y und t nnd tj) befilh 
ren, no bt ihre Uurehselinittslioie die Tangente der Curve in deM 
Punkte, nach welchem pifj.r) ireriehtet ist. tl. h. eine AsTmp« 
toteniinie derselben; und zieht man durch zwei der Punkte a 
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hptt^ nit |i die PiMralleleo m, n und sucht die Ebene, welche 
dca dureb jetie Asymptote aod die Cteraden p^piyW.n bestimm- 
ten Oyllnder läng» der erstarto betdliit, so hat man die Berüb- 
run^sebene der Vnvw. in jpnpm iTnendlieli entÜBniten Paukte^ d. h. 
mUB As ymptoteo ebene der ( urve. 

Die unter «) atigestelite BetrachtuDg bat zugleich ergeben: 

Lehrsatz 

Durch sechs im Räume beliebig gfgebene Pvnkt«» 

von wolthcMi keino vier in riücr Rhene liegen, iJisst 
sich alieinai ('iiifr, aber duch nur v'wt einziger caumü- 
eher KegelscLuitt der driUen ürdiiuug legen. 

Ferner folgt aas d) und Lehrsatz 3. 

Lehrsatz 7. 

Sind im Räume 0 heliebij^c Pti niete gegeben, so sind 
in jeder beliebigen Ebene Lj Punkte {gegeben, in wel- 
chen die Verbiudungslinieu der erstereu die Ebene 
nebneiden; durch je rflnf dieser Pnnkte, welehe dep 
Strahlen je eines der gegebenen sechs i^unkte ange- 
hüreo, geht ein bestimmter Kegelschnitt, im Ganzen 
sechs Kegelschnitte; und diese letzteren haben nicht 
nur paarweise jene 15^ sondern aUe zugleich im Allge- 
meinen aucb noeb entweder einen oder drei besondere 
Punkte gemein. 

Die anendlich entfernten Punkte der in Rede stehenden Onre . 
biotot» den naturlichsten Einthei!itnQ;si»rand ihrer Arten dar. — - Von 
den Durchschoittspunkten P» Qf t der unter e) gedachten i^egel- 
scbnltl» KS sind Im AJlsemetnen entweder nur einer oder aNe 
drei vorhanden. Im Besonderen aber kOnncd auch zwei dersel* 
beti oder alle drei sich vereinigen, d. h. mit andern Worten: 
jene kc£feli»€bnitte können ausser dem Punkte (e'f") einen Punkt 
p und einen Punkt (qc) , in welchem sie einander berühren, oder 
aber nur noch einen einzigen Punkt (p<)r), in welchem sie sieb 
oskuliren, gcniein haben. Ein liinfter Fall, diuss einer der Punkte 
p, q, r sieh mit (e'f'O vereinii^e, \h\ hier nielit /nlässig, weil dann 
die Kegel K, einander längs ibreui.geroeiiu^etmtllichen Stralile 
iefi) beribren, und hieimit die Gerre selbst in einen gewGlm- 
Uebeo Kegelschnitt ausarten würde. Entweder biso 1) wem fibet^ 
liaapt nur ein Punkf p existirt, hat dieCurve nur einen ein- 
zigen unendlich entternteu i-^unkt und in demselben eine 
Asymptotenlinie und eine Asymptotenebene von end- 
lieber Entfernung. Unter allen Kegeln, welche sie erzeugt, 
gibt es also nur einen einzigen Cylindcr nnd zwar einen ellipti- 
schen. Sie mag daher «olhst eine r.iiiniiiche Ellipse heissen. 
Oder 2) wenn drei Punkte q, t getrennt vua einander existi- 
renkf. Iiesitit die Curve drei nnendlidi entiernte Punkte 
■At drei Asy mptoteiilinien «nci dc«i A^y mptetenebenen 
von endlicher Entfernung, nnd es »iht dann unter jenen 
bügeln drei bypeiboilsdhe Cyliuder, deren Asyniptotenebe- 
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neo paarweise imrallel «ind. Die Curve heUse daon eine räam* 
liehe Hyperbel. 3) Wem ee eloen P^inkt p vmä ehm PmM 
(<|r) g|ibt, imt die Ciirve nur zwei u ii e nd ticb • etf er n t e Pttakte 

* mit einer unendlich entfernten T a n ff e n t e und einer Asymp- 
tute und zwei Ae^yiiiptotenebenen won endlicher Entfernung. Unter 
den von ihr erzeugten Kegeln ist ein hyperbolischer und ein 
parabolischer Cylinoer, die eine Asymptotenebenc des ersto- 
ren mit don dip Kegel K und Ä\ längs (qr) hernfirenden Ebenen, 
die anderen mit der die Geraden p und (qr) verbindenden Ebene 
und zugleich mit den Durchmesserebenen aes anderen Cylinders 
parallel, in dteeem Falle mOge die Corve eine ftltaniliefce) para- 
DO Ii sehe Hyperbel heissen. 4) Wenn es einen Punkt (poc) 
gibt, hat die Curve nur einen unendlich entfernten Punkt 
und in demselben sowohl eine unendlich entfernte Tan- 
gente als Berübrnngsebene; nnd es befindet sieb anter den 
▼on ihr erzeugten Kegeln nur ein einziger, nämlich ein pamboli- 
scher Cylinder. Dam faeisse dieselbe eme r&nmllebe Parabel. 

Lehrsatz 8. 

Ein rTtiimlicher Kegelschnitt dritter Ordnung hat 
entweder 1) drei unendlich entfernte Punkte ohne un* 
endlich entlernte Tangenten und Berübrungsebeneo 
(riinmlidie Hynerbeh; oder 2) nur einen anendlicb entfern- 
ten Funl^t oiine dergleichen Tangente nnd Berührungf- 
eben»' (rSumliche Ellipse): oder 3) zwei »inondÜrh pntfernte 
Punkte mit einer einzigen unendlich entfernten Tan- 

ßente und Icelner dergleichen Berfibrnngi^ebene (parabo- 
■che Hyperbel); oder 4) nur einen unenaiich entfernteo 
Piinlctmit einer iinrndUrh oti f fr rn ton Tangente und 
Berfibrungsebeoe (rä^amiicbe Parabel). 



n. 

Der vorigen Betrachtung steht eine andere snr Seite, welche 

Ton drr Frage ausgeht: Wenn zwei collinearc Ebenen von 
beliebiger a g e im H a u m e gegeben sind, >v e 1 ch e ein- 
ander entsprechenden Geradenpaare werden dann iu 
Je einer Ebene liegen, und welche Curve oder FUcbe 
werden diese Ebenen umbflllen? Der Gan^ der Betraehi* 
tnng bleibt natürlich derselbe, und es wird daher hinreichen, nur 
die Resultate anzugeben. Die Nummer der Satze wird immer su* 
gleich die der fraheren reciproken Sätze sein. ' 

Lehr'sats 1. 

Sind im liaume zwei coiJineare Ebenen in beliebi- 
ger schiefer Lage gegeben, so gibt es In denselben 
unzShlige Paare entsprechender Geraden, welche In 

einer Ebene iie«ren, und zn ar bilden alle diese Ebenen 
nebst den beiden gegebeueu Ebenen eine Curve dop 
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|>eUer Krümmung dritter K.la»8e, und diese wird iu die- 
sen beiden Ebenen von denjenigen Geraden, welche 

wechselseitig ihrer Durchschnittsl inie entsprechen, und 

In denjenigen T^unkterj brnihrt. Heren pntsprpchenHo in (lerDiirch- 
achnitt^^lioie der Ebenen und in den betreffenden Tangenten 
liegen. 

■ 

Lehreats IS. 

Sämmtllcbe Ebenen, welche entsprechende Gerade 
Bweler sehieflleKenden eelÜDenre« Ebeoeo ▼•rbinden, 
ttmhfillen zwei Kegelschnitte, welche eine TangeBt* 

f;eni c! n haben und in diesen Ebenrn lipiron. .SSmmt- 
iche Tangenten der Ton jenen Ebenen gebildeten Curve 
doppelter Krümmung dritter Kla^^e sind die Verbin- 
dungslinien der Punktenpaare, in welchen je eine jener 
. Ebenen die beiden Kej^elschn itte berührt; insbeson- 
dere sind die in den beiden Ebenen liegenden Tangen- 
ten der Curve diejenigen zwei Taugenten der Kegel- 
«ehnitte, welche nach den Berührungspunkten derDoreb- 
•ehnlCtslinle beider Ehenen and des jedesmalig«« 
anderen Kegelschnittes srehen: und die Berührungs- 
punkte der Curve in den beiden Ebenen sind die Be- / 
rfihruugspunkte der beiden Kegelschnitte und der eben 
genannten Tangenten. 

Bedenkt man, daaa ein Kegel entstellt, wenn eine Schaar Ten 

Ebenen zwei Kegelschnitte im Räume umhüllen und in einem 
Punkte (Scheitel, Mittelpunkt, Centram dr« Kp^jels) sich schnei- 
den, oder aber wenn dieselben die entsprechenden Strahlenpaare 
zw cier im Räume beliebis liegenden conccntriscfieu ebenen Strahl- 
hüschel verbinden« so wird man es natürlich finden, die in Rede « 
stehende Curve ehien exeeBtriaehen Kegel dritter Klaeee 
zu nennen. ^ 

Lehrsatz 3. 

Eine jede Ebene eines exeentrtschen Ke^el« drit- 
ter Klasse wird von allen übrigen Ebenen desselben in 
den Tangenten, und von elmnitlieheD Tangenten den- 
•elhen In den Punkten eine« Kegelschnittes gesehnitten. 

Lehrsats i. 

Je zwei Ebenen eines exceu trischen Kegels drit- 
ter Klasse sind in Ansehung der Geraden- nnd Punk- 
tenpaare, in denen sie von sfimmtllchen Bhenen und 
Tangenten des ersteren geschnitten werden, collinear. 

Lehrsats 5. 

Ein excentrlscber Kegel dritter Klasse wird ven 

jpdpr Rcirjcr Ebenen in demjenigen Punkte des in die- 
ser Ebene von ihm erzeugten Kegelschnittes berührt. 
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in w eldhem dieser leUlere von der ketreffeiid.en Tan- 
gente den er«teren bertbrt «rird. 



Ao sechs im Räume beliebig gegebene £benen 

einen exccntrlsch en Kegel dritter Klasse zu legen, 
nämlich: a) für jeden Punkt, welcher auf der Durch- 
weh fi i ttsl in ie zweier der »eckt» Ebenen lie^t, die durch 
ibn gebende dritte Ebene der CnrTe; /}) die. Tangen* 
ten und y) die Berühruosspunkte der Curve in diesen 
Ebenen; d) die Ebenen der Curve, welche durch einen 
im Räume beliehicr gegebenen Punkt gehen, und insbe- 
sondere tj df ejeiiit^en, welefae mit einer gegebenen Qe* 
raden paralJel sinn, sn finden. 



An sechs i« Rourae beliebig gegebene fibenen» von 

denen keine vier durch einerlei P unkt gehen, lässt .'-ich 
allemal einer, aber auch nur ein eiosiger exoentrischer 
üegel dritter Kla&se legen. ' 



Sind im Räume seciis beliebige Ebenen gegeben, so gehen 
*ron einem beliebigen Punkte des Raumes nach den Durch« 
.scbnittslinien jener Ebenen 15 neue Ebenen; je fünf 

dieser Irtzteren, welche nach den f) u rcb.sch n i 1 1 s Ii n i en 
ciiipr der se«'bs erstereu mit den fünf übrigen gehen. 



Gänsen sechs Kegel; i^nd diese letzteren werden nicht 
nur paarweise von den 15 Ebenen, sondern alle zugleich 
auch noch entweder von einer oder von drei besonde- 
ren Ebenen berührt 



Unter allen excentrischen Kei;eln dritter Klasse 
besitzt nur derjenige eine unendlich entfernte Ebene, 
und daher anch eine dergleichen Tangente.nnd Berflh* 
rnngspnnfct, welcher von swet Parabeln ersengt wird. 



Aufgabe. 



Lehrsats 6. 



Lebrsats 7. 



uiuhüliea einen beistimmten 




Lehrsatz 8. 

(Ohne etgentliehe Reoiprocitiit.) 
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Einige Betrachtungen aus der hülieren 

Cteometrie. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

an der Univenität zu Jena. 



Es 0ei in Taf. IV. Fig. a V der Anfaiig»piinkt rechtwinklichter 
Coordinaten OM=a ,MP~y und PQH eine willkuhrliche ( nrve, 
an welche Im Punkte P eine Tangente gelegt ist Con^truirt 
man zu ÜM uud der Sufatangente MS, die mit « bezeidmet werdeo 
möge, die mittlere baraionisclie Proportiooale 

» 

ffo kann da« Rechteck aus ML und MP, nfimlich LMPN, in 
irgeml einer Relation zu der fibcr der Abscissc liecendcn Fläche 
OßlPQR umierer Curie stehen; so wäre e« z. B. oiugUcb, das» 
für OAJPQR=:u 

♦ 

wire, wie dlesa s. B. bei der Parabel der Fall ist*). Allgemeiner 

ausgedrückt, konnte überhaupt 

sein, und e« wflrde mm darauf anl^oannen, diejenige Cuire, d. h. 
Ihre Gleicfanng yr=f{x), zu bestimmen, in welcher die genannte 
BigemiicliBft am filode. Man briivchte aber nicht geiade fsw(a^Au90 



*)l"ur die l'ttrabcl p—iTpx ist beliannUich K=|ary,« — 2r, also 
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X und t die inltlloro harmonische Proportionale zu constmiren; 
man konnte diess auch zwischen Ix und ä, 3.r und s , oder ^ x und % 
u. 8. f.. Überhaupt zwischen irsend einer Linie z und vorauä- 
gesetzt, dass % auf bekannte Weise von x abhängt, also etwa 
ss5^^) bt Id dieser Allgemeinheit an^efaaet, i^lrde dbb die 
Aufgabe lanteo : 

Es > wird die Gleichuns derjenigen Curve gesucht, in 
welcher die fiber der Abscisse x stehende Fliehe «, die 
Ordinate jf und die Subtangente « dnrch die Relatien 



mit einander verbunden elod, wobei ^(if^ und svr^ 
willkübrUcbe FitnlctioDen erster Dimension bezeidinen. 

Die Gieicbnng (1) llsst sich auch in der folgenden GeslUt 

1.12 

» nach MiiltiplikafioD mit in <ler nacfastehmiden 

1 2 



darsteilen, und führt In dorselben sogleich xur DiffSerenzuiglelcbnDg 
der gesncliteo Cunre. Da nämlich 



ist, so folgt umgekehrt 



Femer gilt zur Bestimmung der ISubtangeate einer Curve die Formel 



woraus man sogleich erbiUt 

t^-dx^I^' W 

Subsütuireo wir jetzt die unter (3) und (4) gefundenen Ausdrucke 
tb ff nnd^ hi die Gieicbnng (2), so wird 

dht, l flu 2 /flu\* 



dht I flu 2_A/mY 
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oder 



wobei der Beijuenilicbkeit wegen 

gesetzt worden ist — Das Integral der Differenzialgleichong (5) 
wflrde uns biid « als PnaktloD von also etnv« m^F(x) -i- C 
geben, wobei die ronstante so bestimmt werdea »im* dMs^ 

se=0 auch n=0 wird, nnf\ darauf hätte man, nm die Relation 
zwischen v und t tu finrlen, blos eine ßimpte DifferenziatioD nd> 
thig, nämlicb zufolge der dleichung (3) wäre y = P {x). 

Die lotecration der i>ifferenzialgieichung zweiter Ordnung und 
sweMen GiaM, ^ad weicbo vrtr Ib Kro. (5) gelunniiMiiijiMl» wflvd» 
sehr leielit «ein» wenn das Glied auf der racbten Seite asO, dto 
Gleidrang «bo toh der Form 



wIn; denn oiaii bitte dwiii,fillr^s=te: 

oder 



oder, weoo man deo constanten Faictor mit % beseicbnet, 

du 

UDd hieraus wSre v durch eine neue Integration leicht zu cntn ickclo. 
Da nun die Gleichung (t) bis auf die rechte 8eite formell mit der 
so integriienden ideonaeb ist, ao liegt die Veimntbaiig aebr nalia, 
dass auch ibr Integral tron SbnOebef Fecm.a^ irerde; wiracteen 
datier confotm mit (B) 

^=»«-/x<» <g) 

aber mit dem Unterschiede, da5s wir hierunter % nicht eine ron- 
staute» »andern eine erst noch zu bestimmende Funiition von x 
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oder « verslebeo. bnrch Differensiatioii von (9) ergiebt mcb nmi 



I 



dx^ \dx 



oder, wenn Buw fllr die Ezponentialgrtae ihfee Werth aus Nto. ((I) 
svbstitiiirt, 

dhi /</» 1 du 

. dx du ^ d% . , 

man noch-j für . , so wird 



d^u 



MI Ami di« Glelcliiing Nro. (9) In der That das erste Integral 

▼OD der Differenzialgleichung (5) darstellen, 80 muss die Gleichung 

(10) mit der in (5) ideiitisrh sein; da auf der linken Seite diese 
Identität bereites «itatt tiiidt l . so hrnuchen wir blos die rechten 
Seiten zu vergleicheu, uu<i daraus erbalteu wir 

1 dM „ 

— —-SS 17 ' 

d. b. eine Gleiebung« welebe zur BestinmiiiDg von n dientt obulicb: 

d» „ , 

^^J* Vdu^OmtXt 

wobei zur AbkQrsnog t?i^-=s.C gesetit worden ist Substitiilreii 
wir den Werth von % in die Glelehung (9), so wird 

oder 

rfii. e-/»= CW» . e-/», 

lind da hier die VariabeJen getrennt sind» so ergiebt «ich durch 
Integration ' , , 

als vollstftndige Integralgleichung der Diierenzialgleicbung (5). Nach 

gesch^h**ner Integrattun li"sf üi.tn sio nach ff auf, bestimmt die 
wilikührlichen Cnnstantcn iLish sich » mit x gleichzeitig an* 
nulUrt, nnd erhüt dann die «^ixichte Gleiebung zniscben « and x 
mit HOUi» der Fersnl 



A 
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Als erstes Bebpid batflichteii wir die Spesialiairmig 9 («)= ti, 
also 

£0 giebt dasselbe 

und loiglieb ist die Integralgleichung (11) 
oder 

und wenn wir C 0=6 setzen: 

♦ 

I 

wobei in diir TknC «»^0 Ist ftr m—^. Blncft (13) ei^giebt sieh nun 

_ b 

als Gleichung degenigen Curvc,, io welcher die Koordinaten mit 
der FUche u und der Snbtangente 9 durch die Rektion 

U = 



verbunden sind, wovon man sich auch leicht a posteriori äber- 
zeugen kann. 

Flirre»)::?-* npia^^-^t wo 11 eine von der EhAeU ver- 

du Ji 

schiedene Zahl bedeutet«' wifd C7s^— ,X=i— 1 nnd folglich 
Di» htegralgleiebung (10) gebt dabal ta 



220 

oder 



Aber» woraus man, fiir 



■ehr leicht 



findet. Hierdurdi bestimmt sich dann u und ^ sebi leicht Die 
angehOrlge Rebtioii siriseheo x, u, i UA 



,1 

- *2 X* 
1 « ^ • 

oder 

umI es ist abo in dleeon F«Ue u einem Rechtecke gleich, wel- 
che« die Ordinate zur einen Tind die mittlere harmouische Pro- 
portionale zwisciieu Abscis8c und (ac her Siibtaiigeote sur anderen 
Seite bat. Für »^=2 giebt diettö z. h. 



Vi' 



wobei t* mit x gleichzeitig verschwindet» und ferner 

(rinbtnian den rnn.stanten « und 6 spezielle Werthe, so er^t^ben 
•ich besondere Formen unserer Curven; z. B. aus (13) für 6=0 



woram man dimih DiStreuSatkni naeh js mA flir 

sehr leicht erhält: 



Digitized by Google 



221 

al<o Cunren, welche unter da« Gescblecht der Parabeln gebaren, 
trenn l>2tt Int; fiir nss} iet a. B. 

und tn der That wird hierdurch di« Gleichung (14) für be- 
friedifft; (ur n = j erhält man die sogenanote Neil' (»che Purabel, 
die Evolute der Archimedeiacfaen* 



Vebuiigmufsalieii fttr Sclifller. 

^ Von den 

Herrn Proferaor Dr. O. Schlomilch 

8« der llaheerfttt an 



Man soll die folgende Regel zur Beurtheilung der Convergeoz 
oder Oivergena der KeÜie 

beireiaen. Wenn die Reihe 

eoDTergirt, so ist diess auch mit der obigen der Fall > imd «renn 
die BMbe 

«b-f «1 «o + «i +"« «o + "i + + 
divergirt« «o divergirt auch die anfangs genannte. - 



Von dem Mittelpunkte eines dreiachsigen Ellipsolds sind Per- 
pendikel auf die Tanj^entialobenen desselben gefSlß; man soii nun 
die Gleichung derjeaigeu Häthe aufstellen, welche die Fusspunkte 
jener Senkfeehten in tbrer Oontinoiiflt enteugen. 
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XXI. 

• . VI 1 0 c e 1 1 e nu 

Ueber den Brinkley'«chen Satz vom Mantel dea aduefea 

Cylindera. 

Von 

dem Herausgeber. 



* 

ßrinkley bat die folgende BestiromuDg des MaoCela dM 
schiefep Cylfnder« mit kreisfönniger Basis gegeUeo, welche, so 

einffir)! und so Ii'irht sich ganz von gelbst darbietend dieselbe 
auch ie»t, doch verdient, aUgeiueiuer bekannt und bei dem Elemen- 
taniaterriohte bewitzt zu werden, da sieancb «ehr wohl eine ganz 
eleinentafe Darstellung gestattet. DieseAe scheint übrigens von 
dem genannten Matlicmatiker srhon ^ftr l.^nirercr Zeit Lrr'jchcn, iituI 
nur erst jetzt in einigen Iranzüsischeu und englischen Journalen 
von Neuem henorgehoben worden zu sein. Ijci dem geometri* 
sehen Eiemenftuunterrichte ist es wohl manchem Lehrer schon 
eben so unangenehm , wie oft dem Verfasser diese« Aulisatzes , ce- 
weseu, in der Lehre vom Cyiinder sag<<n zu niiisjfen, das* die Be- 
stimmung des Mantels des schiefen CyÜnders in den Elementen ^ich 
nicht ffel^R lasse und nur durch Kimsq^ffe der hTihem BlathemKlik 
mOgücn sei , überhaapt den Anfönger ohne alle Auskunft Aber die* 
sen Cecenstand lassen zu müssen. 

lu ^raf. IV. Fig. 9. sei ABA' B' der durch die Axe eines schie- 
fen Cylinders geführte, auf seinen beiden parallelen Grundflächen 
senkrecht stehende Schnitt. Legt man nun durch die beiden Punkte 
B und B' zwei auf Her Axe <Jes schiefen CyHnders senkrecht ^ 
stehende Ebenen, ao crliält man den zneifen geraden CyUnder 
ßCB'C , und aus dem Priucii) der Synwwctrie erbellet aul der 
Stelle, dass die beiden krummfiSchigen Mintel der KSrper ABC 
und ^'Ä'C einander gleich sli !. iler schielb Cyiinder 
und der gerade Cyiinder BCii also offenbar gleiche IMäntel 
haben, so dass folglich, nenn wir die Mantel dieser beiden CyUo- 
der respective durch M und 7X1 bezeichnen, 

ilf = m 

tat. , Die GrundUficben des geraden Oylfaid^ BCB'O- sfaid aber 
EUipsen, deren grosse und kleine Axen, wenn die Halbmesser der 

Grundflächen des schrrfpM (Zylinders durch r, und der Ncio;un^ 
winket seiner Axe geilen t^eine Grundiliichen durch J bezeichnet 
werden, wie sogleich in die Augen lallen wird, respective 
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9r und 2r sin/ 

sind. Die Hohe des geraden CvUnders BCHfC ist der 8eite js 
* de.s schiefen Cyünders sleich. liezekhoeu wir uuu den 
Perimeter einer Ellipse, deraä Axen fiberhaupt 6 eina, «lurch 
Per. Ell. ao iet effenbar 

m=«.lPer. EU. arainy»; 

also nach dem Obigen aaeh 

s . { Per. Ell. (2i! , 2r sin J) ! . 
Ist nun aber h die Hübe des schiefen CyUnders ABA'B' , mo i»t 

i^ = ««inJ, 

und folglich 

2r:2r8ioy=«:/i=l:8io 

oder 

2r:« — 2remJ:il. 

Daher sind zwei EUipseo, welche die Crossen und UeSnen Axen 
%t9fbtiJ und «, A beben, einander ähnlich, und es ist folglich 
offeabar «nch 

Per. EU. (2r,2rsin^:Per. EU. (f,A)=3r:ff, 

also 

Per. EU. (2r. 2rsiD^)=ylPer. Ell. (*, A)|. 

Pilfart maB. diesen Werth fon 

Per. EH. (2r,2rsinJ) 
in den oh^en Ausdruck von M ein, so erhält man sogleich 

M=1r.\ VvT. Ell. (sJi)\, 

d. h. der Mantel eines schiefen CyUnders mit kreisför- 
miger Basis ist einem liecbtecke i^leich, dessen Grand> 
linie nnd H6he dar D^irebnirKser einer «einer beiden 
gleichen Grundfifichen und der Perimrter eiiuT mit 
seiner Seite und Höhe als Axen Uesch riebeneu F IMpse 
sind; welches der Ausdruck ist, auf den Brinkley die üestiai- 
muDg des Mantels eines sotcben CyUnders geliracbf nat. 

Bemerken will ich nur noch, daas.roan bei der obigen Darstel- 
lung auch die Anwendung der Trigonometrie oder vlflnuhr (^onio- 
nM'trie. d. h. den Gehraiich des durch sin / dargestellten \ erliült- 
nissexuaiieoten» leicht ganz vermeiden kann. Die grosse und kleine 
Aze der GnindiÜehen des geraden CyUnders sind nSmlich offenbar 
AB und BC, also ganz ivie oben 

m SS«. (Per. Ell. {AB, BQT* 
und folglieh, weil M=iXt war, aueh 

üf =».{Per.EI. (JB, ÄO). 

Aus einer ganz einfachen Betrachtung der ähnliehen Dreiecke 
ABC und BB'D folgt aber aagenblickfich 

AB'.ßC=^BB'iB'D=i;h 
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Per. EIL iAß, BC) -^ [ Per. EU. (», /*)!, 






Sftts folgt. 

TbeoretSaeb genommen bat übrigens der Briokley'sche Sats 
micb melnei Ansicht nur wenig Werth, da er die Rectifiration der 
FJlipse voraussetzt; die ja bek.'tnntÜcfi mir dnrch unendliche l^rÜien 
möglich ist. Aber um dem Anfänger wenigstens eine deutliche 
Ansicht zu geben, worauf es bei der Bestimmung des MaoteLs 
eines schiefen Cylinders eigentlich ankommt, ihn überhaupt nicht 
ohne alle Belehrung über (uescn Gegenstand lassen zu durlen, wie 
bisher beim Elementarunterrichte immer ge^ichehon igt und ge- 
schehen luusste, scheint mir der Briokley'sche ISatz in der Tbat 
sehr geeignet sa sein. Vielieicbt werden ancb andere Lehrer den- 
selben künftig bei*m Elemoiianinterrichte zu benutzen und in den- 
selben einzulührpn anjremessen finden. f)er Umfang einer Ellipse 
lässt sich ja wenigstens uiecbanisch mittelst eines um dieselbe 
gelegten Fladens messen, was man in der Praxb inelleicht selbst 
seiner Bemcilnang ans den beiden Axen Torsiebsn diifte. 

Die Fonnei fBr den Mantel des geraden Cylinders folgt übri- 
gens leicht aus dem Brinkleysclieri Satze, da lur diesen Cylinder 
f = A ist, also Ell. (s, h) in 'Ell. (h. h) , A h. in den mit der Hohe 
h als Ourchmesser beschriebenen Kreis übergeht, folglich 

Per. Ell. (s,A) = Äis, 

und daher nach dem Obigen 

Ut, welches ganz mit dem aus den Elementen allgemeio bekann- 
ten Ansdmcke übereinstimmt 
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Veber efnige bestimiite Mntegme, 

Von tltm 

Herrn Doctor P. Arndt, 

Lehrer am Gymaaeiam so StraUundl. 

Die ganze üntersuchun-, welche ich im Folgenden SLnatpHrnn 
wwde, iMisirt sich auf die Werth bestimmung dw lS^U 




V P^^S' dasselbe einen b( sfinunf. u ondM 

vh^n Werth haben, flir den man, Ähnlich wie bc.iu i^rJ Ii" 
rithmus. eme coDwgirendc Reihe erhalte« k^n S^'^J^^lfZ 
Üch lär die hekanote Reibe, multiplicirt dieselbe mit K 
IntogiH* und macht der Kürze halber *' 

(«).... 2/.* 2 o + 4 o:::;4- 

04» kommt 

y'*p C08 

Wer tritt min bei Bestimmu,^ der Constante C\ r!i»-oIhe S< 
ngkeit \Me hei der des Intei^ralfoffarithmne ein iidoi.. .k./U . 
e^) mitleU. .Icr Reihe („) &.l,I r,iM "««in «. Änto, \ve ! 
alle Oheder iinendlirh wcrc en. D e folirpndp ITnf«^« V * .® , 

fhon, «tollen .vir je.lo .Icr.'wi' „ ,Cb et?Ä„^^°,"*'?^ 
■•«hirendls mit arifgenommeu »erden mu!.. '* ^ 
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Bezeichnet nämlich C die Constaute des lotcgralloganthmiu, 

80 ist 



wo p > 0 sein mitss. Kunote mao non eine FonetioD tod /TjrX 
00 bestlnmieii» dass f{y)^y = \l'P^ <p{p)» woliel ^p) flfr 

pssO Dicht miepdtich wflrde« «0 h&tte man 

^— 9(^)^+2" *■ 5" • 1^75+ «te., folgUch, wcDo mao p^O 
aetBlet 

oder 

mid C wSro somit durch bestimmtes Integral ausgedrilclct 

Eine solche l uuction, die obigen Hediiisuüi^eii genügt, ist nun 
1 ' /'r c)i 

Ay)= (1^ -^; denn man ündct leicht — r =i/.|j«— 

also ^py^'-lip^lh 9(0)=:es tolg^^ 

wie schon t)ekannt. 

Keineswegs ist dies die einzige Form , unter welcher C sich 

1 1 w 

darstellen kann. Betzen wir z. B. /(y)=^g^|^=-— |^^ , so 

Voxamin fi^)dy = lLp^'-*\l.0^^p^), al**o 9(p)=-Ua+P^» 
9(0)=0,1md 

Auf ( iiio ähnliche Art kann man nun fllr die CoDSlaiite Cg eia.be- 
stimmtes Integral fioden. Denn es ist 

wir also weiter f^f(y)By=: y. p* + fp{p). 



Digitized by Coogl 



227 

oder • • 

Ct = 9(0) - I ^-f(s) I £1». 

I 1 
«Allt M» abo. wie voKher, ''^ *^ * ' 

Untersuchen wir jetzt die t«icli aus 1. und 3., oder aus 2. und 4., 
etgebeode DillereiUE 

1 /^^ 
Man setze für — da« bestimmte Integral / und kehre 

die lotegratioD um; dano kommt 

■ 

Nun Ut 
folgücb 



0» eodlicb y(r:i7^-,-|p)8»=«l+i.)-i/.(lf«»)=4/.3^. 

SO ist offenbar^^^ Cr~fli — X-f^»* )^^^^* *^ ' Q — C=0, oder 
Ci = C. .Dejuuacl)^ ist 

16* 



wo 6=0,5772156.... ist. 

r 

Wenn im yorigen Pamjraphen auch hinreichend dargethan ist, 

dasgCr=Cist, so will n h dnrh eine Bestäfiijnncr dieser Wahr- 
heit auf anderem Wege gehen, der uns zu einem inerkwürdigeii 

Ausdruck der Function — ^^"^ fahren wird* 

Bekanutlicb entiriclLelt Lejeune-Dirichiet dadurch, 

dsms er den Ausdruck r(a) = /* x^^^er*^ nach a differensiit, 

wodurch F'ia) = / «^^e-'Ärap komml^ nun filr £p das beatiBunte 

(e-ff — <r-'9)-^ setzt, und die Integratioo umkehrt 
Statt deaaen Dehmen wir iSe Gleichuag 

/** co8y-cos:»y^^^ 

2U Hülfe, setzen also r'(«)==/^ x'-^e-'dasj ^ — y 

= /* & /* ;r<»-i e— ' (cüü «—'0080.'//) 3:r. Beachtet man nun, Haas 

y «*i-i«-«cob2/2j:=eo8yr(«), und 



»CD 

ist» so kommt 



- ^ cos (n arctanff «V 



Belcanntlich ist nun die Constante des Integrallogarithmue 6' dei 
Werth, welchen — ^ erhält; alao wird die vorher- 

gehende Gleichung för a=] folgende: 

/»» cos(arctan gy),ay 
. -C==/^ icoajf (rfpjf-^f' 

.... 1 co8(arctang«) 1 . ^ , . , 
iSun fiodet man leicht, das« ist, also wird 



I 
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und wenn man diMen Ausdruck mit 4 vergleicht» aa kommt QssC 

Herr Prof. Sehl Smilch ist in ein(>r Abhandlung;; „Notes sur 
quelques iotögrale8d^fioie8'*(CreUe'fiJoarD.Bd.33.tp.31d.) 

auf die FaudioD C+ i/.p«- • f 2 ' * T^l' i'^^ geführtwor- 

den; ich weiss nicht, ob er bemerkt hat, dass dieselbe gleich 

g*P cos ?/ 

^ y % ist Ich werde im Folgenden die Schlumilchscbe Be* 
sc&hnung w&bieo, nach welcher 

so daas also auch 



}. 3. 

üefcer die Integrale «=/^ __. 

Wird x^ay gesetzt, so kommt 

P"^ cos abydy ' /** sSunhtßy 

oder fitf aftsm: 

/** cos wutSj: /** sinm^gBj; 

aetzt man terner l+ar=y, so kommt tc= / ^'^ 

" "^ t folglich durch AuHösung des Cosinus und 

Sinus: 

sinimdtf P^ CMnnfig 
v=co8iit / / - ^ — smm / 

Voo'dieseD beiden Integralen ist ^ coBfm/d^ ^ 1^ ^ 
UDtwickelt und gleich — (^'(m). Was 'das aoSere hetriit, so M 



potttiv ist Das Integral f ^^^^^ ist eine doch Reikeif 

y ^ , . 



wo Wl 



eiitvvickoibare TraimceodcDte, iveicbe 8chlöiniicb a. a. O. durch 
Sl(/n) beaeidinet, so dass 

i«t DfiMiifh tot 
oder auch 

(«>0, 6>ü). 

Diese beiden Integrale sind einer sehr bemorlcnswcrtlien Trans- 
formatioQ filbig» welche wir im nächsten Paragraphen lersuchea. 

.5.4. 

/»ac /»OD /»• />• 

(die Integration ist iini<;okehrt worden). Setzen wir aiso/(dr)=390S&r 
odbr f{x)=i&inbx, und beachten, oass 

. / g-** cos 6g6a; = ^ > J ^ e-«*8in6a:öj:=gjq;^ 

ist, 80 erhalten wir 

Ffir die Integrale linker Hand i&aun man auch ^ 
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MtMn, wia man durah muMt^ Tnnsfonnatkiii fiwirt; 



^^=_cos a6 6Xa6) + sin «6 ( Jtt - ÄXa6)l. 

Zu demselben Resultat ist Schlo milch auf gans anderem 
Wc^e gelangt, in ^er Abhandlong „Sur rintdgrale dännie 

__^^xfc)« (Crellc's Journal Bd. 33. p.325.)*)- Seine 

Methode \l\sst sirh. wenn man oinico »Irr im Vorhergehenden ent- 
u ickeitea ßtiöuUiite zu Hülfe uijuuit, aul folgende Art vereinfachen. 

SchlSmUch differeiiBirt die Gieicbnng »=/^ 

mal nach m, und ündet sogleich 



Dieae Differentialgleichung iSst er naeh Lagrange' a bekannter 
Methode auf, nnd erbftlt 

«==«lnm(»i+y^^y^cosma») + co8«(ci~^ 

Die Conatante c« iat leicht bestimmen; denn sef/on wir 

- öiumB/w = /'(m)» und machen fli = 0, so kommt J ^ ff^^ 



oder 



^osiflö»ii)+cosm{-2— (/lm>— /"(B)) l> 



(^)*„aÄ8inTO(£i+y^^€08Jiiaw) + coiiw(|--y^ ^^8^). 

Die Conatante C| könnte man dadurch zu bestimmen versuchen, 

daaa man /** —^^^-^f entmdcelte, nnd in = 0 setzte; 

cm n l-i j:" 

allein dann wird ä= unendlich , und dieser Weg fülirt also nicht 

dm 

cum Ziel. Sehls milch hat sich daher a. a. O. einer höchst ston- 



*) In d«r xtreiten dienet Gleichungen sind die Vorzeichen auf 
p. asr. and p. 3a& uaricbtig. 
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lUk**^"/*!?? ^^^^'"^^ sehr kuostlichen Methode, welche ziem- 
Uch weitlfiufi^e Rechnungen erfordert, hedient; kürzer gelaugt maa 
■o m dem Warthe Toa ^. Ulan setze io der Glcichung%) wT=x; 

^'/y^^^ ^^--1^ -ci cler Factor 

von cos/« verschwindet. Femer muss auch i» fär m=<x). ver- 
schnriüden; denn es ist a»=ilf aarsslf.i, wo Jlf einer 

der Werthe der Function jqp^ von ar=0 bis a:=x , also ollen- 
bar endlich i^t.^ l>aher Ut nach (g) 0=:8inifi(*i i.9)(m)K»i=«), 
wo 9(m)=J -coawa», also ^H*9<qo):=0« ^s=^9,(x). 

Beachtet man mm, dass nach dem Vorhergehenden 



f. 



so Jbommt 



, =»iii toCi'(ot) + cos m { iTT — }, 

woraus man leicht das Integral J*^ aWeitet. 
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Veber einige jUc^timmte Iiiteg^ralet 
welche sieli auf die beiden Integrale 

Von dem 

Henm Doctor F« Aradt, 

Lehrer am GjnniMiimi n SCnbnnd. 



Das besÜmiiite Integral / hat bekanntRcli einen end> 

liclieii Werth, wenn /7>0 Ut, und kann durch die folgende Reihe 
daigestellt werden; 



OD 

wo 0^772150 ist Für e~*=i ver^vaudelt es sich \\\J -j-' 

weshall) man es den Int^niUogaritlimiis genannt nod durch /i(r-f) 

beseichiiet hat. 

In einer frühem Abhandlung habe ich ferner gezeigt, dass das 

/f cos «17 
8a: dufüh die folgende unendliche Reibe daige- 

»teilt werden Icann: 

wo es besonders merfcwfirdie ist, dass die Constante mit der des 
ItiteerallogarithRins ubereinBOnunt. Man kCnnte diese Function 
wohl den Integralcosinus nennen, und Herr l*rof. Nchlumilch 
scheint diesen Gedanlten geliabt zu hallen, indem er es durch 
Ct(p) l»ezeichnete. 
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l'eörigw» kibe leb •. a. 0.gewgt: nOflaolMrliatdMlBtii^ 
/ ^ ^ bestimmten eadlichen Werth, wenn p>0 Ist"; 

lingl indessen docb nicht so auf der Hand« wenbalb leb den 
eftpsngin Beweis dafiit bier nacbbele. 

X«eb einer belcannten Redncfionsformel ist 
y*S^aäP=: ^ycosaÄr4y^^^y'cosaÄ»=|sina?4y^^Är, 
leWkb 

/•fcosa:^ 1 . r\ 



ÜJC- 



Es Icotnnit dUo der Beweis darauf binauj«, zu zeigen, d&ssj -""s^- 



einen cruirK-hen Werth hat, wha auf folgende Weise erbellt Kach 
einem bet^anuteu Theorem ist 

indem M einer der Werth e von sinx ist» welche diese I tiucüoii 
bei der stetigen ITerSuderun^ des ^ ?on oo hlap erlangt; dannn 
dieser Sfams niemals die Einheit fibersteigt, so ist klar, dass 

-^M.— unter der Voraussetzung, dass p nicht verschwindet, end- 
lich i^t. 

— — 5j-ranf 

den Intef^rallogaritbmns rednctbel ist, wenn m eine positive ganne 

/p f;oS .7" 

^'in 1* COS 

/ T.tfc^7 ^"^•/ ^ znrOckgeffibrt werden kOnnen , anch ist 

«iie^e Reduction mit gar keinen Schwierigkeiten verbunden ; ich 
werde sie aber dennoch vomohmen, um daraus einige merhwflr* 
digc bestimmte Integrale herzuleiten, zu deren Werthco man auf 
anderem Wege vielleicht nur mit Schwierigkeit gelangen würde. 

\ 

I. Von dem integral f » 
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Aus dieser Ileductionsfonncl sieht inauj dass das votgelegte Intc- 
grai auf / — — reducibel ist Führt man die iiecbuuug aus, 



tsö edbä&t hmh t 



/p e~*dx 1 .1 

^ 1.2.3.... (in— 1) «4 * * 

Hiernach ist die Theorie des Integrals linher Hand als abge- 
schlossen zu betrachte II . n enn man Tafeln für den Integralloga- 
rltliinns, hat; indessen liihrc ich diesen Gegieaatand weHcr ans» 
um neue Resultate daran zu knüpfen. 

Denkt man sich in eine unendliche Reihe efif\virlelt und 
för den Inte^allugarithnius ebenfalls die obige uiieudlichc Reibe 
gesetzt, so sieht mau auf der Stelle, dass das Integral durch eine 
unendliche Reihe von folgender Form dargeateilt wird t 

vfo Cm-\ eine numerische Constante ist Unter Anwendung eines 
sehr bekannten Theorema über Binomialcoefliciettten erhmt man 
innheaondere; 

/V e-'dx ^ . -/ \ 

" . 1 , L_ _L 1 

Mien wir andrerteitafifr r~* die mendtiche Reihe» und integriren 

* 

/ e-'dx _ fdx ^ x,x* x^ ; 
V ^^*"^r + 1.2"'1.2.3+— ' 

/*p r^dx 

von a: = » bis a: = /?, so erhalt man f — z;^=/(p)— X 

iroraus folgt —/"(«)= Cn-i ; t'?^ uun die erste llorizontalreibe in 
/*(«) fiir x=^Qo verschwindet, so iolgt, dass die buucüou 
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für .r^rao einen bestimmten endlichen Werth — Cm-i erhfilt, der 
vermöc;e der Gleichung (6) bestimmt werden kann. Mit Hülfe der 

findet nuui nämUch leicht 

OD ^ 

Die Aufgabt ist hod, diese Zahl dnreli eio beBtimmtee Integial 

anszudrüdceo. 

Nach (c) ist: 

/P er-'dx 1 1 I 1 

„ +(m-l)/>*-i (m— 2)/)'"-« l .2 * (itt-3);>'»-* 

+ 1.2 (»1-2) 

wo ^ die Form öi/J + ojp* + a^p^ + hat, also für p=0 ver- 
schwindet Nun la-sscn sich alte Glieder linker Hand, vom zwei- 
ten an, durch bestimmte, von oc hin p sidi ausdehnende Integrale 
ausdrücken. Denn man hat offenbar 

folglich nach dem Vorhergehenden: 

Lässt luau sich iu dieser Gleichung /> der Null nähern, ivubei £ 
und /(l+P) zum Verscbwmden konuDen» so erhilt man die merk 
wMige uieiehaDg: 

f^cxf^-'^i 1 j L ._l_ 1 * 

**■ 1 .2....(ffi-2) 'x ^ 1.2....(w~l)) 1 + aj"^^* 

wo Cm-i dne nmnerischeConstaote bedeutet» die eacfa (<2) beredi* 
net wird. 

Zu bemerken ist noch, das» diese Gieiclmni; fTir rtr 1 (Amp Modi- 
ficatioD erleidet; es kommt nämlicb, wenn nuin die obige ßetrach- 



Goog[ 



tung für diesen Fall aafmerksam verfolet, und iMftolltet, 
die ConotMite des ioftegrailogarilluiios (c) istt 



OD 

In dem Falle m=2 endlich kommt das Glied , \ ; — 
gar nidit vor; es ist ?ielmelir , 

Was die Werthe C«, u. s. ^v. betrifft, so kann man ans 

(#/) leichf eine RccursioiisforrntM dafür entwickeln, f^ozoiphrirt man 
niimlicb die absohiteu Werthe derselben durch kleine liuclistabeii, 

so kommt leicht Cm — ^ cm-i r^» " , oder 

' 1 1 

tf) . . . . . ^-.=ü(^^«-i+rx::^ä)- 

Da C=0,577il5664901 ist, so findet man 

0=0,577215604901, 

\ = 0,209352944736 

U. 8, W. 

Diese Zahlenreibe nimmt ziemlich schnell ab ; übrigens ist mit 

Ausnahme von C die Zahl am grussten, von an aber findet 
fortwährende Abuahme atutt, wovon mau den Uruud leicht ein- 
wird. 

II. Von dem Integral 



man leicht 

/f cos£9£_ cosp \_ fv sinar ^ 

„ """asi'p*» "ant^t 

Han eifaUt ferner 

/J» sin x ^ i . sin/> I /*P c osa; ^ 

Die Substitution diosrs: (c^tzten Ausdrucks in den Toibergehenden 
giebt die Heductiouöiormel 
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/V ros r ^ _ 1 cos p 1 sin p 

(ai»-l)2«4& 5^ 

und durch Kncce^äive Auwenduiig derselben kommt 

rp cns jr ^ _ J_ 1 mnp 



1 C08» 1 ehkp 

^ (2jii*3)(2M»-l)3m * ^ (Siii-3X'^»--2)(äiii^l)2m 'j 



H. 8. W. 



(—1)"» cosp siny 

Durch die Entvi^ckeltiiig von eosp, siopimd / ^ ^ ^ ^ ftr findet 

man da« Integral iinker Hand von foigendei Form: 



und swar 

die fihrir^on ropPf'ir iontcn findet man cfai&clttr daicfa die nnbn 
stimmte Integration des Differeotialn 

dx dx .T* ^ X* . . 

auf diese Weise erhält man nämlich sogleich: 

/P COBX 11 1 

1 1 , , L 

Drflcktmanttm, wieT4iflMr«dieOIMer>- ^ ' ' 



ti. B. IT., ^ 2 8 ^ darch beBtimmte Integrale aus» die akh von 



« 



OD bis p ansdehnen, bringt dieselben anf die linke Seite , vmä 
liest dann p «ich der NaU näbern, so ecbält man: 



1 . 2.-. Ci/B-'i) 1 . 2....2». 1 + * J ^ 
Ffir 111=0 hat man besonders sp beacbien: 

<«') ^T<«»*-r+*)=<^- 

und filr m=l - 

(ö } 1^ ^ V +0' 1 1 r^-^ 

Die absoluten Wertlie der Grussea sind« wie ans (ß) 
heilt» mit den Grüsseo identisch« 



UL Von dem Integral ^j'lf^ da» 

Da die Betrachtunjjen in Bezu? auf dieses Integral den vor- 
hergehenden ganz analog sind^ so darf ich mich jetzt kurz, fassen. 

# Dureh die Heductbosfonnel J ^ ^m—l ' jl^^i 
1 co8|? /•? sin j ^ • . 

(3m^2)CiJw-4) ■"(2111-2} (2«i-ll ^ «^8* 

man sa 



(a) 



/P sin^^ s'inp cos// 



^ sin;? coBp 



H. 8. W« 

(-1)- 



sin;; (— l)"** ^ /*!> cosjg Q 



daraus ferner ^ 

/*P sin.T Q t 
W ^ -^^x^L ,1.-1 -"(2i^2jp«.^t 

^ ^ j. ' , (-1)"-' ■ 
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um 



(0 c"^=ixL£rr)(»+i+,i+"-+fiii-c)- 

£odlicb kommt 
und iusbebondere : 

= - (M9Z78433S0W. 



Heber eine ipe wIme Klame IbesMniiiitw 

Iiil;esrale, bei welchen die Function 
unter dem Intei^ralzeielien für einen 
Werth der Veränderlichen zwischen 
den tntetproMwmtprem^ nnendlielh 

wird. 

Von dem 

Herm Doctor F. Arndt, 

Lfihrer am GjmMuinm sn SCnlinad. 



Im VlI. Bande des Arcbivf p. 270 ft, bat sich Herr Professor 
SeblSmilcb mit den beetunmten Intenalen: / —^ß'^.'X 

J .- - beacb&ftigt« und folgende Werthe gelnndeo: 



m 

m 

(a>0, 6>0). 

Fm Tr eil <«* sehen Journal. Band 3X hat dieser ausgezeichnete 
Mathematiker denselben Gegenstand von Neuem aufgenomnieu und 
durch eine zwar Tveitläutl<;e , aber sehr sinnreiche AletboHt; auch 

/ SU C09 bsß^X ^ ^ Silk ^jy^y 

— s — -ff- und / — B — -a- ermittelt 

Es finden sieh dort die Formeln 



• .r co.s ^Ar?jr 

^ ofüinhxvX . . — . , ..... ^ 



Ich werde diese vier Integrale nach einer von der Schlvmilcli- 

schcn ganz verschiedenen Methode von TVenem iM-sornlers nnfer- 
suchen, und darthun, dass die so eben angciichenen Werthe nur 
unter einer ganz besondeni V oraussetzung ricbtis sind. Zum bes- 
fteren VemtiDdnies des Folgenden mues ich einige BeraerkungeD 
Torausschicken« 

Alle vier Integrale eind'von der Art, dass die FuDction dnter 
dem Integralzeichen für :r=ci unstetig wird, und eben deshalb ist 
bei der Wwtbbeatimniong derselben ganz besondere Vorsiebt nüthig; 

Betrachten wir iilierhaupt das Integral Wenn die 

Function fLr) für alle \Verthe von x, zu isf hen welchen jmao in- 
tegrtrt, enulich und stetig bleibt, so ist bekanntlich 

wenn '^(x) der allgemeine Ausdruck des nnbe.<:tiniinten Integrals 
fiJp)Bx ist. Wird dagegen die Function / (»i) lür einen Mittel- 
werth zwischen Xq und .r, , z. B. für ar=«, unstetig, so darf man 
die Formel (n), wie bekannt, im Allgemeinen nicht anwenden; 
vielmehr siebt sie dann häufig . fehlerhafte Resultate. In diesem 
letztem Falle ist eine Theilung des Integrals oottiig; um närolich 
seinen Werth zn finden j suche man die CIrenze, welcher sich die 
Summe 



nähert, indem die positiven Grössen u und v beide gegen Null 
coBTergircn und sonst ganz unabhängig von elnuMter 
Es sei z. B. 



*) Die Bezeichnung ict bei Schlü milch etwa« anders. 
Tbeil X. 16 



I 
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IQ entwickeln« wo positiv sind und fllr«=4) Onterbrechniig der 

Stetigkeit stattfindet. Da allgemeia J — so wOrde die 
iAunveodtuig der Foimel (a) geben: 



da 71, m positiv sind. Allein dies Resultat Ut uoricbtig^ dena zer- 
legt man du& iutegral, so komnit 

filr M=0, v=0, also offenbar 

Hier bleibt nun das VerbSItniee — , vräbrend «, v Bich beide der 

ti 

J^ull näbem» Tdlliff nobestimmt, da die Bedingliog der Aufgabe 
gar kelail g^eneeitige AbbSogigkeit zwiecben ti und v fe«twMit; 

eemit ist auch der Werth Ton / — ■ u ob e stimm t *)• Es Ter- 

dient besonders hcrvorgeboben zu werden, dass^man nicht etwa 
tf=v setzen darf, ^so auch nicht 

/''VC«)ö«=y 'V(^)ÖJf+y'? /X«)Är, (Sir ifsO. 

V 

Unter dieser Voraustiietzoog würde log — oOfeiiiiar verschwinden und 



*) Mindiag niiiiint ia «oiwr verlrefnichea Differential- nndl 

In tegr ii I r r i!j n II n Berlin. IS^^h*. auf Arn fiicr httr-irliti^tm .\usnab- 
Hiefall ganz bcsnuilerf* Riu-ksiclit, »ind dir »»lHg;e üerui'uioii des bt'stinim- 

(en lotegral« / *^ f{ß)ox für den Füll, <iaM %^x-=-a liaterbrecbuiig 4er 
Stetigkeit 8tatt findet, Terdanke leb ihm. 

Merkwiirdix Ut, datt SV onter Anwendung der Formel (a) findet: 
yi«^='(ir^)* ***** inagin&ren Werth, der die Unrnnbu- 



Slglieit der Fermel {ä) fOr den verliegeadea Fall um so mehr in« LicÜ 
«•Isen mU. Mlndln|2^ komnit in dieten Retnltat, indf 



mdem er^dne 

etbnnite Integral J*^^-^lx lelst, wne,niir für peeitive x licht^ tet, 

— =i/(a:*), wie ichoo biolänglich bekannt Itt 
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der WMtb I ^ richtig Min. Dtaa ha AUgaadnra ideht «ss« g«> 

Domraen werdeQ darf, erbellet leicht» wenn man die bestimmten 
Inte^le sich durch FiScbenriume dargeetellt denkt 

Nehmen wir onn bei den obigen vier Integralen die erwShnte 

Theilun^ vor, so wcrdeo -die folgenden Betrachtungen uns zu dem 
Kesultate führen, dass diese Integr.ile nnbe^f i mint Rind, und 
nur unter der Voraussetzung ti — v die von »Schlü milch a. a. O. 
gegebenen Werthe erhalten. Schlü milch hat in «»c'inen Ent- 
wiclcelungen auf die Unterbrechiinc der Stetigkeit nicht Rück- 
■ieht genommen, weshalb er au obigen bestimmten Werthen 

gefiilirt Wurde; er setzt unter Anderm J 7^11^2=^» was nicht 
richtig ist. Denn man hat durch unbestimmte iutegiation 

^4 f. L^öte^ Js 

Nahem sioli nun u und.e der Kall, so convergirt gegen 1* 

aliein das .Verhäitniss — bleibt unbestimmt« und es ist also auch 

e 



unbestimmt, und nur —0, wenn mau 



setzi und die Greoae filr «=0 bestimmt 



1. 



Beschlifligen wir uns nun zuerst mit dem Integral^ --^ — 2~=<^> 

wo wir offenbar a und 6 als positiv betrachten düricn; auch darf 
a nicht veisolbwisiden« da m sonst uQ0nd|iGh irlrd. 

I '1 

M>a , so klommt die Aufgabe «tf 

Entwickelung von « 



y** cos//.rRr , /*cos6a?i 
i und o)a= / 



8ir 
anrfidc. 

Was das erste Integral betrifft, so balie i<h seinen Werth In 
rinpr fruheiD Abhandlung schon entwickelt; ich habe nämlich ge- 
fuoileu« • ' ' ' ' 



4 
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(1).../* .«_Ä(a6>U 
w. CS(a6)^^°* 5^^a^= C+ J/ . («6)'- i . g + 1 -iSgi 

C (die Constante des Integrallogarithnius) = 0,5773156. 

TTm Ttun fmier cd^ zu enhvickotn, bei H-elchoinfttr dfsa Unter 
brecbuiig der Stetigkeit statt findet, mösseii wir 



setzen« und u, v sich der <NuU nähern lasseiv Eft sei also 

■ 

Für 0? — a=:— y wird 
Man hat ouo 

abo dorcb Sabstitution; 
(2).... a3=/*^"^^^:^==co«aÄ|a(tiÄ)-a(ii6)| 

Auf der andern Seite bat man, wenn :r — a=y g^settt wird. 



aber 



also durch Substitution : 
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a-H> ^— a 
Durch Addition von (2) uod (3) kommt 

C08 6a:dx . /** cos^.röj; 



^iähero sieb nua tt uod v dor^uU» so w&nschw'mdeu oSßnhu Si(ub), 
SKvb); dagegen witd a(fi6)~Ci(fift)sU.(^y»oder>«geBai><)^ 

«>0» flchiechtbiD =^(^}t wobei das Verb&ltniss ^ YöUig tube- 
slimmt bleibt £a ist folglich 

(4).... a>»=y^ -^:r^=€0«aÄj/^-J-Ci(a6)} 

-4äiia6{iiv4-<St((i6)). 

0a nnn nach dem Obigen Sö/^ j:a^ga = «/^ 

cos Ä'JT 

T7~~* hat man nach den Glelchnngen (1) und (4) 

» 

1 

Addirt man 'die Ansdrticke (1) vnd (4) nod beachtet» dasa 
+ = ^ — a, ao findet man auf der Stelle 

Auf eine gani Shnliche Art wie vorher findet man die Foimeb : 

m ^^=^nnam-ctm\ 

— COS ab i SHub) — Si {ab) \ » 

sinAff&r 



/OD 



durch Additioo: 



•em«6Ci(v6)-fco8o6tiiE— ' 



I 
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— cos a6 [ 5/ (u6) f Si ( v6) - Si {ab) - 4«]» 

imd filr «sO« vs=0: 

10 einer frahem Abhandlung bnbe ich ferner entwickelt: 

Durch SaMiaclion und Addition der Fi^rmehi (3') mid (40 erhilt 
man leicht: * . < : 

sc sin ÖjC B»c % 

11 ür —1 s^hen die Formelo (5), (6), (tV), (6') in die vön 

Schirimilch im Archiv und im Crclle'scti <nj fourual angc^ 
gebenen über, was ich bereits oben augedeutet h.il^e. 

Schliesslich will ich bemerken, dass die beiden liitegrule 

mit denen JSchiünülch sich im Crclle'schen Journal ebenffiüs 
beschäftigt bat, uubestimnU; >vie die yurbergebeudeu sind. Ich 
wordetle in ebem nScfasfeDi'Aafsatze eiDöV benondm Unteravchttiig 
nnton^effen. 

f ^> 
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ir«ber die ImUgnie fj'^^ und 



Tan ium 

Herrn Düctor F. Arndt, 

Lehrer am Gjmnasiam zn StraUuud. 



Da bei beide» Integralen^ Uaterbrechung der 8teti&keU ßir 
jr=a eintritt» so müssen wir Jedes derselbeD in zwei anaere zer« 
lagen« deiW efaies sich ran ;r=2:0 bis x=:a-^u, das andere von 
dp=a+« bis «sQP srstrecki; uod die Greose der Summe fär «=0» 

2« 1 1 5.r 1 
r»0 ernitlviii. De ferMf ^j£r^= — » iäi:a^= il^a 

-|- 9» Meht man» dass es bler irar auf die Eotfriekehmg fei- 

gender drellategrale ankommt: 



8^ 
a 



W.i« das erste betriflft» so erliiilt man, 'X'—a~-~y gesetzt, 

Ist not dsrsh neiben entwickelbar} am eiindisten setzt man, um 
eine solide Hefkezaeibalten, fiBr er die nnendllcbe Reibe H^f|^ 

~^ ^ int^rt snerst unbestimmt ; wfard zur AbkOrzang 



Google 



348 

(i) — e=sy*^^^=«--t*(«*)-*(o4)i. 



Uebrigens siebt man au« dieser Gleicbuog, dass das Integral 



Man bat ierner^ x — a=iy^ gesetzt, 

Dies Integral ist bel^aDotlicb der iategrailo&aritbiQus von und 
man hat 

wo C=0^7721ii6; 
demnach ist , ■ 

woraus mau sieht, dass das Integral^ x^a ^ ^ wird. 
Die Addition der beiden Aiudtaeka (1) nnd (3) g^ebt 

für tf=0, »=0 wird offenbar ^(«fi) —/»(^O^i^'^^^ 
das VeriUÜtniss ^ unbestimmt bleibt; folglich ist 



EndUcb findet man iür ^4-a=^: 

•'s y «^a y ^ y ' 

Snhtrahiit man nun (4) von (3), so entsteht: 
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die Addition von (.1) und (4) glebt dagegen 

Setzt Diaii jetatt mit Schlü milch 

C+ i/.(M*)+ ^ +i + i • 1^.3 + etc==£i(»). 

•o Ut off»«lNur C+^(a6):=:£i'(a6), li{e-<^)rsEi(-^€b), lind die 
Gleichongen (5), (d) Dehmeo foigende 6madt an: 

(7) .... üaf* ^^^^^^W.(^J-E{(^^^ 

Die Integrale siud foli^lich beide unbestimmt; setzt luuu da« Ver- 
hältniss gehen die Ausdrücke in diejenigen über, weiche 

Sehl 5 milch im 33sten Bande dee Crelle'achen Jearnal« 

|i. 328. gegeben hat. 

SchiitMdicb Terdient noch Folgende« bemeiltt mt werden. 

Da 

und die^e Function in hA{iih) überseht, wenn man a6 negativ setzt; 
eo könnte man sich veraidasitt sehen, Ei{ub) = zu setzen; 

aliein dies ist fehlerhaft, indem der Integrallogarithmus einer die 
Einheit fibersteigenden Griiese wied*rum nnbestimnit ist. 

— ^ — an ent* 

wickeln , wo p poeiflv ist . .Da fiir 4r=0 CnterlSBMjMiQg det.43ietfgfc«lt 
statt findet, so setze quin ^' ' ' . 

wo K, e beliebig kleiae positive Grossen sind. Man hat dann 

— 4/. I — » . 172— etc. , 
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folglich 

wo ^ liir u=0, t}=:0 verschwinilQt Dalidr hat nuui 

oder auch, wenn man e-'^^g ^actzt: 

Hier ist ntin eP grösser als die Einheit, und der IntegraJlo^- 
rithums einer die Einheit übersteigenden Grusle i«>t Iblelich unbe- 
stimmt, da zwÜBchen u und r keine Abhängigkeit irgend einer AH 
^e«teht. idi habe diese Bemerkung hier gemacht ^ uell Sehl»« 
milch an verschiedenen Sh'llon des Archivs solche Bezeich- 
mlngen nie /t(t'P), (/>>0) an^reiiuiiimen hat. Der ohrgen Ansicht ist 
auch Minding. Auf n. 193. (Handbuch der Differential- und 
I D g r a 1 r«di oo n g. » e r Ii n. 1836.) sagt er ausdrucklioh: „ Folglich 
ist auch das vorliegende Integral *) swiacheo den Grausen 0 und 
x', BohM ^> i» unbestimmt" 



Ausdruck der C^ammaftanctton. 

Ten dem 

Henm Doctor F. Arnjdt, 

I<ehrer em Gyametien se Steaboni. 



In der bprfiTimton Ahhandltmg; „DisqaUitlonee generale» 

circa Seriem in 1 mit am 
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*rj,a?-r j..2y(y|i) «"-l"«»- 
hat Gauss Maontllch' geluiidtn« «dass das Pradnct \ 

. 1. 2. ■/■-■/.-« _ ■ • - 

6M;hi wemt Ar. ins UDesdliche wichst, dsr Grense TCik-fl) 

a««-*&r nähert, dass also il(x> , «) oder kflrser n{n)~r{a-{\) 

ist Die Herlcitung dieser Gleichung bei Gauss. beruht auf Eigen*. 
. Schäften der obigen Reihe, die er mit einem srossen Aaf«^ädd^ 
•von Schari^sinu entiji-ickelt. Ein besonderer ein&cher flf weis der 
in Rrde sfelienden (tlfMchnni; diirfte tTobl UlillSchebsiwBrth, und 
vielleicht oicht ohne Interesse stiin. / f ' 

Ich erinnere zunücht an die bekaonte Gieichtmg 

Schreibt man liaftiT ' . t* 

/L 

/4r "* 'w. ' Xu . 

und beachtet, dass das erste jQ^egraL dieser i>uiuiue den Werth 
M hat, so kommt - • ■ ' : 

a/r(ri+i) 



1' 



II * •! • 



ö« ^^+-'e CX~I^>' ' 
oder, wie leicht erhellet: 

Dies Integral kann mtti In nwel' Thaila xeriegen, nSmlicb In 

deren jeder einen endlichen Werth hat, wie leicht erheÜQt. Was 
den letstem betrifft, so Ist 
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also 

/•i^^^j^ L.JL. . ^ 

folgRch 

a/r(fl-t-i) 1 1^ _J_ . Z'Y^"* 

Nvn JSstt sich bewebeo, daas das Integral 

flir Ä=oo TerschwiDdat Denn da Ton den beiden Factoren outet 

1 

dem lotegralzeichen jc*-^, SP = ~j'~~|;;^» erste sein Vorzei 

chen (^) swiscben den IntegratioDSgreDzen nicht indert, so ist 
bekannifich /t^Mf as^^s^ßl .-r- ^ Wsitts ist, 

welche die Vbnction « erlangt. Indem x von 0 bis 1 sich stetig 

Sndert. Alle diese Werthe sind aber eiuHich, was für jede« 

das <1» von selbst erhellet» uodfärj^l auf bekannte Weise dar^ 

i 

getban wird; folglich bleibt üf endlich, also verschwindet M.j^tXSr 

k=Qf>, d. i. 7=0 iür /:=od. Nach dem Obigeu i&i also: 

, ^ 8/r(a-f 1) ,,1 1 1 //— ^ 



Bezeichnet man den Ausdruck rechter Hand durch A, multiplidrt 
die filr Jedes endliche k geltende Glei^mig ^^^^^^Sil-|-r mtt 
da, und integrirt von «=0 bis a^a, so kommt 

ir{a + 1) ==/^" -48a 

Man wird auch das Integral 12 ^ ^ k=i90 veischwindeo. 

Setzt man nSmlich frda — t\){n), bo wird J. röo = ^(o^ — ^(0>; 
aber nach dem Tayior'scben Satie ^ 

t(«)-i|;(0) = atjr'(^a), 

wo ^ swiscben 0 und 1 liegt» also i2s=a^'(da). Da nun 



ü Ly Google 



= -^^^ (nach d«r üifferenziation statt a gesetzt), «od —^j— 

— r K«t; da ferner nach i\v.m Ohigen r Rlr jedes a, n-onn /• — 
ver.schwindet, so mus.s auch (Vir A'=aD verschwiDden. Deinuach 

ist /r(a-|-l)=y^''ilda(Ä;=oo). oder, vrcnii mao die Integnilien 
aiisßlbrC, i 

pwaus ergjebt »ich soigleich 

Beluulntlich geht die Constante des Integraltogailthmas Cher- 
Tor aus — ^''^Qa^^^» yyenn man io diesem Aoadnicke oM) aetxt; 

nach (a) ist also 

wis sonst auf minder strenge Weise dargethan wird. 




Zwei £ntwiclielanffen des bestimmten 

IiitegraIs/;(f^-S)a*. 

Von den 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am G^uina«iuai su SUulsund. 

Leieiine-Dirichlet'H interessanter Beirds des Le^cndre- 
sehen Ijieorcnis üher Eulersche Integrale der zweiteo Art (Cre lle's 
Journal Bd. 15. p. 258. ff.) kommt der Hauptsache nach darauf 
hinaus, darauthun, dass die Ableitung 
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eln^ vop ri uiubhä ugige Grü8«te Ut> dcrua Werth tinaii ädrieeos 
Dicht zu kennen braucht. Zu ^em Ende entwickelt Di rillet 
die deichuDg 

I ^ j ■ 

setzt darin a, a 4- -,....«-{ — — statt n» nnd b&det dt« SiiMe 

"IT" + S 9S ' 

wofär er daa beatiraiate lutegral erh&lt: 

X > 



Die8er Ausdruck nird durch die Substitution von o;" statt a: io 
den folgenden traDaformirt: 

1 



zieht man nnn von dieser Gleichung 

da r{na) •'^ «(1— ä> 
ab, 80 kommt 

welches In der fhst eine, von^ci uoabb&ngige OrSase wi 

Hieranfbal(8dilunillch 19 /iesem Archiv Tbl VII. p. m f. 
darauf aufmerkaam gemacht, daaa man eich anch der oekannle« 
Gleichnng 

^-<'*r-^'- •> ■ 

zum BcwoiNc des Legendre*8cbeii Theoremea bedienen kSanl»' 
Alan findet bkr niMk 



i 



*) C bed^nttl die GeaaMa dct tvUtgndlugn'Uhmtm. 
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oder» statt x gesetzt, 

, j^i^ ma» von der letztere Gleidmng 

ab> «<> komiot 

H O ilaa liitegral sich leicht unbestimmt entwickein, und dann zwischen 
*deit GrenxeD -0 trod f nehmeo täsilt ' 

Un dritter Weg ist folgender. XJnter Ann endung der bekann- 
ten Fomel 



findet man leicht 



• 1-— 1 — ä:^ 

oder» 4E« etatt m gtoaetat, 

iZleht man von dieser Gicichmig "rf ' <MC*^*\ 

ab, «0 erh&lt man ^^"^ ^ 



also eine von a unabhängige GnJsse. Uebri^ens ist das in dieeer 
Meiebong Torkommende bestimmte Integral bekannt. Eine «eltf 

einfache £ntwickeiuug desselben ist folgende» F«r /-sss wiid 
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Dies Integra! dm C niclit in seiiift beulen Thellc zerlegt werden, da 
jeder unendlich wird; integrürcu wir deshalb von z=p bis 2=0^ 
\vü />>0, und setzen 



— - — , wenn man z statt nz seilt» 
, folgtich wird 

Was endlich das letzte Integral betrifft, so ist es nach elneB 
bekannten Theorem gleich mJ*^ ^= Min, wo Meiner der Weti^ 

ist, welche die Function e~' von 2=p bis z~np erlangt Da also 
If zwischen den Grenien ^ liegt, und diese sich derselbeo 
Gvense 1 nJÜbern , wenn u gegen Aull oonvergirt» ao ist Jf =1 ftr 

= /« iilx p — O, d. i- nach dem Obigen 



J» 



wie bekannt. ' 

Ich habe mich üIkt dienen Gegenstand hier nur deshalb so 
weit ausgelassen, um daran eine Bemerkung zu scbliessen, die 
mieh in diesem Aufsätze weiter beseh^igen soll. 

Bei allen dreien im \ Orhcrgehendeo %'orgezeichneteu V erfah* 
rungswelsen wurde der erste Ausdruck von t dadurch transforaurt, 

da88 man statt or setzte, und in der That erreicht man seinen 
Zweck so auf die einfachste Art. Wird nämlich diese Transfor- 
mation unterlassen, oder der erste Ausdruck von s unmittelbar an- 
gewandt, so ergicbtsich, man mag nun Dirichlet's oder Scbiö- 
milch 'a Weg, oder den mein igen betreten, 

Birjua) /»I/o:«-* 

' 85" ^ Vo VIZ5^T^>' 

und nun stellt sich die Aufgabe dar, zu zeigen, dass dies loteirnd 
eine von a unabhängige Ürüsse ist Die Combination dieser idei- 

ehmg mit der obigen s — ^^^"^ = — «fa lehrt zwar, daaa 



f 1/0:0-1 



« 
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0eiD miBM, aber die ganze torhergehkitfi Betracbtnng bat tm 
iiothvrebdigen Voraassetzang, dass » eipe po^iMve ganze ZabI 

ist, nnr! dio (ileichun? (a) fiodarf desnalb mit Rürkslrht mif ge- 
brochene u einer beKonderii t otersucbong« Zlt: dem bilde werde 
icb iiii Folgenden zwei £ntn ickelungen der Gleicbung 

wddie aus (a) durch die Substitution ron statt x her vorgebt, 
niittheilen, vrelcba die RicbtiglEeU deiselben fiir^dep Fall, das« « 
eine positive Grosse und w eine positive, aber sonst beliebige 
ZabI ist, verbürgen. Die in Rrde stehende Gleichung ist übri- 
gens bekannt, die Art ihrer Eutwiciielun)^ ißlf ^ber nicht |^geo- 
vr&rtig. Leitet Jüan ele nicht gew5hiificb nach eineni, ' dent Uhl- 

Sii vielleicht ShaUebbn Vetfiükien uiter Zntlehnng der Geanter 
ictionen ab? 

Noch eine Bemerknn«?, bevor ich fMm Beweise schreitt?. Die 
beiden Tlieiie, in ^%eicii«$ das integral (6) zerlegt werden kani^ 



m 

sind 80 bescbafien» daea das erste Integral iitdai» zweite übergebt, 
weoa etalt s metst wird ; allein man darf nicht echlienaett« daaa 
dan lategrel gelost Temchwindet ; ein aelcher $«hlnea wXie nipr 

anilMig, wenn dae Integral / i — -dx eineo eedlicben Werth 

hittes was nicht der Fall ist, üeberhauut darf man^ nach eiper 
BenMHrhnng von Dirichlet, die belileil TMie den Integrale 

• • • I 4.1 

(/•(df)-9)(Ä))8lar, niHiBc*/ /(x)a<r. / ipix)Bx, 

nicht verschiedenen Transfermationeo nnterwerfen , wenn einer der- 
selben einen nnendlichen eder unbestonniten Werth hat 

t • •• ■ 

Erste Methode« das bestimmte Integral 

' ZU entwidLeln. 
Der Werth von m lur assl Vit leicht an entdecken ; es ist 

wo 77 i^ositiv sein nnss, damit fiir^r^O verachwiDde. Setzen 

wir nun 

TheU IL 11 



und unletnicheii die UifeveiiB - h ' i • 

\ 



■ imter Vm^f 

iefzung, «iaiis a posltit Ist, elmt enJillclieii Werth hüt . Die« Itt 

uoinittelbar klar, wenn a — 1>0, iadem datin die Fuocrton 
Ot^,a8e Wertb^ der yeräoderUchen von 0 bb 1 endliche Werth« 
«ilMig^} «Ueltt ff» ein poeitife« ftcfct gefaroclieiie» o wird ^j::.:^ 
;s^«-QD flir X— 0, und diese« Falle wegen iet neeh eine hesoodeie 

Betrachtung uöthig. Es sei ^» "^^'^ 1 l">s>itive ganze Zah- 
len bedeuten ; wird dilnn-xre^jfl gemacht» sei kommt 

. .i /NtSt:*^=Vo '^il^ , . . , . 

:".'*...«-• ...» ! . »1 

Ntti 'Jit ^1 ^0, ^ 0, rile FnticßoW -'^l'^^ ettoBgl 
hiso nicht nur fÄr klle von JNull verschiedenen Werthc des z, son- 

Ülern auch iür 2~0 sepiet,. endUcbe Werthc, und / -Bt 

^ A'~\e 

bat mitbin enien bestimmten endlichen Werth #. Macht 



jetat ;i;sBz«> so Jr^ * v ' »f^'a» ' ^* ^ * peaUhr ial; alae 

d. i. C9i — 01=0. Nach d«m ohi^ten WerÜie fen »i ist folglich 

Zweite Methode.., 
blffetenalrt maA^^ai» ci^etehaag" ,V 
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auf bekannte Weise nach n, so erhalt man 
oder, 0,-^=1 z gesetzt« 

s=-^y, . 

wo we^en der ceniacbteo s:i»iib|>titntif>ii n positiv sein mu&s. Bei 

unter dem IntegrabEeithen erkannt man, -bald, da«« das compliciEt 
atissehende Intf^ral s\xM atif rf»fGf*tine Welse \inT>cst!miiit enf- 
vfickeln \^s»t. Bezeichoet mau es eiiist\70tlen durch J, und setzt 
j«»/: = M, so koainit 2*— ^(l -f w^-) c** ~ c^'/ , folglich 

oder» l&r « seinen Werth gesetzt, 

(j— );[(! ifc]=^,- 



Für cssO veiscbwindet die Function anler Voraufsetziu^ 

dass ci posUiT Ut, wie man felelit findet; Ittr z^-l wird dieselbe 
ieich — 1 , wiQ man durch IWec^atiat&oii voti ZShltr und Nenner 
ndet; also ist 



den ^«ss, indi» 9 Oir rssI verscIiwUidtt, sp IcaniMit »s/^ wl^ 
vorher. ' _ , ; I . . 
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' Heber c^inen allgemeinen Iiehrsatz der 

Stereometrie. 

Von 

den Herausgeber« 



Einleitung, 
» • * • 

Herr Fabriken -KommMonsratfc Bris in 'Befrlin bat das 

Verdienst, in der nnuon Aiisi:nf»p d(vs. versrfiirdnne arithmetiiiiche 
und j^eomctriflche Lehren ontlialt* rulen, Anhaii j^« zu 8etn«ii aus- 
^Zjeichn^teo fiiementar-Lehrbuche tler üy oaniiscben Win* 
«en 8 «Knuten <S. 130. — 1480 xneret einen allaeineinen storee 
nietriscben Lehrsatz zur Sprecne ^bracht sa nahen, mittelst 
deffsen sich die Inhaltsbe^^timmung einer grossen An/.a)il vf>ii Kur» 
pem , namentüch aüer derjeniffen, welche m der elementaren 
Stereometrie betrachtet zu werden pflegen , uud solcher, die durch 
Umdrehung der Kegelschnitte entstehen, mit aller zu wünechen- 
den Leichtigkeit ausfuhren Ifisst. Dieser Satz hat bisher, wie es 
wenigstens scheint, nicht die Beachtm>g gefunden, welrKp et 
iedenfalls in hohem Grade verdient . Mur erst in dieöeni Aueen- 
nllclce* flilll mit eine nn eben ereehtenene Hein« Schrift: „Uehe? 
die Inhaltsbereehnnnpf der Körper nach einer einziaen 
Formel. Mi t b o son d e r er 1? ü rk s i < h t für die Praxis be- 
arbeitet V o n W. L igou sky, Feuern t rker in der 7ten Ar- 
tillerie-Brigade, lierlifi. 1847.*' in die liuiide, in welclier 
dieser sehr iMmietkettewerthe Satn von Neuem xnr Spnche eebraebt 
wird, und da Herr Ligoweky in der Vorrede sagt» »ydass die 
AufnMintenin!?, welche Ihm znr Bearheitunjj dieses Gesenstnnde» 
Seitens seiner Hohen Gönner zu Theil geworden sei, die ert»te 
Veranlassung zur Herausgabe der vorher genannten kleinen SchriA 
gegeben habe"; so scheint das aHgemene Geseti, um welch» 
es sich hier handelt, und namentlich seine nach meiner feber- 
zeugung grosse Bedeutung fiir da.^ praktische Bediirfniss, \^rni2- 
stens in Berlin, höheren Orts Autmerksamkeit erregt zu babeo, 
und Herr Llgowsky, vm den Satx, wie er allerdings gar sehr 
verdient f allgemeiner in die Praxis einzuführen, aar Bearbeilaeg 
und Ueransgwe seiner Schrift veranlasst' werden an sein. Nea 



2Ö1 

iaft aber zu bemerken, da«« die Sckri'l lUis Herrn Liaofr«ky> 
ivetehe j«NdeQ£all8 dai» Product eine» Anföngettf ist «iid »i— tlirh 

Ml RScktiicht auf inatheniu(i6che iStrertire sehr V ieles zU wilnschen 
fibfig Insst, dem, was Herr ßrix a. a. O. srliort ure^ebeii hat, ht» 
weneDtUcb iSeoes» ^va« weiiigetefus dac lieachtuiig «yiigermaaseu 
wNti wiM, hhisvlUgt, naA das« l«atat«reM' jaMfalla da» Vaa 
Herrn Ligowsky io. der Vorrede zu «meiner tikwiftAielit ao daalr 
lieh und bfstiinnit, wie es erforderiieh gewesen wfire *) , herTor« 
gehobene \ erdienst bleibt, den Satz zuerst aufgestellt und sein« 
üetleiituug für die Praxi» durch eine ziemlich ^ostte Anzahl von 
Beispielen, denen Herr Ligowaky aaeb nicht eben «iliraa Diettoa 
von einiger Bedentinig hinangefÜgt hat» suerat nacbgewieaen an 
haben. 

So aehr und so gern ich nun aber, nauientiich hei den freund- 
achaftiichen Beziehungen, in denen ich schon seit einer langen 
Reibe tob Jahren an Herrn Bris so stehen die Ehre habe, aea- 
aen grosses Verdienst rflekalditiScb des fraglichen Gegenstandea 
anzuerkennen bereit bin, so mtiss irh fl u h benierkm, das« Herr 
Brtx den Satz nicht eigentlich allgemein hewteseri hat, und dass 
derselbe a. a. O., wenn auch nicht ganz, doch gew issermassen 
Mr als das Reaaltat einer Inducfiott eracheintj was aoeh wtdil 
zum Tbeil der Grund gewesen sein mag, dass der Satz bis jetzt, 
wie es wenigsfens .«cheint, wpfijg Eingang gefunden. Tind sirh 
noch nicht liah» in die Lehrbücher gebrochen hat. Auch scheint 
miV Herr Brix den Sats noch nicht auf seinen wahren Aasdruck 
zur€ckgefilhrt und die eigentlichen Bedingangen, unter denen er 
allein gültig ist, nnchcrpwiesen zu haben, was mir nothw intlii: /tr 
sein scheint, wenn der wahre Werth und die wahre Bedeutung 
desselben sowohl in theoretischer, als auch in praktischer. Beziehung 
gehSfflg hcrvorgehehen nad ln*8 Ucht gestallt werden' aoll. Icn 
werde mir daher erlauben, dieaen der Aofinerki^aiBlieit gewiaa aebr 
werthcn Gegenstand in der vorliegenden Ahhandhtng emer ganz 
neuen Untersuchung 7u unterwerfen, und in je«ler Beziehung in 
sein gehörige«) Licht zu stellen, namentlich auch den Satz auf 
aeinen wahren Aasdraek an liringen und die eigentliche Bedingung 
seiner GOltiekeit nachzuweisen suchen. Dabei wird sich dann 
nurh 7i!gleicn. wie ich wenigstens hoffe, zeigen, was der eigent- 
liche Grund der allerdingc« grossen Genauigkeit ist, welche die 
Formel von Chapman In den meiaten F&Uen bei der analem- 
den Bestiramnng der krlrperliehen Räume gewiihrt, indem die 
gewohnlichen Fntw'ukohingen dieser hnmerkcng^crtlirn Fnrnirl 
mir flberhaunt \ iele.n zu wünsrhpn (iln ig zu ia.s8en, und einen ro( lit 
deutlichen Klick in das eigentiicbc Wesen deraelben nidbt %u ge- 
wihren aehefaMn^ worin doeh am Ende der wahre Werth einer 
ieden mathematischen Pemonstration ii« gf. Zuerst warde ich mich 
hei der Darstellnn!? der InN'gralrechrmHi; [)c(lienen, dann rihcr rmrh, 
was mir hier von besonderer BedeututiL^ /n »ein Krheint, zeigen, 
dass ein ganz elementarer Weg fast eben »u leicht und eben so 



*) Herr LijrnwnTtv erinnert rTcrntlich mir Tin die l&ngvC hrVfiniite 
SUhoraDgsformel sur Inhaiuheatiniiuung der Kör|»er von ChapniHn, 
ani tagt, 4aM «r diaislho hi iea 4tr Mechaalk gewMwetea Werlaa 
van E^rleivaia, Peaeelst waA Brill wiedeigafeadc« haha. 
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mMmH Mi ZM Mft, uwl hoi» nM iMt tn tlrnnhe«, 

ich mir hier zum Sdbhms Dodi die Ueberzeugung amsznsprecficn 
erlaube, d.nss dieser {ranze Ge^onstand in der ihm hier gegebenen 
Gestalt, oder wenigstens in einer ähnlichen, sich iernerain eewiss 
itt-i^en Elementer^Interriclit 4er Stereometrie, namenificli «ifflllMi 
wehr ^fai^'plsictmche oder technische Btehtung verMgenden Leln^ 
anstalten — filr welche die Sache vcrt'ZUi;.*;\veiso ^ oii Hedeiitwng 
8«ifi dürfte, und denen ich dieMlbe daher auch bc8on<ler8 
enipCehle, — und in die ClemeotAr-Lehrbüclier dieser Wissen* 
eehaft, flll|rfln<fo Bahn hteelmn wlrl» tra» iefa wtiilgil«M 
Mhe« mratfl. (> 



Wir wollen »ins einen von einer i^anz heiiehigeu Fläche um- 
8chlosi»eneu Körper denken , und annehmen, da«*s die Flächen« 
räuine alier iu einer gewi^tjen Lage geführten , eiuaiiderj>£^aileliNi 
Qoeencbnitte dessdSen ganxe rationüe algelin^elie Functloiiei 

sweiten Grades ihrer normalen Entfernungen von einem gtt* 
T^issen bestimmten Punkte, den wir überhaupt den P<»1 nennen 
\VoUen, 6iud, uohel alle von diesem Pole aus nach der einen 
Seite hin liegenden Entfernungen als positiv, alle nach der eol* 
gegengesetzten Seite hin Hegenden Entfenmngen als negativ he» 
trachtet, mit Rücksicht hierauf aber im Allgeueineu durch .r be- 
zeichnet uer<len sollen. Bezeichnen wir aann den Flächenraura 
des der Eutfernung jp von denk Pole eut5|»recbendeu Queerscbnittii 
dberhanpt durch Fsj, und. denken uoe swei beatiauiite posHHre odat 
a^^ative Wierthe ß und 6 von x, wobei j^edoeh angenommen we^ 
den soll. dasJü n<^fi sei, so ist das Volumen des zwischen diesen 
beiden Queerschnitten enthaltenen Thcils uusers Körpers, welches 
wir durch V bezeicfanen wollen ^ offenbar diQ Gi^änze, der sich» 
mden vir n eiua poaitl?«. gam Xahi. fbedantp«^ laaa aa» tod d« 
Mna wegen 



lietzen 
tire 



in, wo I nnter der vorher gemachten Voraussetzung eine |>osi 
Cifllese ist, die Grösse 

■ 

i{F^^F^ F^ti + Pai^zt + .... + I^^Ka-iKt, 
oder auch die GfSsse \ 

bis zu jedem beliebigen Giade nihert»- mapn man n inV ilnead* 
liehe wachsen lässt, waa sich so leiaht niA gana vaa selbst ans 

den elementarsten Sä'tzen der Stereometrie von dem Inhalte des 
Prismas oder des Cylinders eri;ieht, dass wir weitere Erläutenm- 
gen darüber an diesem ürfee für vuUig überilüäj>ig halten. Bezeich- 
nen wir also die in Rede stahenden wteaea in der Kflraa deich 
datt den obigen Ausdrücken vergeaetata' Lhn.» ao erhallen n4r w 
mittelbar die beiden foigeadea GlekfaMgaa i 
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2«S 

2) F=Lim.t{F«4-i f + Fa^^i f Fai-Ai + .... + Faini\, 

welche im Gimidlage alles Folg^eo bildeo. 



Nacli e'mera bekaooten Satze Von deA, beBtfmibteii jlnt^i^l^^^ 
ist DUO aber ' 



d. i., weil, da F« eine beetinunte eiidlicbe Grü^v^e ist, 4 sjcli' 

aber bis in einetn Jeden beKebi^n Gilule der jVuU/ASlbeii, ys^M 

niaH fi bi*e Unendliche wachsen la^st, offcobM , V 

iet> 



also nach der Gleichung 2) : , ^ , 

vT* . : ; -i \ 

Well nnn aber Fs eine gamse rttüooale algebndscbe Function 
des zweiten Grades von :s sein soll« so, kano, indem At B, C 
Censtanteo beseiehnen, im Allgemetoeo ^' 

gesetit werden, md ee ist folgiieb ■• 

fFM^x=Ax^ lÄir«-f lCr*+ Coust, 
aiöo • *' » '» • I «' r: » I) ; - 

folglich nach dem Obigen 



•) Afdiir. m IL 8. 116. 
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oder 

' ' Hl. 

Zu (loin Beweise der vorhergehenden Gleichung 6) bef!'irr mm 
aber in der That der Integralrechntms: gar nicht, sondern kann zu 
4er»e|bfsii leicht und mit völliger Strenge durch ^ (iilgea4e gaiu 
elementare' Verfahrt gelangen. ' " 

Einen beliebigen Werth der EutferDUDg x bezeichne mau durch 
m, «etie, indmii fi «Im positive gaoid Zitia bejteiclineti 

i|ad bezeichne das Volume des zwisebeii deo Queerscboltten Fq 
und F« enthaltenen Kürpers durch 1^, so ist oflenbär» indem man 
In den folgenden Gleicnungeo das obere oder untere Zeichen 
nimmt» jenacbdem die Griiase a positiv oder negativ ist» 

V = Lim . ± I { F< + Fa, + Fni +F4< +....+ F,f| , 

oder» was Dasseibe ift» 

±V^lAm.^{F^-^Fi^ 4 / ^f + + . .. + F^\.' 

Weil noD aber nach der Voraussetsoog im AUgemeioeff 

ijBt» so ist 

f I F<+ Fi< + Fai + f ... 
u. S. w. 

sriiiJU'-ffl + 'i+3^ 4 + ....+«)^i« 

also, nach belcannten Ele&ieDtarsStaen von der Sumpiirung der 
Relhee*)': 

*) Di« SammenfonncI für Ate QnTiHnitr Her nalwrlicbca ZaUca ftUkt 
man bekanntUeh Mbr einfach aut tolgvnde Art. 
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' s=i»i<f+ifi(ii + l)Ä-«+iit(n+l)(2« + l)eÄ 
Wdl aber iMdi d«fii Ot%flii 

■ k 

ist, 8o ist ' 

=ni^.^ + iii(«+l)Ä.^ fU(ii + l)(aii+l)C.^. 

d. I. 

' ' ■ '4 11 

LSsst man nuo io dieser Gleicbuiu; . it io's UnepdJScbe irach- 
mh «nd geht aof beiden Seifen detselben ta den GrSozen Aber, 



£• Ml . 

n. t. w. 

aUo, wenn man addirt nnd aufhebt, wa« «ich aufheben ÜMt: 

and folglich, weil bekanntUoh . .. . 

i8ll = 411(11^ 1> 



ÄS«« 2 (w + 1)' — (« + (a« + 2) 
= (n+l){2(« + l>^-(3«+2)} 
— (ff+l)(2«« + 4Ä + 2 — 8«-t) 

•ogleMi 

folgt. 
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60 erhiilt man auf M Stele mi dmfM*^\Mkch»ten, hier kel' ' 
ner freiterea KrM«t«niiig'bedarf«iH|fln ^fhHi^M; 4ie jGleichiii^ 

Lim . 1 1 f . + i f F,.+ F*,-!. ^ -f^Fip^) . 

also nach dem Obigen 

oder ! ■ • » 

7) V=±{Au-tiBa-^^\Ccc^). 

%vo man immer das ohoro oder untere Zeicheo in ndineo hal^ 
jenachdem a positiv oder negativ ist. 

Wenn jetzt n und 6 siwei beliebi2:r^ Werth« von sind und 
a-s,ö ist, HO wollen %vir die Volumina der zwisrhrn dnn Qneer- 
scbnitten und /■ «, uad / & , und eotiiaiteuen Kultier 
respective oorch V*, F* und F bezeiehnen« 

<• Sind dann zuerst a und b beide positiv, so i«t efcnb ar 

uud nach der Gleichung 7) ist 

F«=>:J6-^iB«^-|-lel*; ' 

—K ; 

WUl mm die Fm« 

sieht «i« bel^aaal vetaai^elica» hav naa anf fa|g«rf« Art vacAibrea. 
Et iet, wie buui fldtlelat lelefeter Radiad^ fladei, aRgeoMda 

In 1) (2« + 1) — i(« — 1) «(2« — 1) =#»■ , 

aU« 

i)«i^-i)^ii(ii-s)|ii<^f)(S)i-.^a^=(fi-.i)S 

i(ll-S)(»-I)(lJI-.8)-Uj|»S>(ii-.2)C»>-ft)r=(ii-.f)\ 
U» -8)(ll^g)(^-6)-- (p - W(*|-7)= (a -3)« , 

i.s,a.(i.t-|.i)-^j.i.>fc(jf{.i-f i)=sv 

i. 1.2. (2. 1+1) ! =1«; 

also, wena aiaa aMIrt and aufhebl, was lich aafliebea Mist« 

t* +2« +»• +4«+..o4«*»r«»»«l«(« + 1)(»f+l), 
wi« vmrher. 



Sind ferner a und b heiäe negativ j flo \nt nflfenbar, weil der 
absolote .Werth vod a grOnMir ab ^ der alisoliite Werth von 6 ist. 



i 



uod nach der Gl^ickung 7) ist , , ■ / ^ , . ^ 

alao 

bt feroer a negativ mi4 6 poaltiv, so iat ofenbar 
und nach der Gleichnng 7) tet 

alao . . t • i» 

Da nun untoc den gemachten Voraussetzungen ausser den so 
eben betrachteten drei Fälteo ein anderer Fall nicht weiter vor- 
koranen kann, ao ist TGlUg allgemein , 



o4er '( 



9) F=(6 - a) I ^ + (a + A) + i C\a« + ab^ 6«) ) , 

welche (ileichnngen mit den in II. gefundenen Citeicfannpfer^ 5) und 
6) völlig übereinstiinme(i> hier aber ganz elementar bev^iesen sind; 
und ich zweifle duitnans nleht> das« dieser Beweis .we^en seiner 
Leichtigkeit und EinfiuMeit^anr Anlnahme In Elemente gana 
geeignet ist: : J 

4 ' 

IV. 

Die drei in der Gteiobnog 

vorkommenden Constunter» B, C k&tin man nun jederzeit be« 
stimmen, wenn man fQr drei beliebige, nber bestimmte Werthe 
«, -ßf V der Entferaaiig x die entsprerbcnden Werthe Fu, Fß, Fy 
des Flächeninhalts de« Qneersehnitts Fg kcnni, indem man nta* 



m 

lirh zur ResfimmTing der Avf*] in Rede »tehrmten CoMtelltMi^^k 
drei folgenden Uleicliuiig^u dea ertiteji Grade«; 

hat. Lvst man aber die.se drei Gleichungen nach den i^eudhn 
liehen Reeein der Alffe!)ra in Bezug auf /4, B, C als uiihekäuuite 
Grossen aul^ bo erhalt man nach leichter Kechnung för A, iiy C 
die folgenden Werthe: 

10) } <|g»~)^Fa 4- (y^ - a^) Fß + ^ 

^ («-«(^-y)(F^ ' 

^ 

oder, wie eidi bierans leiciit ergiebt: 

ßyF, oyFß' ,_aßFy 

' ^ («-?)(«-y) tf-«)(^-y) (y-«)(r-/^/ 

Ffihren wir diese Ausdrucke von A, B, C In den Auednidi 
V) von V «in, so eilMtoi wirt 

K 



h't. 



1 



oder 



II*) r£:i= 
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Mittelst dieser Formel Iffsst sich also der Inhalt TdM'tivMUM 
den beiden <|u0«r8(jhiiitten f « und Fh tfitiialtienen Knr|)ers an« den 
Entfemuik^cn « und h, und drei den c?anz heiiebfnjen Entfrimm- 
gen a^ß^Y ontspreclieiideri Queerwehnitten Fa^ F;^, f'y berechnen, 
natürlich innuer unter der Yoraustfetzuiig , da^ die Queerscbnttte 
der durch die Gleichang 

•iMtgedHIekIm Bedinfton? eirttpreebeo. i • . - : 

Den Entfernuncen a, ß, y kann man alle gaiiz beliebigen 
Wertbe beilegen. VVir können also z.B., lun einen ganz speciel- 
ieu Fall der vorhergehenden «Ilgctpieioeii, Formel sp, oeinclMei^. , 

' setzen. Dann ' 'i ' 

.... • , > : . . • . 

t » • ...... 

«o wie « 

uod wir erhalten ohne Schwierigkeit: 

«i? — i (« + ft (a + 6) + Ua« + + A«) - a>» 

r * 
■ r ' • 

Föhrt pan diese Wertfae.hi die Glelehaog 11) ehi, so erlOltt nMm 

. 12) F=:U6-fljii/'.i-4/it.4^j + i'i| • * 

•der : . . . 

13) FÄt<6-«)|2F.(.+*) + i(F.+F6)|, 

und kann die in diesen Cvleicbuogen. enUialteDeo Sfitse auf foig^nd^ 

Art niiRsprechen: 

W enn die Flacher) ra n in i: der piirallelen Queerschnit-^e 
einet» kürper» ganze rutioniiile aigeb'riaisebe Fonctionenf 
des xweUen Grades ihrer gehilrig als pocitlv oder als 
negativ betracbteten Entfernungen von einem bestimm- 
ten Punkte rils Pf»l sind, so wird der Wnrperliche Inhalt 
einet» jeden zwischen zwei parallelen Queerschnitte n aLs 
seinen Endfläehen li^g^nden Theil^ eines solch eu Kij r- 
per« erhalten, wenn man zu der 8umme der Fl&chen« 
rlume der beiden End fläcftett das Tierfaeb^ desFUiihöo- 



ranniH d«# zwischen den beiden EndflSchen in der Mitte 
lieirenden Qiieerschnitts addirt, ^ind die Summe mit dem 
seciiäteu Theile der Entlefnuag der beiden EodHächen 
v.pji eipander npultjpUcirt; . . , 

oder: 

Wenn die FlSchearlume der parallelen Qneers«^nitte 

eines Kflrpers ganze rationale algebraische Functioneo 
des zweitoTi Grades ihrer gehörig aln y»oi<itiv oder als 
negativ betrachteten Eatie,rnun^en von einem bestimm- 
ten Punkte als Pol sind, so wird d'^r IfSrperliche Inhalt 
ehies jeden zwischen sv^ei patall elen Queerschnltteo als 
seinen Endflächen liegenden Theils eirpes solchen Kör- 
pers erhalten, wenn man zu dem a r i t Ii m e tischen Mitt<*l 
zwischen den Flächenräumen der beiden Eiidilächen das 
Dopjpelte des Flicbenranms des Bwischfn d^s beldcv 
Enatlächenin der Mitte liegenden Queerschnitts addirt 
unfl die Summe mit dem dritten Theile der Entfernmig 
der beiden EndflNchen von einander multiplieirt 

Man hat aber nicht zu übersehen, dass diese Sätz^, denen 
es auch noch besonders zur Empt'ebiung gereichen därtte, dn^s 
sie sich sehr leicbt dem Gedidiniisse einprägen lassen, nur gani 
gpecielle Fälle des in der Formel 11) oder II *), mittelst welcher sieb 

der Inhalt eines jeden solchen Korpers ivie flcr im Vorhergehenden 
betrachteten aus drei beliebigen seiner parallelen Queerscbaitte he* 
rechnen üisst. enthaltenen aUgemeiaeq Satzes sind. 
♦ • • « 

V. 

Die Anwendimg 4et rotbfkgehenden Sätze durch fieisplele la 

prTfiutern, diirlte an diesem Orte fast als i'iberflüssig erscheinen, 
indem ein Jeder gewiss «ogicich «hcr5;l«'fit. dass die ia der ele- 
mentaren Stereometrie vorkommenden uud die durch Umdrehung 
der Kegelscbnitte erzeugten Körper fast alle In die im Vorher« 

fehenden betrachtete Kategorie gebOren. Jedoch 'mag dadflier 
blgendes benu^rkt werden. 

1. Haben wir z. B. eine i^yramide, so ist nach einem be- 
kannten stereometrischeu Elementarsatze in Bezug auf die Spitas 
der Pyramide ate Pol 

wo C eine Constante bezeichnet, indem nämlich bekannÜieh die 
einander parallelen Queerschnitte den Quadraten ihrer Entfernungen 
von d«t Spitze ' der Pyramide gerade nroportiemd sind. Alse bAea 
wirjB:dleaem Fdlle die fdlKeBdea' CHfeiclimigen:^ 

■• * • • i • , ' • ' 

Aj^s de»; beiden ersten ^oser Gleichungen folgt 



SR 

und aas d«r dritten Gteldmiig ergiebt steh also 
V- ^\ 44!K^f C^-^ 

Folglich Ut 

also nach der Fonuel 12); ' 

14) F=i(6-^)(/'a+v>vTK4-A)* ■ 

oder wenn die beiden GrdndflSchen' ond die H«1he einer sogenann- 
ten abgekürzten oder abgestumpf^eo ^ynramidc retipective durch 
/, f* und h bezeichnet werden, der körperliche Inhalt F einer 
«olchen Pyramide:' 

16) F=;lÄ(/-+V7r-»-r)» 

weiches die aas der elementare» ^teresmetrte belcannte Formel ist. 

Wie man von der Pyramide zum Prii»ma» zum K^el und Cy- 
Under Übergehen kann, ist aus den Eleroenten der Stereometne 
bekannt -T . i. . r. r 



2. Für die Elfipae und Hyperbel ist bekanntUcl|» wipn m und 
n die beiden flaibaacen heaelehnen, die Gleiciiung 



m 

wo das obere Zeichen der Ellipse, das untere der Hyperbel ent- 
spricht. Weil nuji für das durch Umdrehung der hllipse oder 
Hyperbel um die Axe m eutsiandeoe Ellipsoia oder Hyperboloid 
ofeidiar 

ist, so gilt in diesem Falle, wenn A und C Constanten bezeich- 
nen, die Gleiehang 



Es ist also 



felgiich 
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uod daher 



4F|{i»f ») s= i — ^^strp ' 

also 

F. + 4FieH) + ^* 
(a«-fl^(F, -^ n) + (q 4- &)^(F«-~Ft) -f 4(a«F» - &^F,) 

' — ' ptiäsi — 

woraus sich ferner leicht » 

. F. + 4F4Ci^) + F» g 

oder 

F. + 4F4(«+») + F6 
^ («» - 86^4-<6) Fi— (^*-^ ^6)FJ^ 

ergtebt. Folglieh ist nach 12) 

1^ Ha^6) 



Nun ist aber, indem immer das obere Zeichen demfiUpaeidjr db» 
untere Zeichen den Hyperboloid cot-"^'^' 



^ _ - ■.. «'-I- 



also mcb dem Voriiei|[ebead^ 

F=¥5i5-' ^ TTl ^ ' 

md folglich, wie sieb hieraus leiieht «rgiebt: 

F=TS3 a -^0 • 



17) F«ir^(ft-6)i3iii«-(a«+fl6+6«}» 



Ii«: * 
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oder 

Attcb Ist 

mxl fo^lidi , . 

19) F=± jjp(»-a)i^»- i(oH4») + 4(6 - •)'!• 
S.Ue. wir aber ' 

<^=«±3(»*«-6«); 



ao k( 



>'=± £(»-«)U(6-.«)'±^(«H-«|, 



20) r*dfc^,(6-a)U*—)»i:3^(«H«|. 



Ftfr «ttd Kusel tot mtsii sta «etsen und In di»r vorh«tig$beiideD 
Gieiclinig das obm Zsichen m ncliiBsii; also - 

«Ine aas dsn Etooieaten dar Stefsometria blnreiclieBd Mcsaata 

Formel. 

a Dia Gtaicbaag dar Paiabal tot bdomntiicb 

wo p den Par:\rnüter bezeiclioet; also ist für das durch Umdrabnoc 
der Parabel uni ihre Axe entstaDdena Parabolold io Basag aiSt 
den Scheitol ato Pol offenbar. 

wo B eine Cuiistante bezeichnet. Daher ist 

Tb«U X« 18 



iiiid folglich 

Also ist nach 12) 

|f^=;^(6— a)(6 + a; = 4ir(6«— 
Nun ist aber nach dem Obigen 

also Bs: ftp, and feiglich 

3etzt man '-^ 
se ist 

und folglich iiacb dem Vorhergebeuden offenbar auch 

93) r=:4»(6-ii)(«*+«, 

wo 6 — a die HJihe des paraUun{»chcii Körpers von dem Inhalte Fi^t 

4. Uebrigeii* scheint mir hier der schicklichste Ort zu sein, 
zu bemerken, dass, weuu die Queerschnitto eines Körpers wie im 
▼orbeiceheaoeil Beispiele 'bei dem Paraboloid i^loe^ ^aoze ratio- 
nale alg^raische Funt^tionen des ersten Grades ihrer fiODtfemiingep 
von .e^en» ||^is««n.Pole sind^.so. da«s in^ ungemeinen- - 

ist , d;inn schon zwei Qtieerschnltt»? im Allgemeinen zur Inhalt.<he- 
jjtirnnujrig hinreichen. Auf guüÄ ähnliche Art wie oheu, iiuter xVii- 

sem Fl 



^vctidiiiiu ganz aitaioger Bczeichnungeu». erhält man nämlich |y die* 
■''alle 



24) F=(6--a)Mj-4B(a+6)l. 
Ffir zwei den EptrermiQgeq a, ß entsprechende Queerschnitfe 

ans denen sich sogleieb. « 



YT5 

■ • » ■ 

Ä— i ' I- ' • • 

«rgMM. FWelich bt aack 34)« ' 

Seilt man «sa, ^^^t so ist 

26) F = 4(6— a) + 

Dass bei den Paraboloid diese Formel auf der Stelle zu dem 
Aufdrucke 23) ftihrt, HlUt sogieicfa In die Augen. 

WSree dto Qaeettclmitte oenetante Grfieaen» nod letgUdi im 
AUgemeioeA 

»o weiss man auK der Lehre vom Prisma» daos scbon ein Quecr- 
«cimitt eur InhaltsbestiRimting hinreicht, indem das Prodnct des- 
aelll^ in di« tt<«Jiie des Kfirper«. bekanetUch dessen Inhalt, giebt 

((. Die einander entsprechenden Winkel aller paralleletl 
QMf»f rsrhnittf feines Obelisken *) sind offenbar j^Mtriintlich Hnaudpr 
elei<-h, und <lie Winkel dfr cinzelneu Queerstlinitte können daher 
ßir jeden Obelisken als eonstante Grossen betrachtet vrerden 

•Sei nvAn x die £iitfernaB|^ Qoeersebnitls Fx des IHiells« 
ken von derjenigen sehier beiden Endflächen» uelche die Ueinereii 
Seiten bat, unu A sei die Hohe des Obelisk oti. Ferner 9e\pn jn' 
und m" zwei einander parallele Seiten der beiden Endflächen des 
Obelisken, so dass m'<m" ist» und m sei die denselben parallele 
Seite des Qaeerschnitts Ft\ so erhellet mittelst einer sehr ein- 
lat!lipn geometrieehea BetnelitnBg aaf der Siette die RIcbtigkeit 
der Proportion • • 

aus vrelcber ferner sogleich 

msfn'-l j — X 



«} Afobiv. TU. VL S. 83. 
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folgt Weil nim kf iiif,wSf RlrJcdenObdiskeBabcontlaDtelifai 

sen 10 betrachten sind, so ist m, und eben so nafiBrIich auch 
jede andere Seife des Queeri^chDitts Fx, eine ganze rationale alge- 
nraische Function des ersten, Grades von t. Aus der bekannten 
alleemeinen polygonometrischen Forniel für den Inhalt jeder ge* 
raftlinigen Figur gebt aber ben-or, das« der illtcheniuhaft JFV alle 
Seiten der entsprccbenden Figur nur in der zweite« DlBeMim 
enthält, d. h. bloi^s von den Producten dieser Seiten, zu je znvlen 
mit einander verbunden, abhSngt, wobef man die schon vorher 
gemachte Uerocrkung, dass hier die Winkel der Figur als cuo- 
ataate Grnaaen tn betrachten ahidt nicht au dberaeliÄ bat. Hilt 
, man dies mit dem OMceo xneammen, ao ergiebt sich auf gana aa- 
aweidentige Weise, rniiss im vorliegenden Falle Fx eine ^anze 
rationale algebraische Function des zweiteu (irades von ist *). 
und dass l'oigilch der in IV. bev\iesene allgemeine <Satz auch uul 
Oheliaken Anwendung lindet 

Sind also F, P , F" reapeHifie die Endfliche» der 

nüttlere Queers( hnitt, die ^^^^^ FixHlfiche eines Obelisken, k sehte 

Hübe, und wie genvuliolicb V sein kör^ierücber lobalt; ao iMi 
nach 12): 

27) F=;»A(F+4/'+^'}, * 

IT eiche Formel ieh fHr die bequemste Eiir Inhaltsbcstiromnng eine» 
Obeliaken in der Praxis halte , und mich daher bei der AUeltm^ 
des im Archiv. Tbl. IX. S. 85. von mir benieseneo Koppe'schen 
.\nsdrucks für den körperlichen Inhalt dea ObeÜaken aua cterad* 
i»en jetzt nicht uulbalten niil. 

Üeberhaujit werden die vorhergelirfnlen Heispiele schon hin 
reichend sein , um die grosse Fruchtbarkeit des in IV. bewiesenen 
allgemeinen Satzea bei der Inhaltsheatimmuug der KHrper zu zei* 

5en. Man kann diesen Satz auch bei der Bestimmung des iahalli 
er Fä.sser und anderer Körper mit Vortheil in Anwendung brin- 
gen, wa^ weiter zu entwiekeln n>i( h jedorU für jetzt zu sehr von 
meinem eigeutücben Zwecke abl'übren würde, and auch föglicb 
den eignen NachdeakeE dea Lemwf fiherhwaen werden kann. 

VI. 

Es erhellet leicht, duss sich die vor hergebenden Üetracbtuo- 
gen veiallf emeinem laaaen. Nimmt man nimlieh , um yiooh cfan 
Schritt weiter zu gehen, an, dass di^ Queerachnitte eines Körpern 
stanze rationale algebraische Functionen des dritten Grades inrer 
EntCernungen von einem ge^^issen bestimmten Punkte als Pol 
seien, und setzt demzufolge im Allgemeinen 



*) Einer gani ihnlichmi Betrachtang hat «ich auch Bris a. s. O. 
S. 137. und S« ISft. bmÜBiit, und daa unmittelbar Vorhergehende Ut Im 
Wefleatiicbea gtaa van Ihm eatleiut, aar etwas allgemefaMr gehelliiB. 
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50 ixelan^^t man durch ganz ähnliche Betrachtungen wie oben und 
mit AnneaduDg aoalo^^r BeieidUHUgto leiekt su der GieidMng 

oder 

Die vier in der Gleichung 

enthaltenen Constanten B, C, J) kann man aber aus vier den 
gegebenen EBtremimiEen «, t,* y* ^ entopfeebeoden 

Queerschnitten F«, Fß, Fyy Fj hestinmea, indetp man zwischen 
t!<»r> vier In Rede stehenden Constanten, nonn vier solcher Queer- 
schiiitte als gegeben betrachtet werden, die vier folgenden Glei- 
chungen hat: 

F« = J f + ra2 + Da», 

/> = ^ + /i,H C^ + />/?S 

Um diese vier Gleichungen in Bezug anf A, B, C, £^ als un- 
bekannte GrüMcn avfinilteen« etimiiiire man suemt A» Dadmch 
erbblt nian 

. B(«-ß)-\- C{u^~ß*) + X)(««-|5S) =zFa~ Fß, 

B(ß-r)-\-CW-f)-}-iMß^-y')^Fß^Fy, ^. 



also^ wenn man di< 
ß^j, dividirt: 



Dfteli dm 



' • . 

mit j); 



CO? + y) + 1>(^ + /^y + y») = » 



LUiuiuirt man jetzt ferner JJ, so ciliält man 
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also, wenn man diese Gleichungen mit a—y, ß — b liivitiirt: ^ 

C+Z>(« + ^+y) 

Elinisirt mw nvii endlich Cj so ergiebt sieb 

• , ' ' I < • • ' <■ ' r'- , 

. ^It 

Ffibrt . dteaen 4^iM4k«ck von U in ^« eine der beiden 

Gleicbiinc^en ein, welche \i\o»s die Unbeliaonten /> entbalten, 

80 ori^iebt sich mittelst leiehter Recbuung Äir C 4er (bildende 
Ausdrack : 



Ffihrtman nun die beiden vorhergehenden AusdrOcke von CtD 
in eine der drei nur die Unbekannten B. Cy /> enthaltenden Gill* 
chungen em* so ergiebt sich 6u B leicht die folgende FocmI: 



27» 

(«-y)(«-.r) 

Führt man » n.llieh die t^efiin denen Ausdrucke von B, Ü 
in eine der vier die Ünbekaiititen /?, C, < nthaltenden Glei- 
chungen ein, 80 mh^i man oh^e Schw^rigkeit lür A den folgen- 
den Ausdrack: H - ^ 

(«-^(«-.y)(a-J) 
. MF/? 



(y-«)(y-^)(y-«J) 

(*-«)(ö-/?>(ci-y)' . 

Führt man nun die ^efuDdeoeii Ausdnicke der vier Conslao« 
ten i^, C,,D in die Gleichcmg 27; ein, 90 erhftlt man ISir ^ 

F 

den ibigeoden Ausdruck : 

6:::^= - (i^^x^x^i^ ü^y^ - ; G^y -f y^ -f ¥){a 4- 6) 

. ' +iO»-fy+*)(a*+a6+6«) 



I» r 



\ 
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Fflr <r, if , y, d lassen «iqh ii^ dieser allgeroeioen Formel alle 
möglichen Werthe setzen. Setzt naii nvh aher 

80 erhält man nach leichter Kecbi^ui^: 

Weil nun ferner, wie man ebenfalLs leicht findet» 
w • : (^-«)(d-/J){d~y)= 1(6-«)» 

I 

Mt; 80 ist nach 28): 

33) ri= «){F.+ 3FH2«+*)+3F4(.+t*)+F»|. 

Diese Betrachtungen noch weiter fortzufiifiren und noch mehr 
zu verallgemeinern» liegt jetzt nicht in meiner Abi»icbt» indem ich 
mleh in dieser AbhandfoDg vorzi^weise lo dem Bereiche elemee- 
tarer Betrachtungen halten » und das Obige zur EinRlbning in dea 

Elementar- Unterricht und in Flementar -T.eluliücher em]ifeMen 
wollte. Ich werde jedoch vielleicht späterhin in grösserer Ailge* 
meinheit aul' diesen Gegenstand zurüclckommen. 

* 



Wean man eineii KSiper hat, bei welchem man akfc n d« . 



Annalune btetkligt halten dtii, das» wenlcstiens in kleinen Ifttef* 
TaHcB Mim jMiillelra QnemabBUte Ib Bmbwig otCaIimvi g^wl»* 
MB Pol raiiahenid dar Bcdingang 

pMlUM V und der körperliche Inhalt V eines zwisdieti xwei gewi^ 

gen parellelen QiK^ersrhnitten lieijenden Theils ile^Kelhen prmitteft 
werdeo soll; so theile nian die Höhe h iliei^es Theil», wenn 71 
eine beliebige positive Banse Zahl bezeichoet« in 2» gleiche theile, ' 
BDd fcBBrtwBie die FlMMribiniB - 

i*^» </i« /g, iF4»«»*iis« • 

der allen «Inselnen Theilpunkten der Uuhe eat«|irecliendeB Queer 
schnitte; so ist nach 12) wenigb-fcns nSheruBgswelM vodmit 
grOMertr Genauigkeit* je grOeser n ist: # 



33) 

Diese Näliprungsformel zur Bestimmnno; der körperlichen RSiime 
l»t zuerst von dem schwedischen Vice-Ailmiral Chapnian in sei- 
nem Werke Aber die Scbiffsbaukunst : Trait^ de la conetructioB 
des vaisseaux, traduit du Su^dois de M. Chapman par 
Vial de Clairbois. Bre»t. 1781. gegeben norden, und snSter- 
hin in mehrere andere Werke, namentli^ fiber praktische Mecha- 
uik und Maschinenlehre, wo sie hanptsSchlich in def Lehre Tom 
Schwerpunkte sur Anwendung kommt, fibergegangen. Die theo* 
retische Keilinjiiing, welche nothwendig ertiillt nein muss, u rnn 
diese Formel mit Genau] <i;keit anwendbar sein soll, habe ich im 
Vorhergehenden mit müghchster Deutlichkeit und Beatimmtheit 
hcrvonuhoiiBB gemebt. Wons bbb aber dim Formöiy wie dio 
ErfabraBg gelohrt hat» ia dor That ia daa maiateB FllleB'««iadlv 
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nmt di^i». Jtegw, • date die BedfugaDg - • 



i i I I » * < 



« 

wie aus dem Obigen erhellet, für die gerade Linie, den Krpi>, 
überhaupt alle drei Ke^lschnitfe vüHig genau eriuUt i«t, und das» 
akfo die Foiinel von C hau man eigentKcb alle die so eben, go- 
iMiiHkteo, fai der Natur betanntlich überhaupt sehr hSi^ig hmm» 
tr«twdto Curven, und'VieHeickt nilch mehrere andere, unter «leh 
begreift; dieselbe muss also, nenn die Oberfliche eines Körpers 
wenigstens in kleinen Tntervafirn annlihernd überhaTiyit nach einer 
dieser Curven gekrüiumt ist, uathwendig inuoner zu sehr geoauen 
^Resultaten fuhren, und 8cheint also die Aufmerksamkeit, welclie 
ihr namentlich von praktischen ^chrSlOateli^ i^elfiwh |j«l6lieiiprt 
wardün ist. In dar That voilkonimeii »t vei<dleMfi|.> < ' ' * 

In dem Falle > wenn f&r Ideine InterFalle 



gesetzt werden konnte, niüsste man, auf (hnltclK' Art wie vorher 

in 'In, joizt die Höhe // rles Körpers in n j^Ieiche Theile theiten, 
und hatte dann nach 20) nnheningsweise» und XWU desto genauer. 
Je grosser n angenommen würde« 

■ « * 

u. s. w. 

I ■ - I 

' • m • * • I ♦ 

* • » ■ 



• I • t 

welch« Formel aus, nadt den ydrher gemachten Be w eth u iigC P teich( 
beofrciflichrn («runden im Alli:[;emeincn jedoch nicht ao geUOeR^ 
aaltata wie die Formel i^lifaren kann. 
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Dfirfto man sieb m 4er Aniwliiii« berechtigt ballen > dum die 
einander parallelen Queersciinitte eines Kilrpers ireii^stena bSIm- 
iiiiipjnirnliri in Ueineo Interralleo der Bedingong 

F, s= 4 -f + C»« + Dar« 

c:enut^fen, " üfde mnn, imter Atnvejxluni? tranz ahnliclH»r IJeJEoirh- 
Tiiiiii,n ri wie vorher, iVui Hohe h in -iu gleiche Theile theilen, und 
efk^Ujr tkaua iMkcb liU), uMieroBgaw^e und mit dieato gtöö«erer 
Genauigkeit, je grrisaer n ist» für F den folgenden Anadnick: 

n. a. 

+ 1 . 3^(F5-. + 3Fs« + 3Fa.-, + /• 

■ 

also, wie hieraus leicbt folgt: 

35) F^i^i/i+a/i+a/^+aF, 

•|<3F4+3F9-|-^; 
H-3Fr^3Fa+!eF« 
+3F,o-f3Fu+2F,s 

II. s> w. 

4*31' tM-Lt -f^aF tn^j + F ■ 

Da«8 aoeli diene Nähemnffsfonneln einer VeraUgemeinerung 
(ahig 8ein wurden, hedarf nscb dem Verbergebenden kaum noch 
einer besondem Erinnerung. 



TolUitftndise independeiite AiiflSrans 
der Ii Gleichunsen des ersten Grades 

Ai + + A^Oi^^A^mi* + + Awiai^^ = «i t 

A\ + A^tt^ "f ^ ^3«/ f • I- AnOt^^^ = «t* ^ 

+ + -^a«4*-f -^4«4* + •••• + ^««4*"* S= Hit 

U. w. 

Ai + i^fOb + Ji««« + i<4«»» + + AwßkP-^^üm 

zwischen den n unbekannten Grossen 

A\f A^9 A%s A^i—m»AM\ 

nebst einigen merkwfirdisen aritlune« 

tischen Mtsen. 

Von 

dem Herausgeber. 



1. 

Wir wollen in der Küm 



+ 
+ 



«1" 














••(«»- 





«4^ 



u. s. w. 

«11^ 
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und al0O in analoger Btteichnunff, wenn Id der yo f b f g d wpde» 
GJeicfaoiig 1 ßir » gesettt wird,* 

/,!Ll)= 

* ' / «>^— <%)(«i^-«%)(oi — «OK •^)"' • ( — ««-1 ) 
, «V* 

I ^ < 

II. «• w. 

(«»-1 — «%) («»-1— «%)(«^ ~aa)(««-^— oij..^ (a»-^— «11-^ 

selieii. 

Addirt maa» wn eloe Relatien zwischeo deo im AUgemeiiieii 

ß 

daieli («) b«ielUMet€ii GrOwen sn fbdeii, die Wlden Torbergelieii' 



deo Gleieliiiiigeii jm eiuander, eo erbilt man mittelst leichter Rech- 
nung; 

~ («i -«^ («k («I— «i*) («1 — .... K — «iO 











(ai--«ii) 


























«4" * ^ -f ct.^^' (1 -- 










-«ä)(«4— «»}(«*- 







u. «. w. 

Weil man uao aber 

setzen kann, 90 lä^st sich die vorbergehsode Uleicbung auf den 
folgenden Ausdrock bringen 1 
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(II- !) + (») 



+ 
+ 
+ 





(«l- 




































-«•)•• 


..(«3^11.) 






















-«4)... 


•(«» — «^1) 










(«I- 


-«*)(«^i-"<%)(«i~«4)(«k- 


- 05^.« ..(04— «to) 












"-«x) («a-«3) («*— «4) («a- 














K- 


-«iK«^— «a)(«3— «4) 




«(<%—«■) 




u. 8w n*. * 








(1 - an) 







+ 



also in der eiogeftihrteii Bezetehoatig 

(«- l)4.(S):5=?«Y+(l-«b).({l), 
noraus sich auf der Stelle die Relation 

"Ii /" 

ergiebt. 

Zerlej^ man jetzt den Bruch 

1 ' 



(«1 - («1 - «3) («1 —«4) («I — «5) •••• («i — «•) 

nach einer aus Aor Theorie der Zcrlf^'unj» der gobrochenen ratio- 
nalen ulgehrai:^chen 1- uiictionen iii ;»oi;enunnte eiuluche Brüche oder 
Partialbrüclic sehr bebaDoteo Kegel *) in Partiall)rfiche, so erhält 
man ohne Schwierigkeit: 



') M. 8. z. B. moinen Leitfaden für den cr*tCen Ualerriebt 
in der höhera Anaiytis. Leipsig. 183H. töl. <• 



/ 



also 



1 

I ' 



+. t 

(«% — «^«i— <%) («%— ^ (<% — «•) •••• («* — "•) 



(«I— «?»K«;*--«i)(«4-«%K««»— «») •••• 

11. ». \v, 

+ ' , . 



0 = 





1 


.. («1- 


-ttn) 


1 




-«•) 


(«3-«i)(«^— «a)(«a- 




1 («1- 






1 







1 



folglteh ist 



Weil nun 



ist, so erhalt man mittelst der Gleidiungen 

leicht nach uod nach: 



('2) = 0, 
(i) = l;. 

<5) = (2) + a,.(3) = l; 
(i) = 0, 

{i)=(3)+*<..(4)=0. 

(l)=:(5) + «4.(4) = l; 
(5)=0, 

(5>=:(i;+«4.(5)=:0, . 

(4) = (l)+a,. (5)=0, 

(5) =<i)+«,.(j)=sl; 

Das Gesetz des Fortnchritts liegt hier deutlich vor Auges 
und tvir gelant^en daher durch diese Bsliachtiiog sa dem sUgemd* 
neu liesultate» diws 

u ß 



fihr |t<«^l, dagegen 



(«5 = 1 



iür ^r^n — 1, so da8s also immer 



n—l 



(») = l 
Ist 

Setat 



SO bt fiberhaopt 
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^ ^ 

iok — «i) («* — cfi-i) (i4 — «SM«).... («*—«■) 

— (A— 1) (ifc— 2).^ 1 . — 1.— 2.— 3..^~(ii— 

"~ 1.2.3.4....(^-l).1.8.3.4....(fi-ife) 

_ 1).-* . („ 1) (u - 2) .... - /H- 1) 
I..9.3.4....(it— 1, 2.3..4..«(ii - 1) 

— 1.2.3.4.^.(11-1) * 

AUu) bt in <lie«eiii Falle, wie mau leicht findet: 
« 

1 . 2.3.... («— 1) . (») = (— 1)—* . 1 + (- 1)°-* . (« - l)i . 2^ 

+ (--l)«-».(n-l),.3^ 



+(-!)-*. (Ji-l)i.4f» 
+i^l)^».(ii-l)t-6M 

* 

oder 

( - 1)»»-*.! . 2 . 3 .... (n — 1) . (w) 



weraiifl eieb» tu Vwbiadmig mit den VoilierseheDdeii, muritMlMr 
iAn bekannter merkwürdiger, aaeh Mr die Zahlenlebre wichtiger^ 

arithmetischer Satz erijiebt, der gf wohnlich, und allerdinc^s auch 



am leichtesten, mit Hülfe der Differeuzeurechnuog bewiesen wird, 
hier aber « als hinreichend bekannt, jetzt nicht weiter erCrtert wer- 
deo «olL 

Mao b&tle Torber ancb' 

Wenn mau in der vorher gefundenen Gleichung 
n— 1 flir fb» also n flfar fi+ 1 eetit, so wird dieselbe 

m n—l «— i 

und folglich, weil nacli dem Obigeu ^ 

Thcil 1. ' W 



Durch mi^powBlve Anwcndiiiig dieser Gleichung erhält man leicht 
Nun ist aber 

Also ist 

was mir auch eine bemerkenewerthe Keiatioo zu sein scheint. 

IL 

Die 7/itc Klasse der Kombinationen ohne Wiederholungen (ur 
die Elemente 

9tM$ «il> «»»•••• 

wollen wir im Folgenden der K0nte wegen durch 

■ • 

m 

ji««ei«bntn, und wtoUeo, di^ vorauagesotzt, aU^rhaupt 



K(l,3,4 ,5,....,w). a g^ 



(fll^—ai] (o^—d^ («4-^.fi%^ («4""««) 
u* s. w. 

if(l,'2,3,4,....,w — 1).««'* 



setsen. Ist nun 

r(l,2..1,....,^— LA-H, l,«).aAA« 



1 
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ein allgemeines Glied dieser Reihe, so kann man dasselbe unbe- 
schadet ^seines Werths im Zahfcr ttnd im Meoner mit ak*-ab+i 
niultipiiciren, und erhült dana als Zäbler 

m 
m 

und als kennet ^ 

Den Z&hler aber Jiano mm anf folgende Art amfbrmea: 

m \ 

i S(i,2,a,....,^—i,Ä'+i,... ) 

so (lass also di« ser Zähler, weil nach einem sehr bekannten Sntse 

der Kombinatioiiäiciire 

tn 

m — i 

+ AT (1,2,3,....,^— 1, Ä -j-l,..^, »1 — l,«)'«iiH 

und 

in — 1 

+ ^ (1*2,3,....,/: — 1, Ä + l,....,w — 
=^(1,2,3,4, .... ,70 
ist, sich auf die i'oigende Form bringen iSast: 



#C(1 , 2 ,3, .... , A: — 1, ^ -f l» ff»n 4. 1). o»N-i 
— JK(1 , 2,3, 4, .... , n). a»f| . 

Wenden wir nun, diese Trausformation auf die oben durch 

bezeichnete Grosse an, und verlegen zugleich jeden einzelnen 
Bruch nach ]Vla<u»sgabe der beiden seinen Zähler hildeuden Theile 
In swei Theile, ae erhalten wir ohne alle Schwieriglceit 
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A:(l,3,4,5,....,n + l).a^+i 



(<%— «i) (fifjr-<nt) i«r^ («jr-««+i) 

,2,4,5, ....,n 4- l).^|H-t 



(«»— «l) («S—Oz) («3— «4) («3— •••• («»-^+1) 

11(1,2, 3,5, ....,n + l).c4/«-t-i 



U. 8. W. 



/rq, 2,3,4, ....,yi—l,n4-l).«,^^^' 
^ («ir-««k)(««-^(«ir--^)««^ 

m 

iC(l,2,3,4,....,n).gj|^'cen4| 

iC(1^2,3,4.... , 7t). 

(«a— a,) («2— f'a) («2-«*) («a— «4) (»a— u) 



(«i— «1) («4r-<^ — «M-i) 

, ^(l,2,3,4,.....w). ft 4«g,,4.| 

«1) («4—«») («4-^3) («4—«*) •••• («4 — ««H-i^ 

m 

jr (t,2,3,4 ,....,7i).orn^fyn ti 

Fffgt man aber dieser Reibe nocb die Terscbwindende GfSSeae 

5(1, 2,3,4,...., 70.a«fi"M . 



m 

(«n+i— a,)(c»ifi— a.J(«a+i-^)(««4l— «4).... (««-fl—O«) - 

■ • 

bei, 80 erliält man in (Icn o1)cn ein^cfiihrteii iKeieben auf der 
Stelle die sehr benerkenevrertbe Kelation: 

m,in m,iu±t TR n 

(»)=(»+ 1) -««^^ K{1 ,2,3,4,,...,«).(ii + 1), 
oder X 



(»+ i)=(}i)+ a: U .2, a,4, ..... II). (» -f 1), 

oder 

u^i f (l,2,3,4,.....ii).(fi+ («), 

tvobei man auch noch bemerken kann, das» diese UleichuugoD 
noch eh^ as mehr SymmetHe erhalten , weim man , was oflMnr fai 

gewisser Weise verstattet ist, (» -f 1) fiir (n -|- 1) schreibt 
Wenn man m der Reihe 

- / ^(l ,3,4,5,,...,m ) 

. lra,2,4,5, n) 

. . K(1.2,3,6,„.„w) 



II. s. w. 



m 



A'(1,2,3,4,.....M-1) 



ai)(ßa— «4).... (a«— a«-i) 

den ersten Brach auf bekannte Weise in PartialbrOche *) zerlei^» 
so erhält man ahne Schwierigkeit: 

w 

jr(l,3,4.5.....,ii)-'ic(2,3,4 .1 n) 

" «%)(ai-«f4)(«i-«a; .... (««—«») 

. g(l>^4,5,....,7i)-^(2,3,4,5,.».,«) 

fe— «l)(«3 — «») («3— «4) («3 — «d) («8—«»») 

ig(l,2,3,6,...,7i)-i^(2>3,4,5,....,») 

«iXsli— «^....(«^— «to) 



: » 



n. «. 17. 

ä:(1,2 , 3,4, n- l)~J?(2,3, 4^ ! ) ;^) 

(«B — «l) (a« — oj) aj)(«» — 04) .... (a» — a«_J' 

Weil nun aber nach dem seben vorher angewandten Satne der 

Kombinationslehre 



Man vcrglekhe L 
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IM 



/TT n» 



Ml «• — t 

= jr(3,4,6 , ...„n) + «1^(3,4 , 5, ») 

m— 1 

=:(a|— «[^) Ar(3 ,4,5, .... , ft) , 
ic(l,2,4,5,....,n)— J(2,3,4,5,....,ii) 

=ir(2»4,6,....,ii)+«i£(2,4,5,..»»fi) 

m jri — 1 

=(«1— Ä (2, 4,5 «), 

)39 49S,te..,ii) 
= Ki2,Z,5,^,H) + «7^(2,3,5,....,») 

-X(2,3,5 ,/0-cJ^'(2,3,5,....,«) 

m-l 

ss<a,.^)ÜC(3^3,6,.M., tt), 
if(l,2,3,4,...„li—l)— 5(2,3,4,0,....,«) 

*■ w— l 

=siC(2,3, 4, ....,»— 1) + «1 Ä^(2 ,3,4, .... ,|i - 1) 
— A'(2 ,3,4 n— 1) — anÄ (2 ,3 , 4 , .. . . , fi — I) 
= («1 - fl«Jl^^,3,4,....,si - 1) 
i«t; so ist nacli 4m VorbergeheDden 

(«) 

A r(3,4,5,.... , h) 

(«,— 03) K— («a-«fg) (o^-on) 

^ "ig(2,4,5,^>.ti) . 

_ " ^(2, 3. 5, ...., ») 

#il2,3,4,....,h — 1 ) 
" («»— «i)Ca»— «*) (et»*— fi^ü-i) 
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Nun ist aber klar, da/»K man eine der forhergebenden i;an 
äbiiliche Zerlej2:ung jetzt »iedt^r von Neuem in Anwendung brin- 
gen kann, und wenn man dann diese Zerlegungen weiter fort- 
setzt, 80 miiM man nofhwendig endlicb auf die folgende 6lei< 
cbimg kommen: 

(«) 



(aat— crm.f i)(o«r-*a»f^(^ — 3).— 
, y ~ iiC(»i< w-f-^» »»•♦•3, nj 

«i-f-1, fii-|- 3, .,..,n) 
' '(«i«+2~aw)(«m4a— «'»»+i)(««H^a «a»+s)"«(«»»»fa**"«") 

, ^ l^(w , «1 4" 1» 4- »»»*r**-* 0 ^ 

Wendet man nun aber die erwähnte Zerlegung ooviimaiü an, 
was jedoidi Mif filr fi>?}t-|-l möglich ist/ und liemerbt» dass 

I 

»1-1-2, m-|-3,....,ii)=«M4'«»H-|-«»Ks-i'*«>»*-f«i^« 

CC«il-|-S 4- •••• + ««» 

tu w. 

iiCl», Hl + 1 , »I -f2,....,ii'^t)atMf« + -|-aM^2-|- •••• -f«»-! 
ist, so erb&it mao 

• ' I ' . . (») 



II. 8. W« 



und weil nun Hie Grosse aaf der rechten Seite des Gleichheit^- 
zeicheas, wie unmittelbar ans I. heirorgebt^ der Null gleich ist, 
so ist überhaupt för »>m4-l: 

IM, 0 



r 
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Fir Msn-l-i ist dagegen oaeh den Obigen • 

«,0 

Es ist eleo 

(id=jO| cuter 

II >m 41 oder 11=111 -f-l 

ist 

Ueberbaept ist nacb dem Oblgsü 

(mi" 1)= ^(2,3>4,5,..^,m-t-l)«i ^ 



A'(l.,3,4,5,....,m -f3).ag ^ 



m 



2,4,5, ....,m-fl).<%^ 



(«3-«i)(a|—öt)(«3 - a4)K—«5)— («3 ~ a-i+i) 
AC(!,2,3,S,....,m+l),a;tM 

Q. S. W« 

A (1 , 2 , 3 , 4 , , m) . Om^-i^ 



also» wie leicbt erbellet: 

(m^i) = ^ «4 •••• f 1 . f^ r"-"' 

(«1 - («A ■- «3) K - «4) ("1 - ^a) •••• («1 — ««H-i) 

, Clf|«j;ff3g4. ... 1 . 

j pjitt2«ja4 ...Cfn,| j . a^f^^ 

(as-«i) («■— «4) («3— «4) («3- «*) («3— ««i+i) 



(«^i^tti) <o(ft— «a) («4— «3) («4— «») («4— ö« h) 

1f.:S. W. 



(«••+1— «i)(ai» i I -a^(c«,^ i^«8)(«"H-i— «4)— (««»ft — 
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HieraiiB «chlicsat man mit Ufilfe von 1. leicht» das« 

> ">> ^ 3 m,m 

(iiifl)=0, (Jii+l)==s0, (m-|.i)a50,....,(m-|-l)=0; 

aber 

(jfil^]6'==«i«M«!i*«*«M4-] 

tet. 

Aus der oben bewieecnen Rehtipn 

{n + 1) = («) + a„+, Ä(l ,2, 3,4,...., ii). (n f 1) 
ergeben ekdi nnn die folgenden Gleiehmigen: . 

m,lwtpOm O 

(»>=(«- 1) 4^a.iC(l,2>3»4,... , n-l) . («) , 

(t;fr=(n"ll) f „„^(1 ,2,3,4,„,.,«-l).(il), 

(j;) = («'!11[) +a,Ä'(l,2,3,4,....,«-l).(n), 

5i)=(»^ !)+«• Ä(l , 2,3,4,.,..,ii-l) . (i), 

Q. e. w. 

m,ii— 1 M,ii— 2 m n—'Z 

(«)=(i»-l).+«,i:(l,2,3,4,....,it-l).(ii); 
abo, weil nach I. 

(i) = (i) = (i) = (i) = .... J[n)=^ 0 



ist: 



(n) = (ii-l), 
in) = («-.!). 

m, 4 IN, 3 

(„) = 

U. 0. w. 
(ll)= («~ 1); 



ond In dem naelifoli^endeii Schema sind folglich offenbar Hie 
sämnitlicheii in vertilialen Keibeu steheodea Glieder einander 
gleich : 
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Weil nun oaeb deM Votftergibeiideo 

(»)=P, («-1>=0, <ii-2)=0, (ii-ü!)s:0»....(i»>4*2)=0; 

(fr+l)=(-l)-; 

»«»1 m, 2 m, nt — .| m , r?! 

(i«+i)=50, («i+i)=:0,....(m+i)=o, (i/i + i;=o 

ist; so ist 

W =» 0, 

(») = 0. 
(«) = 0. 

U. «i. \\. 

I ■ • • 

«t, II— m- 2 

(n) = Q. . 

Ol, n—m— i 

(n) = (-!)'«, 
(«) = 0, 

U. 8. 

(Ii) = 0, 
n = 0. 



Der vorhergehenden Relationen klEwa man sich jetit zur allge- 
meinen AnAOsiuig der n folgenden Gleidurogen des ersten Grades: 

zwischen den » onbekannteu Grösseo 
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m 

Agt Äff ^, A^,,**,Am 

sehr eitiraeli auf folgende Art bedieoen. 

iMati niuUiplicire die obieeo n Gieichuiigeu nach der Reibe 
mit den folgendeo ifiten KomlHiHifioMidasseo* wo wir die Bezeicb- 
nuDg crCsserer DratKcbkeit wegeo gegen frfiber abriebtHcb etwai 
verändert haben: 

m 
m 

n. 8. w. 

m 

dividire diesetben dann nach der Reihe durch die Producte 
(«I -«t) («1 — «») (oi — a J (ß, — «ft) — — c) , 

«l) -O») («3 — ««) («I — O4) • («^— «») , 
IL 8. W. 

und addire sie hierauf sämmtUch lueainnien; 80 erbilt T'M in oiea* 
bar die folgende Gleichung: 



• Ai .(n) -I-Af.in) + iit ♦(11) + . («) 

Mi n— in— 1 

m 

(«1 ~aj|)(oi — <)^) (a^ — a^ («4 r-o^) (a^ -o^,) <'i 

m 

• _ ^(«t » ■■ «j ^ «5 » •••• **n) 

(%-«i)(«i--«i)(«a-«4)(<%-«*) 

«4, »ft, .... OTfi) 
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(«i-^K«4-'«i)f(«4--%)(«4---«^ («*—«•) 

II. 8. W. 

n 

(«■ — «i) («ii— «^(ä«— <%)(C*»— — ««-i) *' 



uiiii es ist folglich uach IL 



m 



' * («j—Oa) («1 "•«4^ («i ~ — • («|— ö») * 



m 



•1 

(«•— «i)(ß3- %)(«»-« J(«3-«4) («3-««) * 

(«4 -i>i) («4— •%)(«4— «sKiir* -«*)....(««—«») * 

u. s. w. 

m 

* (cin--aiX«ii-*'%)(a«'--«iiX««^«4)>>"(aft-*<N^ 

ein Tollt? iitdep^ndcnter Ausdruck für jede beliebige der ge^udiK. 
teil n uubekanntetJ Grössen. 

Bemerkt mag noch werden » was sich übrigens auch nach dem 
Vorhergeheiideo eigentlich schon von selbst versteht, dass 

A.=- ^ ^ 



4- 



22 

4 

; «4 



iet 
eisten 



(«ta— 0|} ((»«-'C'iK'Ks— fi^Xan—aJ .... (jotu—am^) 



Auf diese Webe sind die eegebenen n Gleicliiiiigen des 
ID Gradefi TeUettndig und TOtug Independeot MifgelM. Za- 
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gleich enthält dsk» Obige vere»ehiedeiJie hemerkenfiwertlie arithine- 
tuchc SStze, vton deni>ii der eine vnii uns beaoDden liervorgeho- 
ben worden ist; die übrigen wird der aufmerkMine Lestfr gewiss 
auch ohne besondere ErioneriHig nicht unbeachtet gelassen nabeo. 




Velier eiaise Aätee Her Zaldenlehre. 

Von 

dem Herausgeber. 



Aus den iu der vorhergehenden Abhandlung bewiesenen all» 
gemeinen aritbaetischen Theoremen lassen sich verschiedene be- 
■leikeiiswerthe Sätze von den Zahlen ableiten, von denen icb 
einige in dem vorliei^enden Aufsatze entwickeln uill, ohne jedoch 
- ftf jetst die Abstellt /u haben» diettea Gegi^tand zu eciMiifipfeii. 

Weim wir der K.fir2e wegen jetzt 

a 

Hm = («a— «i)(«a— «3) (««-«4) («2^«a) («2— «•)» 

» 

n„ = («a— «!)(••— «a)(«i— «4) («a— «5) •••• iH—^» 

Um =» («4— flj) («4~«a)(«4— «»)(«4— «») («4—««), 

u. s. w. 

JIu = (««—«1) (««—««) «4) .... («• — «i-l) 

seteen; so ist in der in der vorhcrgebeodei» Abhandlung gebrauch* 
ten Beseichnung 

lim Um Um 

Wenn nun von jetzt an 

r 
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lauter (positiFe oder oegAtive) ganze Zaldeii hmtkkmA» v»A 
•iiift in keiner dieMr Zahlen anfgelieiide positive PrimviU iat» 
iet, wenn 

^» ^» 

gemtee poeHive gaaie ZaUea beMidiBen. naefc 

+1)4-1, 
V'r=a,(,t + 1) + 1. 

«3/' = X,(,i + l)+l. 

•4/«=A4(,»-|-l) + l, 

II s. w. 

aIm> naeh dem Obigen: 

{Hn Um Hm Jim 

1 1^1^ .1 

-0» i;u iis 

d. i. In der efagefiibrteD Bexelelioong : 

Weil run aber, wie In der vorhergehenden Abhandlang geseigt 
worden ist, 

in) ^9 

bt, 80 «et 



und folglich 



(fT). iib ir» ii» if» 

ä(|1+4).1 Ai n„ Zin i/a .... i7» 

^n; .... 

Iii " s ' 

IIb 8* W* 
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Setzen wir jetst.fissn — 1, so dass aiso » ^ne in keiner der 
ganieo Kahlen a ' ' 



^» •!» ^» «4* ••••«« 



agfe eh w kte Primn&l ist, m wini' 41^' wkcigeh^ade filcickiiig, 
weil, wie in der vorhergehenden Abhandlung gete^ worden iel. 



ist: 



= (»)=i 

iii bn An A .... i7» 



» 4 



or- 



N I Jlf Um, Hu iln .... i/n 

+ i,i7« /Ja //„ .... il„ 

a. w. 

-l-iUÄi jL A..^i3» 

und die l'riiuzabl 7i geht also hiernach unter den gemachten V 
aneeetiuDgen jederaeit in dem Prc^ducte 

il« An Am JT« .... ITn 

auf. 

iNuu i«t.aber, wie ipan leicht findet: 

//„ //„ An An .... Iln 

X(«|-«4)*"..(«8-^«)* 

O. 8. H". 

■ 

und nach dem Satze dea KuUidee Ton den Primzahlen kann die 
Primiahl n in dem Prodocte 

(«1— «2)* («i — «3)* (''i — — • K— ««)* 

X(«i— «t)* ... . («1 — «•)* 
IL' n. w. 

X(a,_,-««)« 

nur dian. aufgeben* wenn ale In dem Prodncte 
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m 

(«1— — «s) («1 ~ a l) («1 ~ ««) 

X(«l— «8)(«»~«4) («»-«■) 

a. .w. 

aufzieht: also ergiebt sich au:« dem OUigen unmittelbar der foi> 
gme Sati: 

I. 

Wenn die positive oder negative Primzahl n in kei- 
ner der positiven oder negativen ganzen Zahlen 

aufgeht, vro jetzt (n) den absoluten^ Werth von n be- 
zeichnen solf; so gebt diese Primzahl » jederzeit in 
^dem Prodncte 

(«1 («1— «s) («1 •••• («!•-«(«)) ' 

X(«r-^)(««--n)«"« («a— «W) 
><(«■—»♦> ••- C*»^«»)) 
v. s* w. 

X(o{«)_i— 0(|.)) 

auf. 

Ura ein Beispiel za geben, so sei »=5 tind 

«,--4.12, H-—^* «•-+4. 

Dann ist 

— 17, 03—011=: — 13; 
«4 — «6 ==+4; 



auf der Stelle die Richtigkfiit des Satzes in dett 
genden speciellen Falle erhellet» da 5 in — 10 aufgeht. 



Thell X. 



90 



m 

Wenn wir lu d^t vorher g^fiiadeiiMi CHoicbnog 



M I • • •• " 

n 4 



= + 1)1 . X, //n //t. //n .... il« 

-I- ^» i7« 



l H 3 "—1 

+ iU-«iii2, i/, .... i/, 

aber ^=:n setzen, so daas alao jetst n-^i eine in keiner der po 
ailiveD oder n^attveii i^anaan Zalilen 

•i* ^» H» •4» 

aufgehende Primzahl ist, so wird Hie vorstehende Gleichung, weili 
wie in der Torber^ebenden Abhandlung gezeigt worden ist. 



n 



ist: 



1 « 3 4 



("l + **a 4 +«4 + •••• + ön)^^n //« /^n ■'^n .... i7» 
1) ( il JTa in Bm .... ii> 



> 



12- n 
•i-k^Ifn J/n Jin .... JIn 

• u. s. w. 

» « n l 

+ ....//• 

und die Primzahl « + 1 geht also hiernach unter den genachten 
VfmMMtangeii tamner 1» den JPiodiict» 

1 » » 4 » 

(«1 +«»+«•+ »4 + •••• + «•) ^« '^J'ii ^» 

auf. 

Auf ganz ahnlu-he Art wie vorher lültot nir\n hieraus mit 
HüUe des Satzes des Euklides von den Primzahlen den folgenden 
Satz ab, wobei wir iedoch, waa übrigens, — wenigsteiia «er 
eigentlich nicht notbig wflre, der KOrae wegen, negati?e Werthe 
der Primzahien auaacnlieaaen vroUan: 
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. 1 



II. 

Wenn die positiv« Prinsahl n 1, welche gjtÜBBet 
alA ^ ist, in keiner 4ev pealtiveji eder nisgatiTen gan- 
zen Zahlen 

•i» •»» «4» •-»••* 

aufgeht, nnd Attdi deren Somine 

+ + <% + »4 + H« + «• 

durch n-f-1 nicht ebne Rest tlieilbar ist; so gebt diese 

Primaabi n-^l jederaeit in dem Prodncte 

I 

(«i— «2) («1 ~ «s) («1— «4) .... («1 —«««) 

X(«i"^«4) •••• («fc-^eW 
n. a. w. 

auf. 

F«r.n+l«;;» and 



I 9 







also 

■ « 

«i + «» + «» + «*5=- Ii 

I 

«jr^^Ep— 14; 



woraus sogleich die Richtigkeit Sfitm in dem ?oriiesenden 
(«pecielien Falle erbellet. ° 

WSre n-f 1 = 5 und « 

atao 

«1 +«a + «»+a4 = — 15; 

so wäre 

«l— «a=5— M» «1— a^rs-?; 

nnd n-l- 1 wfirde also in dieeeia Falle» nie dl^ fhiMmy 
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dofch tt-fl ohne R«st thcHbtr ist, in dem Producte 

• K— ^) («1 -«*) («1— «4) 

X(«ir^$)(H— «4) 

nicht aufgehen. 

Aus dem \c)rl)ergehendeii Satze ergiebt «ich ouu aber aucli 
unmittelbar der ioljg;ende Satz: 



Wenn die positive Primzahl w -f 1 » welche grösser 
als 2 ist, in keiner der positiven oder negativen gan- 
seil Zahlen 

•if ^» 

und auch in keiner der Differenzen aufseht, welche 
man erhält, wenn man Je zwei dieser Zanlen von ein- 
ander subtrahirt; «o geht die Primsahl n-^l jederxeit 
in der Summe 

«t + + 

auf. 

Ginge naaiiich u-i-1 in dieser 6umaie nicht auf, so müsste 
es nnter den MmiAten Tomissetnmgsn nadi dem vorhergehen- 
den Saiae in dem Prodnete 

X («j — «4) ..... («j — an) 
U. S. W. 

und felftlieh nach dein Salze des EukUdes von den Primzahlen 
nothu nndig nitnde.stcT)s in einem Factor dieses Produete aufgehen, 
was der gemachten Voraoseetzung widerstreitet 



Nach einer anderen in der Torheigehenden Abhandlung ein- . 
geföbrten Beseiehnung ist 



A:(2,3,4,5, ....,it).a^" ■ 

{n)= — ; 1 

^ ^(1,3,4,5,....,W).CC2" 

. ^(1^,4,5 »).«," 

. K(l,2,3,4 ,n-l).«id» 



Ist nun fi-f 1 eint in keiner te peiitiven oder negntiven guuen 
Zahlen 

*l» «Sf ffS» <^4»*««*<U 

niif^jt'ht nde Primzalil , ro erhalten wir fraoz auf älmUclie Art wie 



niiigenfiuie rrimzani, ernaiten wir ganz aui anni 
oben mittelst des l*'eriiiat'scheD Satses die Gleidnmg 



\ 



1» 



tM 

. a«.m2,4,5,......,n) 

Ha 
n. s. w. 

iU.£a,2,3,4,..»,«>-i) 
Um 

w 

ir(t,3 ,4, 5,...>,») 

T ' * 

in 

U. 6. W. 

+ S" • 

i7. 



* 



d. L, wie leicht eihellef: 



in 



,3,4,5, ....,w) 



% 



Ag. 1^(1,2,4,5, .. ..,n) 
e, w. 

. l^,.i'(l,a,^,4>.>..,ii ^l) 
ir« 

W6 wi« firilliet it,, is,.As,.....iii gpxe Zahlen sind. 
SetMn wir dud 

80 wird die vorsteheDde GteicbuDg: 

n— I 

n— 1,11 »—1,0 l 
(«) - (fl) = (fl+l) j 



1 

IT. 




i,ri:a,3,4,ö„ 








Ä.!A:'a.2,4,5„ 








11. 8. W. 




Xfl. (1,2,3,4, 





also, well, wie in der Torht^heDdeit Abbaadlmig geseigl wor> 
den iel» 

«—1,0 «—i»« 
(«) = (— («) = «i«»fl»a4....a« 

d. i. , weil unter der oben gemachten Vorausgetzuns, wenn irar 
die Primzahl n-f 1 grfleeer u« 2 ist, jeden&lle n— *1 eine «ige* 
rede Za)il \ai, 

n— 1 , 0 n— 1 , n 

(jt) = — 1 , («) — «löt« jtt^ . . . . 
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«1 

Ute ■ " I 



■ f 



I 



• 1 



«tCsa««*'*«'» -f l}llsi7fi JIh Tin •••• /Zu 



+ i Am ^» ,3 .4,6, , n)J 

♦ ■ 

tl. 3. \V. 

+ j,n; An An .... j?« jr(lA3>4^. 

u orauj« sich ergleht, das» unter dea gemachten VoranäaeCstngen 
die Primzahl n^-l jederseit la 

(«1 Ojo, a4 ....«n+ 1) //» ... . 

aufgeht. 

Geht niio «her die PrimBahl 3i4-l w keiner der Diiereozeii 



«f— «j— «4» ....f «a — 

ag-^4,.....,«3— ««; 

II. e. w. 



enf , 10 geht dieMike aaeb dem Satse dee Eoklidee tod 6m 
PrimsaUeD ofepbar andi in dem Prodocte 

AnAmAmAm ff« 

nicht auf, oud rouse folglich Dach demsellien Satze unter deo 
oben gemachtea VorauwetsoogeD jederzeit in 

•i eaef ^4 ••••«••♦• 1 

aufgeben. 

Hierdurch werden wir «Dmittelbar an dem folgenden meifc* 
irMigea Salae getUnt« 

• C • ^ i 

IV. 

Wenn die positive 2 übersteigende Primzahl n-\^\ 
LD keiner der n positiven oder negativen ganzen Zahlen 

•i» «a* ^» •4»"»* 

und auch In keiner der Differenzen aufgeht» welche 
man erb&lt, wenn man je awei dieaer Zanlen von ein- 
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ander subtrahirt; so gebt die Primzahl k -f 1 jeder- 
seit in 

mof, oder es findet onter den gemachten Vof*MS6ts«B* 
gen jederseit die Congrueos 

aia^OsCt« an^ — 1 (Mod W + 1) 

Statt. Auch i?t, n enn dio Primzahl n^fl^ä ist vnd nnr 
in a| niclit aufgebt» offenbar immer 

«I ^--1 (Med. 2), 

was sich von selbst versteht 

Um ein Beispiel an diesem Satie ra geben» ssl 9>f 1»5 md 

«,=-6, a,=<f.ll, «4^4^13; 
also ^ 

«,««,-=—17, 19; 

«,--«4=— 2; 

woraus man sieht, dass alle bei dem vorhergehenden Satze ge- 
machten Voraussetzungen io diesem Falle erfüllt sind. Weil nun 

«1 0,0, = -f 7 . —6 . + 11 . -f ia= — 60Q6, 

ist» so siehf mao» dass Sait im TecficgendeD Felle licbtig iet 

Wenn man fSr 

die positiven ganzen Zahlen 

1,'2, 3» 4,...» n 

«etzt, so sind die V orau5setzuii(;cn dieses Satzes, wenn nur n+l 
eine Primzahl ist, offenbar vollständig erfiiik, uud man erhält also 
ans dem Vorhergeheodes die Congmena 

1.2.3.4....n^— 1 (Mod. n-f 1)» 

fvelobe den bekannten Wilson* neben Satz anseptlebt, der sine 

nnter dem vorhergehenden weit allgemeineren Theoreme al« ein 
sppcielier FafI ontfialten ist, und -sicli mit der grOssten Leicbtig» 
keit aus demselben ableiten l&sst« 
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Da mir die vorherjjehende Erweiterung des Wilion'achen 
Satzes beiuerkeQj^iverth zu sem scheint, 80 habe ich mich Ter- 
anlasst gesehen, Daehnforseheo, ob nicht vielleicht der Fer- 

maf sehe Satz einer ähnlichen firweitemng föhig ist, und will im 
Folgenden das , was ' sieb mir in dieser Beziehung bis jetzt durch 
ziemlich einlache Hetraclitun^en dargeboten bat, niittbeil^'n. 

Wir wolleii aDnehmeo, dass n-fl eine positive Primxahi sei« 

uod 

^9 ^9 

sollen n positive oder negative ganze Zahlen bezeichnen, von de- 
nen wenigstens eine, die wir (Uirch bezeichnen wollen» .^woh 
n -h 1 nicht theilbar ist. Dagegen sollen die Differenzcni 

, «II — «I, ttft^Ojiy«.*, «it— Ab-i, et— ., 1 — a b 

^ämnitlirb durch ii -|- 1 tb*filbar sein, woraus dann sehr leicht und 
ganz von selbst £ulet, dass üherhiuipt die sämmüichen Differen- 
len durch ««f 1 theilliM «ind» welche aua erhiilt, wenn nian je 
iwei der Zahlen 

von einander subtrahirt, so dass man also auch bei der folgenden 
Betrachtung von der Annahme ausgehen kann, dass diese letztere 
Bediogimg erfliUt eei, weil ihre ErfOUang durch die ErfMlung der 
eieCeren allerdings einfacheren Bcdiagnag unmittelbar «ad gaai 
Von eelbat herbeigelBhrt wird. 

Selsen wir nun 

«fit — »1 =^li.fc.(n + l), 
cit — «-z = A2, *.(« + !). 

tt. a. w. 

ak — ak^lzsXk-i, k. {n i l)f 
ak -«i = Afc,fc.(n + 1), 

a» — «i f 1 = Ah 1 ,*.(»+ 1 ) , 

Q. a. w. 

■ 

wo nach der gemachten Vorauasetzung 

^»^> ^^ff^f ^»'» ^4,lri •••• 

lanter ganze Zahlen sind, da offenbar auch das verschwindende 
kk,k in diese Kategorie gerechnet werden kann; ao ist 
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■Ii • - V 

II* w. . 
«iS:±a»-^l«, A. (« -f- 1) ; 

und wenn man nun auf beiden Seiten tler Gleichheitszeichen roul- 
tiplicirt, 60 erhält inao offenbar eine Gleichung« welche, wenn L 
etoe ganxe ZaU beaeichnet, im AUgeraeineD von der Fem 

«4 fl^ 11^ Oa = ttik" -f ^ (» + 1) 

iiit Alee tet eech 

und da avn nach dem Fermat'schen Satze, weil nach der Vor- 
aoMetzung crjt nicht durch die Primzahl n-f 1 thetlhar ist, jeder- 
zeit «f** — l durch «-f-1 theilbar ist, so ist nach dem Vorherge- 
henden unter den gemachten Vurauseetzungen offenbar jederzeit 
auch 

durrh din Prfauiafal n-^l (heUber. Wir erbelton daher den feft> 
genden 6atz: 

V. 

Wenn die positive Primzahl n-f 1 wenigsten« in 
einer der n poeitiTen eder negatiren ganxen Zahlen , 

ttgf ctj« <r4«*»*«eit 

nicht avfeeht, dagegen die sfimm tlichen Differenzen 

durch 71 + 1 ohne Rest thcl Ifi a r .sind, ucirhe rnan erhält, 
wenn man je z\ve\ dieser Zahlen von einander «uhtra- 
hirt; eo geht die Primzahl u-^l jederzeit in 

anf, oder es findet unter den gemachten V oraussctzun- 
gen jederielt die Congruenz 

^ e^ «.«^=+1 (Med. n-l- 1) 

Statt ' 

Das« nnter diemin Satze, wenft man llin. nnabhSngig von den 
Fermat sehen Satze nach seinem gewöhnlichen Ausdrucke bewei- 
eeft könnte, dieser letztere Satz n!s mn beeeodeter Fall enthaltea 

aeln wärde, leuchtet auf der Stelle ein* ' > 

Setst man x. B. ii-f-ls=ö and 



volbtiiMlig etfMit/iiiid et &tt- 

d. h. durch 5 ohne Ue»t tbeütoi» wie m naidk dem obigst l^atie 

erforderlich ist 

Ut aber z. B. n-fl^ö tnd 

«is-i-lT, 4%s+7, fl^=:-|-3, «1=^-8; 

8o sind die Voraus!«etr.un&^cn des vorhergebendeo Satzes offeobw 
nicht voiLstXodig erfüllt, und es ist 

darch 5 nicht theilbar. 



.1 



» • e I 

I ' 



Verbindet mao (^ie SStze V. uadVI. mit ekiaiider, und beach- 
tet» als sich von selbst v«rat<kbMid, daoft, wenn ma 2 io i% mekt 
aii%ebt« ofieobar immer , 

m 

bt« ergiebt sich der folgen4e Satz: 



» • 



.Wenn die positive Primzahl it-fl in keiner der n 
positiven eder DAg&tlven ganzen Zahien 

«i» «4,.... O« 

and Audi in lt«inef der Differenzen ayf^eht» welche 

man erhält, wenn man je y.wei dieser Zahlen von ein- 
ander snbtrabirt; so gebt die Primzahl ii-fl jederzeit in. 

auf, oder es iindet anter den gemachten Voraussetzun- 
gen jederzeit die Oongruenz 

<%«^«%a4....«iS<-l (Mod. n-f 1) 

Statt 

Wenn dagegen die positiT« Prlmsalil ii*f 1 wenig- 
ntenn In einer der n penlUrnn eder negatiTen gansan 

^* d||, «4,..., An 

und in allen den Differenzen aufgeht^ welche man er- 
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0 

.hält, wenn man Je zwei rlieser Zahlen von einandei 
«ubtrahirt; su gebt die Primzahi »-f 1 jederzeit in 

auf, oder et» liodet unter den gemacliteii Voraaaeetzan- 
gen jederzeit die Coograeiis 

a^«^c%«4....44iB-f 1 (Med. n\\) 

Statt. 



Indem ich wiederhole» dass ea nfcht meioe Ahaicbt ist, die- 
aen Gegeoatand in dilr vorfiegenden AbbluidliiDg sn erachupfeti, 
will ich mir nur oocii eilanben» dieselbe mit deo folgenden allge- 
meinen Bemerkungen zu Kchllessen. Es hat mir nämlich immer 
geschienen , dass viele der bereits entdeckten höchst merkwnrdi2ren 
Gesetze der Zahlenlehre noch unter einer zu specieUeu Feriu aus 

f;6drflcitt und aufgefasst , und noch nicht auf Ibfen wahren miig- 
ichst aligemeinen Ansdruck gebracht worden sind; und so sehr 
ich auch die vielen trefflichen T^eiKtnno^en , namentlich der neueren 
Zeit, auf diesem Gebiete anzuerkennen bereit bin, so scheint mir 
doch eine immer noch grossere Erweiterung und Verallgemeine* 
rung der Gesichtspunkte, unter denen die Geaetse dieser herrücbea 
Wissenschaft er f^t^eTn^äTfif^ aufgefasst werden, nöthic; zu sein, wenn 
dieselbe noch raschere l ortscnritte als bisher niaclien soll. Was den 
obigen atigemeinen Satz VI. betrifft, so ist es mir sehr wabrscheio* 
Heh, dass sich derselbe noeb melir TerallgeiiielnereB llssl, viel- 
leicht in Khnticher Weise, wie schon früher der Permat'sche und 
Wilson'sche Satz verallgemeinert worden sind , was ich hier, ohne 
mich dariiber Nveiter zu verbreiten, als bekannt voraussetzen kann. 
Auch werden sich geniss^ noch ganz andere einfachere, bessere, 
mnentlich mehr als raeine obige Darstellang der wahren Natur 
des Gegenstandes entsprechende W^ege einschlagen lassen, um 
zo dem Beweise ^esseloen zu gelangten, wobei zncrleirh die Ent- 
deckung noch anderer Gesetze nicbt ausbleiben nird, wie dies 
Immer oei Untersuchungen dieser Art , die in der That auch eben 
dadurch einen ^anz besonderen Reitz erhalten, der Fall zu sein 
pfle'jt, wobei ich nochmals bemerke, dciss ich in dem Obicen 
Keineswegs eine völlig erschöpfende Darstellung der betreffenden 
S&txe mir ab Zweck vorseaetzt habe, und wettere üntersuchue' 
fl»a aber dieselben fifr Jelit «adMev, die sidb etira für dfoew 
Gegenstand inleressiran mechten , gern überlesse nnd eobebnstdle. 
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Heller »trence und gelinde Winter. 

Auszug aus einem Briefe des 

Herrn Dr. J. Ph. Wolfers, 

Mtranonitchoii R«cluiert ma dar Kunigl. Steravarte sn B^rlia 

an den Hetaaagebtr. 

(Hit den beiden mit A. und ß. b«zeiclinetea litliographirtea Tafeln.) 



Sie wünschten meine Mittlieilungen über Temperatur -Curven 
SU erhalten, ich werde sie diesem Briefe beifugen uod die Cur- 
Ttn mitschicken. Meine Hjrpotheae findet, wie aHes Neue, 
Widerspruch, doch auch zu meiner Freude bereits Anklang, ich 
werde mich auch künftig so lange damit beschäftigen , als ich nicht 
▼on der Fruchtlos) ixUeit dieser Betrachtungen überzeugt werde. 
Die anbei erfolgendeu Zeichnungen sind übrigens die einzigen, 
welche ieh beanze, daher mein Wuesch, sie naeli der Bemi^ 
kung zurückzuerhalten. — Fast jeder Winter, welcher sich eniH 
weder durch besonders strenge Kälte oder durch polinde Witte- 
rung auszeichnet, pflegt in den öffentlichen Blättern mit den Wor- 
ten besprochen zu werden, dass die ältesten Leute sich k^nes 
ähnlichen erinnern. Dies war i. B. mit dem vorjähHgen (1846««1BM) 
siemlich Mlinden Winter der Fall. Man könnte hierauf kurz ant- 
worten, dass bei alten Leuten das Gedächtniss in der Regel 
schwach wird und sie sich deshalb keiner ähnlichen Erscheinung 
erinnern. Allein aus eigener Erfahrung weiss ich, wie leicht die 
Leiden ^nd Freuden einer einzelnen Jahresseit vergessen werden^ 
w enn man nicht durch besondere Hülfsmittel die Erinnerung, davab 
festhält, und schon deshalb glaube ich, dass es nicht ganz unin- 
terressant sein wird, auf den vorliependen Blättern den Verlauf 
der Temperatur während der 10 voruergchenden uod des gegen» 
Wftrtigen Winters ((84^-^7) graphisch vor Augen gestellt zu sehen. 
Bei etwas aufmerlcsamer Betrachtung dieser verschiedenen Ciny 
ven wird man charakteristische Unterschiede derselben walirneh- 
men, jedoch glaube ich im Stande zu sein, darzuthun, dass die 
entschieden gelinden Winter sich wesentlich von den strengen 
nnterscheiden, und dass man diese Unterschiede schon in der 
Regel an einem verhfiltnissmässig Idelnen Theile jeder Conre 
waiiinelaMn Iriinne. Seilte eicb dien, was üreiUöh- wegen der ge* 
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ringen Ajiiaht der sn Gfimcle gelegten Gorven inner aoch proble- 
matisch bleibt» epiler bestäl^en; eo wttirde man al«dime in 
Stande sein, schon beim B^gumea einee Jedbn Winten .mimb 

Charakter zu erlauschen. 

Ehe ich zu diesen Betrachtungen übergehe» lieet es mir ob, 
tiber die Beobachtungen Rechenscnail zn geben, auf weiche dies« 
Conren begrfindet sind. Es sind dies die' Temperataren, welche 
im wahren Mittage an dem Normal- Thermometer der hiesigen 
Sternwarte abgelesen ilnd welche thcUs bereits durch den Druclc 
veröffentlicht, theils durch Herrn Dr. Galle mir freundlichst mit- 
getheilt worden sind. In den ersten bereits erschienenen Jahr- 
gängen w«ri» 81» drei» wihrtnd des Tfif^ engesleUteii Beob- 
achtungen die jedesmalige mittlere Temperatur abgeleitet und ich 
würde diese zur Anlage der Curvcu gewählt haben, wenn nicht 
in den spätem Jahrgängen die Temperatur des Mittaees allein 
angegeben wäre. Der Censeqnenx wegen wfthtte ich daher tou 
Anfang «n diese einzelne Temperatur, welche flbligens im Win- 
ter wenig von der mitttern Tempentar. des Tagen Torsehieden int. 

En war s. B. 

am 15. Jan. 1836 die Mittagsttfinper. =:-f 2«,77, die mittlere :=-f!2o,60, 
„ IS. „ 1837 „ „ -2, 29, « „ -2, 24, 

« 10. » ]«38 n » -^«0. ^ *. -9,28^ 

15. Febr. » » >• • —^9^, w» n — 4,§l, 
15. Mira „ +6,26. „ „ +5,60. 



•» 



Diese Tage halte ich ohne besondere Auswahl angesetzt und 
die ein;telnen, bis P ansteigenden Unterschiede würden freilich 
von Belang sein« wen« icbi. wie e« bisher mei«teos geschehen, 
die mittiern Tenpefffhnren djg gnwaii Winter beeünneii md aon 
dem Resultat den Cbarnkler des strengen oder gelinden ableiten 
wollte. Hier werden wir es jedoch mehr mit dem Gange der 
Temperatur von einem Tai^e zum andern, als mit der absoluten 
(Grösse deisetf^eu an ein^uen Tagen m tbnn haben und daher 

wmism jene Oetemohiedn von kmm bnnnnderen Mango «ein. 

- - fn der Regel erstreelEen sieh die Gurren Uber die ftnf Ig» 

oate vom 15. Noyember bis zinn 15. März, und nur' in Einem PoIb^ 
im Friihjulirc 1^15, habe ich ein kleines Stiick bis zum 23. Mirz 
hinzugctiict, weil bis zu diesem Tage der damalige strenge Nach- 
winter anhielt. > Die starke horizontale, durch jede Curve niudurch- 

fehende Uitie beneiehnet die Temperatnr iedes Interrall In 
ertntaler Rjehtug entspricht 9* R., jede vertikale Linie gehOrt 
einem Tage an und die stark ausgezogenen vertikalen Linien be- 
zeichnen den Anfang der Monate. In den Schaltjahren 1840 und 
1844 gehört die Linre des 1. März dem 29. Februar an, dieselbe 
Apomalfe findet ht\ den folgenden Linien Mn xwn IS. Min in 

diesen Jahren stntk 

• 

Um mm ven niMngen und gelinden Wbillern sprechen m 
nen, schicke ich folgeAe Erklärung ▼erans. Unter einen etr en- 
gen Winter» wiU wk einen «otehe« vepilebeo» In weklMRjdie 
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JVtMH^nr drei bw vt«r Wockvi biodnrch oier ftit «iMü- 
^g«ieBl unter dem GefriertiualrtPsMeibt, ohne RfleluiMM apf d«to 
absolut tiefeD Stand <\r< TIkm monirffTR. Unter einem gelinden 
^Vinter verstehe ich einen sulciien , in welchem die 1 euiperatar 
an mebrem einselnen Tagen auch mehr oder weniger tief unter 
;den Gefrierptnkt sioktfl naf. wo aber dte Duer tfieser iiieM- 

fen Teropenior btefbiialf Ist mmä die lelttere mit eintretender 
öherer Temperttur von längerer Daner abwechselt Diese Erklä- 
rungen stimmen keineswegei^ mit demenigen überein, welche In 
den meteorolofflschen Lehrbuchern aulgestellt zu werden pflegen» 
•m kSnaoi TteO^dit «elbat Füle vorimunea, io dmen ein sireii 
• gßt Wulttr nach meiner Erklärung einem gelinden nach Jener ent- 
spricht und umgekehrt; allein ich wollte zunächst keine neuen 
Bezeichnungen einführen» wie etwa wenn ich statt eines strengen 
einen beständigen oder hartneckigen Wmter aufgestellt hätte. 
Uebrigens bitte ich meine EricUbrniiffeD mir ab fÜir clie ^er anzu- 
stellenden Betrachtungen aufgestellt anzusehen y nvr ee darf iph 
sicher sein» nicht missveiatanideB so werden. *■ " ^ 

" Betrachten wir demgeroffss die vorliegenden 11 Cur\en, so 
entsprechen unzweifelhaft die fünf foli^enden 1, III, VII, Vlil und 
X gefinden, die vier 11» V, IX un^ XI strengen Wintern: die 
zwei dbrigen IV nod VI vreder ^anz strengen nocb .gana geUnden 
Wintern, nie neigen sich jedoch mehr den erstem an» Die erst- 

ßenannten fSnf uirven sind von den vier zweitgenannten wesent- 
ch verschieden» allein man wird für jede dieser beiden Klassen 
ein gemeinscfaaftticties Kenmelcben herausfinden kOnnen» welchea 
sich bald früher bald später zei<;t und WQnacb neu den i^felte^ 
Verlauf den Wintere beurtbeilen kann. 

Ich bebMVin demnach» das« in den gelinden Wintern sich 
anfangs eine kurze Kälteperiode einstellt, welche mit einer, län- 
gere Zeit anhaltenden, wärniern Periode abwechselt In der 
Curve h, von 1836 ---llii^, dauerte die erste Periode vom 23. bis 
zum 27. November snd die darauf folgende wärmere Periode Vmn 
28. November bis zum 23. December. In der Curve III.» von 
1838-1839, fand die Kälte vom 19. bis zum 28. November, die 
Wärme vom 29. November bis zum 18. Januar statt. In der Curve 
'VIL» rfio 1819-1843, beneelfie die Kiite nur 3-4 Tage and die 
Manf folgende Wärme 12 Tage hindurch. In der (Sffve VIlI.» 
vo^ 1843—1844, stand das Thermometer nur Einen Tae^ unter 0 und 
es folgte eine warme Periode von 26tagiger Dauer. Endlich währte 
in djer Curve X.^ von 1845 — 1840. die Kälteperiode etwa 4» 4vB 
warmie 18 Tage. Jitwet letztgewülnte Winter wurde als efai an(^ 
fallend gelinder In dio. Zeitungen veaprocben, allein mit einem 
Blick auf die Curven sieht man, dass er bis Ende Februar die 

eiden Winter von 1842-1843 und 18l;i-l8t4io dieser Beziehung 
bieävveses tIberfraP. . Zieht man die Ende Februar eingetretene 
H^e^ 'Teäpäitor in fietraebt, so musste hierdurch freilidi di# 
mittlere Temperatur des ganzen Winters bedeutend erhobt werden 
und unter den verzeichneten Curven finden wir nur in der von 
1841 — 184^ ein anderes in dieeer Beziehung nahe iiommendes 
Beispiel. n , .-ffi ■ f'o, . >M 1^ , i ■! . 

Von im strengen WliAerB biafc n a mt e ich, daee na^ dem Eiti- 
tpitt der enleii iüttft das Tbenwmeter Aiber eder spSter wohl 



wieder fiber 0 «tei^n mag, das» Att diu« liliMa F^riade, 

welche ich kmt die Krisis nennen will, nor von kurzer Dmw 
sein wird. So sehen wir in der Curve Tl., von 1837 — 1838, das 
Thermonieter zaerst am iL Uecember unter 0 sinken and bis zum 
S7. in Periode« tob wenigen Tagen auf- nnd idedersteigen , worauf 
am letztgeiiaDiiten Tage die Kälte entschieden das Debf g ewi cht 
erliält lind wir in dem foli^enden Theilo der Curve dris wahre 
Itloal eines streagen Winters wahrnehmen. In der Curve V., von 
164Ü— 1841, sinkt das Thermometer am 9. December noter 0 und 

05 tritt sogleich eine nnhtdteode Kilteperiodo bis snm 1. Sumn 
'ein. Jet/t findet eine Krisis von 3 Tagen statt, wo die Winne 

i'edoch nicht voll I" erreicht und es folgen hierauf im Januar und 
'ebruar bis Anfang März die Kälteperiuiien so überuiegend, 
dass der ganze Winter jiothvvendij^ ein sehr strenger genannt wer- 
den muss. Der dritte strenge Wmter findet sich in der Cunre 
von 1844 — 1845. Hier tritt die erste Kälte bereits am 2& Novem- 
ber ein und wahrt bis zum 15. Decemher, Nun folgt eine nur 

6 Tage wahrende Krisis, hierauf eine achttägige Kaiteperiode und 
dann wSbrend des ganzen Januars gelinde iUMe« Daee aber dao 
Keonselcheii des strengen Winters richtig war, neben ivir an der 
folecnricn K.'ilteperiode , welche mit sehr Icurzen und f^erini^n Un- 
ternrechungen vom 7. Februar bis zum 23. März fortdauert. Man 
könnte diesen Winter als die Verbindung zweier strengen Winter» 
einen Früh- nnd Sp&twintera, durch einen gelinden- Janoar beielcli- 
nen. Der vierte zu betrachtende strenge Winter ist der letzte 
von 1846 — 1847, unter XL verzfichnetf*. Er beginnt, ähnlich "»vre 
der eben besprochene, am letzten INuveniber und lässt sich so- 

51eith als ein hartneckiger an, wenn er auch in den ersten zehn 
*agen sich nicht als sehr streng darstellt^ Die am 20. December 
eintretende Krisis währt nur vier Tage und von da ah tritt der 
strenge Winter ganz entschieden ein, indem vom 24. December 
bis zum Januar die Temperatur sich nicht über den Gefrier' 

KIrt erlMibt Diese Tier ntreneen Winter entspredien 4mnMh 
I oiien anfgeslellten KennteicM. 

Es bleiben nun noch xwel Curren in betrachten tfbrig. Die 

nfiter IV. verzeichnete, von 1838 — 1840, entspricht in ihrem Lwti£ 
vom 2. bis *21. Derember einem strengen Winter, man wird den 
ganzen Verlauf bis zum 16. Januar auch als einen solchen betz^h- 
4en k9nnen, dann aber treten Wärmeperioden überwiegend ein 
nnd es kann demnach dieser Winter nur als ein kurzer und stre&> 
ger Frflhwinter bezeichnet werden. Aehulich stellt uns die Curve 
vi., von 1841 — 1842, eioen kurzen strengen Winter dar, welcher 
▼orzugsweise in den Januar Hillt, wo die Kälte entschieden vor- 
hemicliend Ist nnd 16 kalte. Tage ohne Unterbiechvng vorliegen 
Die beiden nnletzt besprochenen Winter entsprechen nnn anraL 
wie ich eben angedeutet habe, dem Charakter eines strengen, und 
können als solche betrachtet werden; ich halte es jcaorh fiär 
besser, sie bei der auizustellenden Anaiagic alu AusualiLuefälle 
aaaaascilllesaen. 

Fassen wir nun das Resultat der neun andern Winter zusam- 
men, von denen fttnf jaeliode nnd vier strenge waren, so kam 
man die beideraeitlgen Kennzeichen auf folgende Weise matheroa- 
tiacb kurz aaaapreeEeB. Tritt im Anfange ein knfien miaue ein. 
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worauf ein futHäaete» phis folgt» wird der Winter ein gelinder 
werden. Wird daa erste, länp^ere oder kürzere minus nur durch 
eiu kurzes iiiuH uatorbrucheu, »o wird der Winter stremo; aaafal- 
len. Dies lat ein a c l wwicher Versuch » un aus «lam Aawnfra dm 
Winters auf den weitem Verlauf SM acbliesaen, wa» meiues Wis- 
«ens Iiis jetzt auf ähnliche Weise riofh nicht i;et«hrhen ist. Ob 
die Erfahnmfif künftig die Wahrheit der aul';?e.stellteii Aiialofriee» 
bestätigen wird »der nicht» «teht dahin; iui er«terik Falle würde 
ich die Resultate elfjähriger Erfabron^ ,aiif eine bestiniDte und 
fruchtbringende Weise gedeutet liaben. , 



Mein letotm Wort ffegren jHenm Doetor 

Von dem 

Hmru Professor Dr. O. Scblumilch 

an der DoiT«r«itftt so Jena* 



„Sttmi kpmtmt ihr, d»th Jkr kummt,; weite IFsM, 

Ich habe midi beim Lesen der noehumligen Ciifreden des 
Herrn Dr. Barfuss verschiedene Male gefragt» ob detin eigent- 
lich meine Wenigkeit es ist, ^^o'JP:rpn dort polemrsirt wird, denn 
In der That hätte ich es kauni für der Mühe werth gehalten» auf 
ssklieii Unsinn sn antworten, wie ihn Herr Dr. Berfas s (hr>chat 
siegreich natSrlich) widerlegt Der Grund dieser Verwunderung 
lieet aber «ehr einfach in der wirkl'K'h originellen Taktik, die der 
Herr JJoctor ireacnwSrtig anzuricljnn ii hxvU erlaubt hat und die 
freilich der Art ist, dass mit ihr auch ein J^rieherg über ^iiiea 
Hnmboldt — nicht denSiegdavon tragen — aber wohl aaeebimpfieHL 
Gelegenheit Inden wfirde. Das ^hlaue Manüvre besteht numlieli 
darin, alles, was einem unbequem wird, iint vfi!ligeni iStillschwei- 
gen 2u üher^i^ehen» dafür aber dem Gegner su viel üusiuu als 
muglich in die Schuhe zu schieben^ je toller, desto besser, denn 
auf Waiiriieit iMnmt's gar nicht melir jm» und innn ma Ende sieH 
über die ungeheure Bornirtheit des anderen lustig zu machen. 
Auf die Dauer wird freilich diese Kunst nicht vorhalten» denn hat 
es ^uch der Eine mit noch so viel <^lück und beschick Tersucbt, 

Theil IL 21 
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(Un Anderen Utcheflicb zu rmtlMii, wb wird da«b dM- aMiriK 

0ar«te!liin!j des wahren Sach bestände? hinreichen, um Jenen an 
de» verdienten Pranger der ÖffenÜirben Meinung tai stellen. Diene 
Bemerkungen »iad es einzig und allein ^ weldie mich /.üt Keduk- 
iMifrder nchfblgMulcB wenigen ZeUen bewHigca kabcB$ icli wÜ 
■Bf mit wenigen Worten auseinandersetzen, ivas ich eiffentlidi 
gemeint habe und was Herr Dr. Bar fnns aus meinen WoftsB 
gemacht bat: das (Tehrluo crgiebt sich dann von Helb^t. 

Es ist eine bekannte Nache, dass durch mehrmaliges Vor- 
kuninien einer Erscheinung nur die Möglichkeit j aber nie die 
Nothwendigkeit derselben bewieeen wird ; 100 Beispiele DBr da« 
Kes:el (etwa die regula faisi) beweiseo nur, dass dieselbe ricbiige 
Hosu ttM to 1 1 pf'ern kann ; ein einziges <m s n i ! aher , in wel- 
chem dir hN iicl nicht trifft, reicht hin, um ihre Unsicherheit (Nicht- 
allgemeinguUii^keit) zu begründen. So habe ich a posteriori aus 
den Conseijuenzen» B'dche sich an die GtelcbnogeB 

0=(:r + ^ + (5' + + + + 

knflpfen , die jünsicberbeit der Reebnune mit dlvergiienden Reiben 
^argetban; ieb habe'fbrper gezeigt, S%sm der ejinzige AVeg, inn 

aus die.«ien Irrthümern des raicüls heraus/ 1? kommen und sich vor 
künftigen zu hüten, durin besteht« die liegriffe der arithmetiticben 
Summe und der syntaktischen Entwickelung durch besondere Zei- 
chen auseinander zu halten; das Erste uar eine volleodete That- 
sache, denn nur ein Hlindcr konnte die Kesultatn der mitgetheil- 
ten KeclirniTiL'^ Ifugnen und nur ein Wahnsinnicer si»- richtr!» finden, 
das Zweite uar ein Vorschlag, und gewiss ein beachiungswertber. 
IVffrde nicht der Geometer die Hfiode über dem Kopfe xnsamnien- 
schlagen, wenn man Gleichheit mit := und dann AehnUchkeit auch 
mit = bezeichnen wollte? Nun nennen wir nher Summe einer 
Reihe die Grünze, welcher man sich niihert, wenn man immer 
mehr Glieder einer Reibe addirt und wir beweisen, dass man 
die S umiiro dsf ins Unendliche verlängerten I?eih<* gleieh seteen 
darf* Bei einer divergirenden Reihe Wie 1 — 1 f I — etc. giebt es 
keine solche Griinze, also keine arithnicti^rhe Summe und wer 
letzt dies einer bestimmten Grosse gleich setzt, bringt eine eben 
*8o heillose Confiisiini In die Analyse, wie einer, der Oleiehfaeit 
and dann auch Achnlichkcit mit ::r: iMseichnet, in die GcortH trish 
Was pnvidcrt nun Herr T)r. Ha rfu s- s auf alfr?5 OiesS H Nichts! — 
Di« Thatsacben ii^norirt er, auf den X nrschlai^ (indet er sich nicht 
bewogen einzugehen, aber halt, er hriiigt ein Beispiel, worin die 
iüdinunff mit divergimtoniteliit»' etwas Richtiges giebt — LSehcr* 
Kche Polemik! als wenn ich Je gelSugnet hätte, ^ass unter üm- 
Mtnnden bei solchen Rechnunsren etwas Richtiijes herau^kontraen 
könnte, dann nämlich, wenn <iie Reihen <ler Art sind, dass sie 
innerhalb eines, wenn aueb kleinen Intervaües convergiren. Diess ist 
fn 4ss Heim Doetors Beispiele der Fall, die Reihen l*-^-|-:r* ete., 
1 — iiP+Sar* etc. convergiren f^ir ar<l, und da das unter diese» 
Bedingiaig gelnedene Resultat eine blos idenlisebe Tran«ronaatisB 



«• gilt ibcMMb» Miai^Miigif voo seiner llari i itt ii |< i i »iii , 

aber man darf diess «idit umkehren (Umkehrungen mfiaseo ja 

•immer bewiesen werden) und daraus schliessen wollfMi . das« 
1 — l + l..w=i, l~2t|^r^,.., = i api.tte. Weit entfernt ai*»o, das» 
Mer Herr Dr. o«rfii«9 efvras gegren mieh vorbringt, b«8tS%t er 
vielmahr «neiiiler von mir aufge^tellteD' Sitze (dass solche Rei- 

hw , ^vcIc^e innerhalb eines ffitei vatle« cnfiveririron , richtige Re- 
sultate geben), den .Uaop^tz aber, 4a«« mibf die.j^erseit 
divergiren, wie 



auch immer falsche Resultate liefeni, trifft das Alles gar nicht. 

Ich will hier noch eine Bemerkung einachaiten, weiche das 
Pbantom einer syniakflBeheii Bedeetung der Reihen Ttlll% ver- 
ttlelM* * Mmi külmle sagen s allerdiegs vM s« B. 



nur fflr j;<l einander gleich» aber jenseit dieser Stelle tritt die 
«vntaktisrhe Verwandtschaft ein; dem gegenüber will «eh 7:etgen, 
dasH über die stelle hinaus, wo die Reibe divergent u ird, zwischen 
Hir und der .FinlcitoD links durchaus keine Beziehung mehr etatk 
findet. Es sei ^(ar) dne Funktion, welche von x^O bis x=^a 
stetiij bleibt, hier aber diskontinuirlich wird. Dieser Beweis lie« 
naht auf einer liigeathfimliohkeU des Ansdreekes : 

/(ar)=y(ar),-y^ j di-^i,(x).-J ^ ät, 

worhi tf<^) eine {^anz niükührliche Fuektioo beseichnet. £rionert 
man sich, dass 



1 

1—x 



und 1-f jt-J-j^-l- 




so loii^t uul der äitelie 



dagegen /(x)=^(jr) „ 



Verirnndell im» ^<«) in tum Reihe ven 4m Fsf» 



Ö» 



«D int 



1.2 



»••• 



81* 



cy Google 



«ml ate CoeMeolimbestiinimBig ^eaMM dwi»<BlMil Vht 
thes jpssO; daraus folgt, daaa, wenn äMm 

♦ • '. 

Mtii, Bo=Ao, i?i = i4. , .... nein iDoas ; vreU* Ufr > < a, mltfaia 
auch für 07^0, (He Funktionen f{x) und <p(x) zusammenfallen. 
Gilt also die Gleicbaog^])^, 00 gilt aucb die folgende: 

^^•">«Jo i '^'+^^^«70 i 

Sollte nun die Gleichung ^J) über a-=ö hinaus noch irgeml 

cin<; JJcdeutiHiü: haben, i\. h. sollte die Keihe in irgend einer Be 
Ziehung zu cp(.r) istehcn, so niiisste diess in der (jleichung (0) eben- 
so der Fall sein, weil hier dieselbe Keibe vorkommt. Für jey-a 
reduzirt sich aber die finice Seite von (Q) auf nix), und daher 
baben wir den Sats : wenn für > a eioe Beaiehung zwischen 
Aq-^AiX \-A^x^-^.... und der Funktion tp{x) statt linden soll, so 
muss dieselbe Bezlcbims^ zwisciien Aq-{^ Aiic-^ttv. tind ^Hx) vor- 
banden sein. Nun ist aber ^(x) eine von f>(ar) verscbietüenc und 
▼olllg willkOfcrtiehe Funktion nnd iwiteben einer aoldten nid - einer 
ganz bestimmten Keibe (d. h- einer solchen, -deteo CoefKzienteo 
unveränderliche Wtrlhc liaboji) kann nljrrhaupt gar keilte Bezie- 
hung statt finden , eben weil durch die WiUkünrIichkeit von tp(x) 

1'ede etwa statuirte Beziehung sogleich aufgehoben werden kann. 
)a nnn zwiscben nnd der Heihe kein Zusammenhang mSg- 
lieh i.st, so glebt es auch keinen zwischen <p{a:i und der i'eihe, 
sobald jjenonimen wird. Dass alter gleichzeitig die Reibe 

divergirt. weiss man a priori aus dem Cauchv'schen !Satze, denn 
der Modulus von x lai hier grüsser als der Modulus a d^jenigen 
X, Dir welches 9(0?) eine Unterbrechung der Continuttät erleidet 

Wenn sieb nun bei dem Streite Über die SnISssigkeit diver- 
genter Reihen Herr Dr. Barfuss ilarauf beschrSnkt, die Haupt- 
sachen unerürtcrt zu lassen tinti i^e^en Dins^e zu eifern, die ich 
von allem Anlange her ziiirt Ljeben habe, so tritt «la^euen die vvirk 
lieh entsetziicbe Etiturmlichkeit seiner Polemik da iu ihrer gaui^eu 
Glorie auf» wo er gegen das Resultat 

zu Felde zieht. Bis hieher batte der Streit von seiner Seite doch 
noch einigen Schein von Ehrlichkeit, hier aber liingt er an, sich 
solcher Waffen zu bedieruen, mit denen man, um einen gelinden 
Ausdruck zu brauchen^ seine MoraÜtät iu eiiL zweideutiges Lichl 
stellt bitte sn Terglelcbfln. — Meine Frage war: ist 

y^^^r^te -I- C oder = i/(x*)+C. 
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iiitil ich liabc daraut geantwortet: sohoIiI At als 4/(^'^) lielViedigi 
die Differenzialglcichong diif=—, aber da Ix und ilix^) ver- 

gchiedene Funktionen sind, so mitös man aus anderen Eigen* 
•chafteo des lotegraiea Jene Frage eotscheiden. Nun iat aber 

J (-^) ' 

und folglich muss, wenn rpf r) den ^ on x abhfini^fxcn Theil des 
Intef^afes bezeichnet, (p{ — x)=:-cp{x) sein. Man kann daher nicht 
(cp{x\=.ljc setzen, weil danu die^e Eigenschaft nicht statt fände, 
■ondem mues q>{x) = %((x^ nehmen. — Hier behauptet mm Herr 
Dr. QacCllss, ich suchte das Imaginfire dadurch zu Termeiden, 
dass ich sagte /(— 1) = =0, und fragt mich nachher, 
ob ich nicht wfisste, (hi.ss Io?(— fl) und U( — a)^ verschieilenc 
Fuuküüiieu seien!! Wirklich, ich traute meinen Augen kaum, als 
idi das Isabt Nacbdm leb amdrfleklb^fc tvuMlner algebraieehen 
Aoalysis bemerkt habe, daas Ix und \lix^) swei sehr verschie" 
deae Fuektionen eiod *), Dachdem leb eben wegen ibrer Ver- 

Pflx 

scbiedenheit die Frage» ob / — =te oder ss^i^ ael» anfge- 

worfen hatte (denn sonst wäre sie überfliis»ii^ gewesen), werde 
leb von Herrn Dr. Barfnee des UDeiones beschuldigt, If-^«) und 
U{ — nicht unterscheiden zu können! — Nun sindaber nur zwei 
FÄlle müi^licli : entweder hat Herr Dr. Bnrfnss meine Exposition 
ans Mangel au Fassungskraft nicht verüstanden, oder er hat sie 
nicht verstehen wollen. Im ersten Falle verbietet es mir die Be* 
•chrSnktheit meiner Zelt, die«e Potemik aar Belebrang des* Herrn 
Dr. Barfuss weiter fortzumtzen, im zweiten balte rob es unter 
meiner Wärde, nocb ein ferneren Wort an Um zu veraobweqden. 



*) 8. Iflg. «heiMt e«; v,lt aad 4'(s*) «iad ganz TarüdiieiTene 
Vtedrtioiini y«ni lf| di« wohl für petitito % ühereinAlimnifB« aber nicbt 
für negative a. «. w. Condtruirt man beide Funktionen geomctriftrh , «o 
hat die der ersten Fnaktiun entupreckende Curve aar einen l£wcig. die 
aadero zwei* oongraento Zweige. Et ist daher nicht für ledee t, /(»*) 
=2/s. Kann man «ich dcatflcher aber die Venchledeahfllt H nod 
aeMprechen? 
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Velber ttmem Satt v^m l!feir«e4lor* ' 

Von . " 

Herrn €• G. Flemming, 

Lehrer ua CmaemihMa tu Jeukna Iwl Dttttiy. 



Le hrtatz. Halbirt man die »ech« Kanten des Te- 
traeder« i;ud legt durch jeden üalbir migsp uakt eine 
Bli«iie saokredit gegeiir>die ßegenüberliegenile Kante» 
so Schneiden sich dieve -«^vhti Ebenen in eiii^m Punktet 
W^ii^er mit dein Schwerpunkte des Tetraedern uim) dem 
Mittelpunkte der um das Tetraeder beschrieben en Ku- 

ßel aul' einer geraden Liuie iiegt^ und der /Schw erpunkt 
«gt in der Mitte der beide« andero. 

f*. Analytischer ßexreis. Wiftlin ein Tetraeder mit einer 
Ecke ie dem Anfangspunkte elnea rechtwinkligen Cnordinaten- 
systems liegt und die Coordinaten der andern drelEckpunlite .r' y'z', 
s"if"^, af"^-^ heissen, aindi wie man darch Betrachtung 
AboHcher Dreleeke leicht sieht, die Coordinaten der Mittelpunktt 
«eiiier Kanten: 

' i**, iyS fci'; i.v^4=''; teT. I»*; 

l(^+ar*), 

Wif^aT). «i'+y^, 

Uä^+ä-), i&'+y), \(f^^^ 

Als Cvl^irhiin^en für die Pro ject Ionen der Kanten des Tetraedeiif 
auf die xi und tfi £bene erhält waa iolgende: 

* 

X — Li'** y — mit*'* ■« 

-e^-tfz, y~l9ii 

— < —f.. 
♦ y —1* • • 



m 

l>ie «»«eh« «riiteu dieser Gleichungen Kehüren zu kanteu, 
welche durch den Anfangspunkt sehen, nie sechs letzten zu den 
drei übrigen Kanten. Um nun aie Gleichungen für die Ebenen 
aufzuquellen, von denen jede durch den Mittelpankt einer K«ilhfte 
geht und senkrecht auf der gei^enüherliegendeu Kante steht, niiiss 
man sich erionerii, d&ss» ^venn eine iiinic auli einer Ebene senk- 
recht steht, «och die ProJeclioDen der Linüä ^«enkrecht auf ilen 
Schaitten jener Ebene mit deo Geordinatenebeneii aein nflaaen. 
lat nun die, Gleichung der Ebene 

«o aiud 

C D 
CD 

die Gleichungen Air die Schnitte deraelben mit der j*: und^ iSbene. 
Es seien ferner r—nz-\-b und f^'': + die Gleichungen fiir 
die Projectionen der Linie anf die^«e Coordinatenebenen, so niiTs- 
«en. wenn diese auf jenen (senkrecht stehen sollen, die Bedin- ' 
guni^sgieichungen 

1 C 1 C 

eder 

il=r«G und i^so'C 

ütatt ündeii. Setzt man diese Werthe fflr A und ß in die Glei- 
chung der Ebene hinein« so erhält map 

als Gleichung lux die £ibeue, welcfi^ auf der g^cbenen Unie 
senkrecht ist Sott aie auaaerdtar nbch dnrcb einen Punkt, des« 
ften Coordinaten q, r sind, gehen, so mflaaen auch dieae der ' 
gelundenen ^iiehi l iuBg genSgea und daher 

o'f 4- r i|- ^ s 0 

sein. Zieht mmui diese Gleichung Von dar veri^^ ait erhält 

niau I ,.iti • " ' \ ' ' ' , 



m 

als Gleichuuu tür die Ebene, welche sowohl senkrecht auf der ge> 
gebenen Linfe ist als «ueh dmcli den Punkt pqr gtkU • 

Setzen wir nun für prir die oben angegebeaen Ausdrücke fÖr 
die Coordioaten der Mittwpqiilcte der Kaufen, und für a und of 

die Ausdrücke aus den Gleichungen der entsprechenden ge^en- 

überliec:pn(?pTi Knntf», so erhalt<Mi wir als GleicniiTiir^Mi für die in 
Rede siebenden sechs Ebenen^ nachdem wir sie nach o-^z geord- 
nei haben, folgende: 

(5) (j:'-«*')«+(y'-^y+(s'--2«>==4la:*(ar'--^ 

(6) +(i^-5'*)i= 4 |a:'(a:''-a:^)+/(/-sr)j 

Um den Term rechter Hand »1 vereinfachen, weileo wir folgende 
Substitutionen macheo: 

Hiedorch nehmen Jene «echa Oleiehungen «Ine einfiwhere Gestalt 
an, nAmlich: 



(1) ■ 




/ ÄWj. Äff 


4 

(2) 






(3) 






. w 






(5) 






«) 







l\[an sieht nun sogleich, <^r\<s die drei letzten Giclchungen ven 
den drei ersten abhängen, indem man diese erhält, wenn man suc- 
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cessive die zweite vou der ersten, die dritte vou der ersten und 
die dritte von der zweiten abriebt. Da wir also nur drei unab- 
hängige Gleichungen haben, so moss es fiir jede der Coordinaten 
.rm einen Werth sreben , welcher secba Gleichungen befriedigt, 
odjßr die durch iliesc <t I e u h im ire n ati sgedrO ckte.n £be* 
Dan müssen sich lu tlneiu Puukle schneiden. 

\yir wollen nun die drei ersten Gleichungen auniisen, um die 
Coordioalen des Schnittpunktes jener sechs Ebenen zu bestimmen. 
Damit dftD Racbnimg Tcreiafadit ward«, werdeo wir aalzan: 

und ups einiger vou den ivelationen bedienen, welche Lagrange 
zwiaciieD diesen Grössen anfgestellt liat, nftmlich : 

(i) i?T'-rir=Ä^» - ff) «'if'+Ä^ij*'+«*v"=o, 
. (2) f^-ff^t^. (4) vr+a^r+^=o, 

HS) /r+yT+irr=^o, 

»'s: 1 . 



Durch Eliminatioa und Amvfndnng dar fOnf atatOD Ralatianan 
criballaD wir Air die Coordinaten das SdinittpnnIttB 
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l>ie«e Aiisdrfieke hsMii-sleh MttlttirfsttAtritelMoneii'iMiter ^ 
(7) und (S) noch auf eint andeie' Porm bringen, iii WflUjh«r«i#Ür 
jiiMem Zweck brauchbarer aaio tvenleDy aiailicbt- 

^ , 

9 9X ' ^* 

- 2i • 

Wir wollen jetzt znr ßestimmuiifi; des Mittelpunktes der um 
fljis Tetraeder beschriebenen Kncrf»! u)>ersjehen. Dieser Funkt hat 
die Eigenschaft, dass er von jedem der ?ier Eckpunkte des Te- 
traeders gleich neit entfernt ist. ISennen wir diese Entfernung <l 
«o findea, wie man sogleich siebt« folgeadla *€ibe^lMii|jM Stalle 
wenn p^r die ^esucbtea CoocdinAten eura: 

P* +9* =«^> 

(fi-x-'jH C*^-''")*-'* 
oder ^ • • * 

Zieht man nach einander jede der drei icUien Uieichuagen von 
der ersten ab, ao erbSIt idbd: 



Durch Eüuuaalion uad Anw^ndnAtder^bigen Rektionen er^bao 
«ich für die gesuchten Cooidiiaten folgeiide Werthe: 
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Um die Lage des Schwerpunktes des Tetraeders zu bui^tiiii-. 
men, ist weiter nichts nothig, als ^en Schwerjuinlit einer Seiten- 
fläche aufzujsiuchen , von diesem eine Linie nach der gesenSber' 
stehenden Ecke des Tetraeders zu ziehen und ▼on mwn^ Gelee' 
ane abf der gezogenen Linie drei Viertel derselben abzuschnet-' 
den. Wrrif^et nian diese Methode an, so findet man durch ein- 
fache }i(-tr:irhtungen ähnlirher Dreiecke ittr die Coordina^'ji d««\ 
Schwerpuniwtes we Ausdrücke . 

^ Hetrachten wir nun die A"nsdrffcke fÖr die Coordinnfm aller 
drei Punkte, die wir bestioiDit haben, so sehen wir, dast» tulgciuie 
drei Gleichüigen swischea ihnen Statt finden: 

durch wd^tüie der obige Satz t»evvie«ieJi jat. ^y . * ■ . 

U. Geometriscli er Beweis. I^e<;t man durch den Halbi- 
rungspunkt jeder Kantr eine Par.iHefc mit der s^egenüberlieijenden 
Kante, so entsteht ei» aeuea Tetraeder, Voa diesem gilt Fol« 
gendes : 

1) es iat den gegebenen Tetraeder eongrnent; 

3) seine Kanten werden von den Kanten df^ andern balbirt- 

Wegen des Parallelismus . der eatsprecbcuden Kanten und also 
auch der Flächen stehen neide Tetraeder In CoUineationsTerwandt* 
neliall, und mäaeen daher einen Aehnlichkeitspunkt iiaben, d. h, 
einen Punkt, iler zu beiden (rresell>e Beziehung bat. Bass dies 
der gemeinscbalHi< he »Scbwerpunkt iyt, ist leicht nachzuweisen. 
Man erhält den K:>chwerpaokt eines Tetraeders unter andern auf 
folgende Weisen Man achllesee ven den aecba Kanten des Te^ 
Craeders xwei einaadef nttenifberilMende Kanten :flusv nnd laalt 
bire die Gbrigen Tjer. Oie vier HalniTungspnnkte liegen in einer 
Ebene, die das ganze Tetraeder halhirt und durch den Schwer« 
punkt gebt. Indem man imnier ein anderes Paar Kanten aus- 
nelittenst, kann man die 0|»eMtinn dtelml nMethnlcn. Jkk 
Scbnittpnnict der so erhaltenen drei Ebenen ist aisa der W iWe^ . 



.L.Ü uy^OOgle 
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jpmkt Die Ebenen etiivl %hm bdden Tetraedern gemein , folglkih 
auch der Schwemunkt, der mithin der Aebolicbkeitspunkt ist. — 
I)pr Schwerpunkt hat hier also die Eigenschaft, dass er in jeder 
geraden Linie li^t, die eiiieii beUeUgen Punkt des einen Tetrae- 
ders mit dem entsprechenden des andern vetbrndet Da Mde 
Tetraeder congrueiit sind, so balbirt er den Abstand iweler 
entsprechenden Punkte. - 

Unsere seehs Ebenen haben nun zu dem neuen Tetraeder 

die JiezieliuDur . da-^s sie die Kanten hnlhiren und auf diesen Kan- 
ten .selbst senkrecht stehen. Von .sol< lien sechs Ebenen ist es 
über bekannt, da8s sie sich in einem Punkte', dem Mittelpunkte 
der um das Tetraeder beschriebenen Kusel, schneiden. Die Mit- 
telpunkte der um beide Tetraeder bescnriebenen Kuseln müssen 
einander entsprechende Punkte sein, . und somit ist der Satx be* 
wiesen. 




Bemerkung iiiier die Ijamberliscbe 

Beilie. 

Von 

Henrn L. Schlafli, 

PriTRtdocQoten der Mathematik su Bern. 



Wenn dnrch die Gleichung ' ' ' 

welehe miltelst der SnbstitiifioA 'f^ß^'i die Geslidt 

<s= I ^ ^ . (a — j5) 1»-^ 

<'rhnlt. 7 in Function von f nnd .r freijrhon i«t, ro kann man mit 
Hiilte des L a ran gesehen iSatzea j«de beliebige Potenz too z, 
also auch von y , nach den steigehden Potenzen von .r entwickeln. 
jSetet man dann Id, so lassen «ich die gegebene Gleiciuuig'mi4 
die aus ihr herTMgebende> Reibe fiir eine« beliebige Potens voß 9 
se dareteMen: 
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y-;<-.y-« = (cr— |J)ar, (l) 
^ = 1 



(kiüi5els Wörterbuch, Artikel; Lambertische Reihe.) Da- 
mit & Reibe In (2) coiiTergire, ist nCthig und reidit bia, dga» 



<(gr 



sei. Für den Fall eines uueudlich kleio werdenden m geht die 
Gleichung (2) über in 

Multiülicirt man die Heihen ßir f/P umi y« mit einander, so muss 
das Ptoduct mit der Reihe Ittr jH-i identisch werden. Indem men 
beiderseits die Coeffieienlen von «• gleich setit, • etfaSR mm die 
endliche Relation: ^ 

....ti. + a+(«--i-])^]><5r[y-|-(|---l)a+iS][y+(i--2)ß+2/J].... [ (4) 
Wird In dieser Formel u:^ß=iO gesetst« so redocirt sie sieb auf 

was der Idaombcbe 8ats liir i^aoie Expeneoten kL .Wird.hinge- 

con nur of=0 ii^setzt, so geht jeiif Formel in den analogen Sata 
iiir Facultfiten über. Setzt man endlich o=^ = l, t^o vernandek 
sich Ute Formel (4) iu 

« • j « 1 1 



, von (l-f-d 



den bioomiscben Coeflicienten Toii in der Entiricicelung 

L-|-^)" bezeichnet. Diese spezielle Formel (5) lltsst sieb auf 

elementarem Wege beweisen. E« ergielit sich nämlich , woiinnmn 
nach Potenzen ven q estHrifilcelty als i/oeÜident vob auf dec 
linken Seite 



1 



nd auf der Ptabten 



Beide Ausfirucke sind aber vermöge der Formel (S) einander gleich, 
H'enn diese bereits för afle kleinern Exponenten als n bewiesen 
ist; und für m~i) fallen sie ohnehin zusammen. JDa nun die For 
mel (5) blehUlr die Werthe 1, 2 des Bxponeiiteii n sodeich reri- 
Üdrt» so ist sie allgemein lilr jeden gansen und poeitivea WerÄ 
von n gültig. 

Die aus der Laniliertischen Kribe her^'orgehende Formel (4) 
läset sich demnach aia die Vermilüung des binomischen Natzen 
4Rlr Facultätei» und der Formel (5) ansehen, von weicher diese bei- 
den letzten Formeln nur spezielle Fälle sind. 

Der Formel (4) Iä8$t sirli ührigens noch eine andere anr Seü» 
stellen, welche sich aus der.ÜilsicWiog 

* 

erglebt, wenn man darin ftlr yP, y7, yv^i tlic entstehenden lieiheo 
f2) gubslituirt und die beiderseitigen C uefficieiUeft van eiuaii* 
der gleich setzt; sie iftt aber nnsymroetrisch. ^ 

rur den besondern Fall, wo a==^=], (wie man 8o<^Ieicfa, un- 
beschadet der Allgemeinheit, statt hlow a^ß, setzen wt) gehen 
die Formeln (1), (2) über in . 

1 

Die Reihe (7) ist cenvergent; wenn d;<'^ Ist» und Met d nh tr 

ihre Anwendung ohne Ausnahme für alle Systeme positiver Werths 
, von X nnd v , welche der Gleichung (6) genügen ; denn einmal» 
wenn reeu Weihen soll, so bann y nnr pomtiv sein} ran bat 

aber der jQuötlent ^^^^ Itlr poaitive endliche Werlbe von m ein 

y ' 
\ 

einsiges Maiimmn» nSmIich welches dem Wertbe «=s ent- 

c 

spricht; daher sind diejenigen reellen WWtbe von x, welche 
reellen Wertheii von entsprechen, zwischen den beiden Grin- 
sen — OD nnd — enthalten. — Die Fonneln (6) und (7) hi^ngen mit 

folgender Aufgabe zusamn^en: ^ 

Man soll eine Function / von. rund // flu den, welche, 
wenn h als coustant vorausgesetzt wird, der CiiicicUuug 

genagt. \ / 



Google 



« 



Mit W«gta88iing dtr «rMMwii ÜktegiafiomeoMiteiifti» di« alt 

Factor der gesuclitea Function erscheiot, kann man /'(jp}ss<^ 
••tteii, wo erhält man ßr lU« Constmite k die Bedingung 

A'sse**, oder \ogk = hk, 

eine Gleichuno:, Aic in der Fünn mit (fi) iibereinstimrat. Setzt 
mau nun in der licihe för e** die aus der I urmel (7) lur die ein- 
zelnen Potenzen von k sich ergebenden Wertbe, so erhält man 
tollenden nach den et«igefide»,|^)teiaeo von h geordneten Ans- 
druck Ar f(w)i 

Hier Ut nun der Coefiicient von t-t» — :i das Product von t** mit 



einer f^anxen rationalen Function yon .r, di»» mit dem Term 
(ii-fl)"~~^<^ anfangt und mit dem Term -i-a^ entUgt« Denn. nenn 
man die beiden unendlichen Reihen 



1^1.2 1.2.3^1.2.3.4 



•••• p 



l.(»-t-l)>-« 2.(»+2)-' iM" +••>)"-! 



mit einander multiplicirt, so bekommt in der Entwviclilung den Pro- 
dttote die Potenz den C^effidenten , 



^"^^^ jfr£. JT(m— t-i)' 



n eiche 8umme bekanntlich verschwindet, wenn n — l<i« — 1 ist, 
und fär » — l=m — 1 den Werth i erhält. Demnach gestaltet 
sich nun die Gleichung (Ö) so: 



Man kann auch auf folgendem analytischen Wege zu der Lu« 
eung (9) der Gleichung gelangen. Es sei snnftehat 



-/(^)= -S Unh», . . . (10) 



eo folgt 
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Bi tot alMT • . ' « n ' 

also darch Snlistitutloii der Reihen filr die etntelnen 
ooeffidenten f{x) 

also» wenn man den Coefficienten von k* in dieser Reihe 
nigen in der R^he för gleich eetsi ^ 

■ 

Man snehe nun ^ durch die .vrspiffngUchen Funqäbfieii n^eii«.^ 

aufizndriickeD. Die Formel {iL) gieht oach und nach: 

Bui B'^Hi , 

So gelangt -man dofch IndocÜon an der Formel: . ^ 

IS^-di, 1.2.3,... («-A) '* • 

Gcsf'tzt Dun, fliese Formel sei für alle Differentialcoefllcienten der 
Functionen , i/.^, •.- Wn-i und für die Function Wn I'i** zum witeo 
DiffereuüulcoefAcienttij inclusive bewietfen, so t^ubstituire man die 

Werthe, nelche die«el|>e (lir ^^^^^^i giel>t» in der aua (IX) he^ 
llieasenden Gleiehnng 



dann wird 



FCr ein constantes A geht i von A bis n; wenn man daher die 
Ordnung der Snmniationen veiiaueciit rnid dann 1=14- »ctzt, 
ao wird 
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Somit wSre die Richtigkeit der Formel (19) euch flir den (m-f I)ten 
Differentialcoeflicienten von Un bewie^n. Da die gemachten 
Schlüsse auch för m 0 ihre Goltun«^ behalten, und da die For- 
met (12) für n = i, 2 bereit^i veriticirt Ist, »o ist ihre aligemeiae 
RichtigKeit als bewiesen anzusehen. 

Wenn man nun die drei ersten der . Gleichungen (12) vollstän- 
dig integrirt, eo erhSit man 

durch jede neue Integration wird auch eine neue arbiträre Con- 
fitaute Cm eingeführt, h eiche in allen folgenden integralgleichun- 
gen erecheint Man kann aber auch se )Bl<lgriren, dass »i , ete. 

gl<'i( bzeitig mit a: verschwinden, was so viel Ist, als wenn man 
alle übrigen nrfiiträren Constaüten ausser C gleich Null setzt 
Man kann ferner u ^ tti — Uj|.^,.,:^i^i^O si;tzen und dann die 

Gleichung fiir und alle folgenden so integriren»' däss i&r x=db 

wut ur nicht Tenehwindet,^ «endem Cr wird, wSbrend alle fol- 
genden Fnnctionen Ur^-i, tfr-i-2, etc. zugleich mit x verschwinden, 
was so viel ist, itls wenn man alle übrigen arbiträren Constanten 
fuuMer Cr gleich Null «etzt. Im letztem Falle braucht man nur in 
4er Formel (12; n und X in u und k-^ r übergehen zu lassen, 
•m elDsoaehen» dtos die Folge der Fnnctioaen 

Ur, «r+i, «r+t* «rfs» «tc,, 

abgesehen 7001 arhitrftren. Factor C^, genau mit der Folge der 
Functloneii 

u, ui, u^, t^, ete. 

% * 

Uli! iihiiH<liiwiii . wenn diese unter der frühem Yoraus^ietzung , da^ 
Ug, f<i,.... zugieirh mit ar verschwinden, berechnet sind. Wetin 
mm V den Werth Ijezeichnet, welchen f(x) in der Formel (10) 
noter der Annahme, da^s für u;=0, u=^i, t<x~% = t43=....=(l 
werde» erhalt, so ist nach dem Vorigen der allgemefaie Auadrfiek 
fUr/^): 

/(lf)=r(C+(i/# + qiÄHCiÄ3 + etcO, ' 

woraus folgt, däss man, ohne der Allgemeinheit '3^ isobadei^ 
sämmtlicbe Integrationen von an m|i j:=0 anfangen lassen 
kann» wodurch die Constantea C^, Q als überOOssig wegfallen. 

Aua (12) folgt rar m=l 

Thett X. 22 
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d»n^^ 1.(1 + 



Setzt nmn hierin u»=:ii,xb, «o wird die GleklniDg dnn:b u theUbar 
ttjul reducirt sich auf 

wfi Tur Zq inuoer 1 zn setzeo ist ; also 



.1=1, 



8^ 3« , J«_ 

aa;=^+1.2*' + 1.2.3' 



5» 



ä« + 1.2** + 1 .2.3'» + 1 .2.3.4 ' 

«. «. f. 

H aa faitegtire diese Gleiehnngen von jCsdO ao uad aalistiCiilra die 
Kesaltate in {i^, so wird 

wo fti eine sanze rationale Function nten Grades tob x ist. Wenn 

mau nan alTp^meinc F'ornielr) ftlr die (>»efTirienten der Potenten 
von X m dieser Function la sucht, so sieht mau sich aur Glei' 
chung (8) zurückgeführt. 

Schliesslich möge erwähnt uerden, dass die Gleichung 

der geometrischen Autgaiie entspricht, eine ihrer Evolute 
ähaflehe CnrTe an finden, aber ao, dass diejenigen 
Punkte der Evolute, welche bestimmten Punkten der 

Evolv(»iite verm»l{*o der A ohiilichkeit entupreehen, die- 
sen nicht zugleich als Krümmungsmittelpu nk te Zubehö- 
ren, sondern um einen constanten Drehu ngs^inlLal Toa 

diesen letztern entfernt sind. Bczeiclmet nämlich — den 

a 

Winkel, den die Tangente der Fvftivente mit einer festen Rieh« 
tung hildet , und f(x) den zu (liebem Winkel gehoi eiuleii Bogen 
derselben Curve, so drückt obige Gleichung nu8, dass der Kräm- 
laiiaiahalliiBeaaer der Evolvente, d. L der Bogen -der fiTohtte, 
amaTso groaa sei als deijenige tittgeo der EvetFanle, weleher an 

dem an den eoaataBteo Üatmchied ^ veimjprten Winkel der 
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Tan^nte gehört. Da A\e logarithmisrhe Spiral» stets sich selbst 
fthnlich und ähnlich lieseud bleibt, vveiiü sie um ihren Pol gedreht 
wird, so ist ihr auch ihre Evolute fai dem oben ausgesprocbenen , 
Sinne ähnlich. — Io4ms scheint doch die Gleichung f{x) = Ct^, 
wo e** = /', keine ganz allgemeine Lusnne: derAufi^ahe zu enthal- 
ten, weil II nur der reelle Werth von Ic berücksichtigt wird. Die 
transceudcnte Gleichung e^^=k hat uatnüch ausser der betrach- 
teten leelleo noch uniUilige imaginlre Wnrseln« eo daes 

fix) = £Ce^ 

gesetzt werden darf. Man brandit nur m sweien^conjugirten ima- 
ginären Werthen von k auch ßlr die zugehörigen arbiträren Con- 
stanten stets conjugirte imaginäre Werthe zu nphmen , um für 
fix) einen reellen Ausdruck zu ^erhalteu. Da bei dieser LOsung 
eine anendliche Menge arbiträrer Constanten auftreten, so liegt 
die Yermothuog nahe, die ganz allgemeine LiisuDg der Aufgane 
mOchte eine arlnträre Function inipliciren. 

Sucht man die Curve, ^velfhe ihrer «ten Evolute in dem obi- 
gen Sinne ähnlich ist» so wird mau auf die Gleichung 

gefiihrt, welche durch das System der Gleichungen 

fix) :=£er' iA cos qx-^Bum fx) 

liefrledigt wird, wo das Zeiciiea S eine dopp^Sonme l»exeich- 
net» die sich dlnestbeils aal den Fortschritt der ganaen positiTen 

et HC"! 

Zahl n von 0 bis oder (je nachdem « gerade oder unge- 
rade ist), anderntheils auf die unendliche Anzahl von zusammen- 
gehurigen Wertben bezieht, welche p und q vermöge der beiden 
ersten Gleichungen haben können, vnd wo A, B die sv jedem 
einzelnen Systeme von Werthen fifr «, p, q gehörenden arhitrSren 
Constanten bezeichnen. Wenn aber die F^tmction f{x) für ein 
verschwindendes h continuirlich bleiben soll, so muss die Doppel- 
«urnme anf efaie endliebe ^ladM Simme beschrlalrt werden, die 
steh nnr anf den Fortsduritt von ii besieht. Es muss nSmiicli 

fix) ^ £Cef^ 

gesetzt werden, wo r eine Wursel der Gleichung f««l=rO und k 
^jenige LSsung der Gleichung 

log k rh 
k ~7 
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Urt» und wo das fikonmeiuMicheD sich auf die «r Systeme voo- r, 
▼on k, eiiMT zngehüngeD FuftetioQ . von ^» iind von dfrsrhiiii.* 
reu Coattaiite C beideht 



llebung«saufg^aben für Scbttler. 



Von dein 

Herrn ProCessor Dr. O. Schlo milch 

Ml der Univenitäl sa Jena* 

p 

Mao soll beweiseo» dass ' 

ist» wo DHU das Integral rechts 

. ' • if ■ i .1: 

numerisc fi Uerosbost wsrdsn kass, da bekannttioh «chon K.fMip 

one Taiiol für . 



aufgestellt hat. 



Es bezeichne C| die Summe <ler Zahlen 1, 3,....A, ^dit 
Summe der in denselben liegenden Amben, jede Ambe als Pro- 
dukt betraefatet« Q die Teifflensamme u. s. t, •Überhaupt Ct die 



. . . . • I 
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Summe der Comb'mali 



«B jter CIa«ie ohne WioderllAliiiipA aas 

den Kiementen 1, 2,..../-, wobei jede Conibinatioo alw Produkt 
gilt» lerner i»ei m eine ]insitire ganze Zatil mau soil nun 

zeigen f d&sa sich die lleilie 

1+1 + L+±+ 

auf folgende Gestalt bringen liest: 

1 p 1 1 "-7» 1 *'\ 

defen aJIgemeinea Glied . ^ 



m(i«+l)....(«+#-l}(«i+j)* 

int. Für m~2 erhält man >vec:on ^i^-i =1.2 . . . eine blosse 
Identität, dir m>2 dagtten t^elaC j||e sHeite Reihe rascher 
in conmriren ale die am \at& dMamdie Tn^afomiation eelbet 
nicht an»M» m eeb. .. , 



Von dem 

Herrn Doctor J. Die nger^ *' ' 

Lehrer der HatheaHitik and Physik an der höheren Biu^^enehnle s« 

Siaaheiiii bei Heidelberg« 



Es Ist 



sin-g- 



Ar a>0 «nd <4. 



• • ■ . . ■ 4 • . l 

Es Ist- 



wenn 6^«. 



■ - 'Jr < 
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Es i«t 



Hiscellen. 



Hem PrafMMT Dr* O. Scblonildi 

« d«r MvanitÜ m tat. 

Die Sumine d«r Reihe l''+2"-f 3»-f ....-f r" ÜUst sich bekannl- 
in r.estnit ptnpr nnrh Potenzen von r verlaufenden Reihe dar- 
stetien, und man zeigt dii ss gewöhnlich mit Hülfe einer der iover- 
«en Differenzenrechuung un^ehorisen Formel; es scheint dageeen 
noch nicht bom^kt worden so smn, das« man so denwdbnn Re- 
ndtite nnf einem ungleich einfacheren Wege gelangen lonin* fie- 
seichnen wir nlmlich mit fix) dh Somme det Rßihn 

+ + + e'' , (1) 

eo int dnreh mnatige I>UEefeoziation nach of 

/^«) (ar) = l"e« +a»e*' + 3««»* +.... + r« e^', 

und folglich (Uf x^O 

/•(■)(0)=l"+j!»-^3" + ... + r». / (9) 

Hieraus f^eht hervor, dass es nur darauf ankommen wilrde, den 
»ten DifferenzialquotienteD der Funktion f(x) zu entwickeln, was 
auf folgende «ehr leichte Weiee hewerfcsteHigt werden kaiiB. 
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Bringt mtm dl« bekamite Fbraid IHr tÜKiiiifiii^ 'deifi'fM- 
inetrisehM Progression in Anwendung, ittdeai inas die Expooen- 
finl^^rüQso an die 8leUe d^B ProgreBflIoeeezpeDeiitea eetst» eo 

ündet mm leiciit 

wofür wir schreiben w ollen 

«ras offenbar mit dem Vorhergeheiitkn /.uHammcnOillt Wenn nun 
Oberhaupt f(x) = fp(a:)'tif(x) ist, so gilt bekanntiich die Femiel 

'4:»^9(«-«)(ar)V'(ar).+ 

ud für j;s=0 

i 

/W(0) =«0 ©If^CO) + «1 m i/;'(Ü) i . 

+iig9t»^)(0)^"(0)+.... 

IHeee llset sieb Icicbt auf unseren Fall anwenden , indem man 

• • • 

9(*)=5::7-^, »(x)== ^_^ (5) 

Dininti vnd maa erhilt dann Folgende«. 

Iw Vermöge der bekanuten Ileihe für e^' ist 

'^'^^ - ' L i + O + OTa + • - J 

and folglieh für ejn ganzes poaitiTee p 

2. Nimmt man fai der bekauiten» flir9iv>s>->9« gettanden 
Reibe: 

,cot42-^ ""1/2 "TäXd"—' 
worloj^, i?g» i?^... die ßernoulliscbeo Zahlen bedeuten» z=arV^— 1, 

^S*^ 1.2 "1.2.3.4 + 1.2....6""'"" 



Digitized by Google 



OMll iiMHP*dlv MM Scito In Wonn 

multipticirt darauf mU x i^od transponirt so ergiebt sich 

'und hieriui findet num der Reih« oaeh 

i^^(a) = l, i^/'(0)=:i; 
^fi)(Q>=(— l)lrfiü'f^ filr jeden gerade 9>0/ 

i(;(9)(0)=0 für jedes ungerade 9> 1. 

Substituireo wir jetzt in die Gleichung (5) das, ^va.« die Fonnel 
(6) Rir /»=it, n — 1, n — 2...^ und die vorstehende tür 9=2»3,4».m 
giebt» 80 gelangt man zu der Gleichung 

=Ä+I + l'" + "»^'ii--i-'.'«^»Ä:^+"*^»ir:6- • 

und die^ eotbält diu volbtSndige Lösung unserer Aulgabe. 

«1 ♦ 1 • 



»1 , 



• I ' * 



. I 



. < / «. ,«1*. ■•' ' . . . 
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lieber die AuflSsmig^ reiner Olelchun« 
Ben, insbesondere soleher des dritten 
Ctrades durelt Kettenbrftche. 

Von dem 

Herrn Doctor £• W. Grebe, 



In der Gleichung af*=iD ivoilen ^vir nicht allein sondeni 
auch D als eine positive ganze Zahl vui aussetzen» und nun die 
teeHe positive Wnnel dieser Gleichung, die wir warn jedodi nur 
als Irrational denken und mit. beseicbnen wollen» duieb den 
gemeinen Ketteobruch 

[IJ ^o=^i^l 

Qi + .... 

ausdnickon , zugleich «her auch die Mähenmgawerthe dieses Ket- 
teobnichs durch 

Bezeichnen wii' den auf noch folgenden Kettenhrucb durch ~» 
soistfari'^0 

. 1 



Daher ist insbesondere 
Theil X, 



Digitized by Google 



Der allgemeinere Satz 

[3] w^s '^'^T'"-' . 

welcher hiernach für t=2, und, wenn man, wie zu geschehen 
pfleLit, r/-i — 0, b-i—l, flQ=l, Äo — 0 setzt, auch für i=0 und 
1 = 1 richtig iHtf lässt sich leicht durch den Schluss von i auf 
l-^l- 1 beweisen. Setzt ipw nlnjfMch In zweite Formel [2] d«i 
Werth [3] nnil reducirt, eo erhalt man 

woraus dar tu Beweisende dureh Anwendilng der IwkanDten 
Formeln 

sogleich Fast noch einfacher hätte man sich von der Rich» 

tigkeit der Formel [3j überzeugen können« »cnn man von 

zu . 



«0= 



6f a?< + 6<-i 



ührr<;esangen wlre> und mm diese letzte Gleicboog nach mI« 

gelost hatte. 

In [3] l&sst sich nun der Brach recitts vom Gleicbbeitszeicbea 

mit 

Oi»-» -{■ai^-'^hiXo + «. "-3 f'y.^.r^,« f .... 
erfveitern. Setzen \^ ir aber der kürze wegen 

[4] «i"-Äi"/>=c-iyÄ#, 

so erhalten viir durch die ar^gedeutete l^weiterung, bei deren 
Ausfuhrung iu Ueziehuiig auf den Zähler \y/\r i^p^h den bekaonten 
Satz af6i.i — <i»-i6i=(— ly b«rfici(stchtige(i nlSssen, 

M 0:.= j;^ . 
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Hai hinn ^«doeii auqh cWd Bruch m |,3] mit 

emeitera. Alsdaim ergibt aicb aqf Ifmlicbe Webe» wenn man 
Docb 

setzt, 

«-2 . «-Ii; — -r: — .,-3 . 



Jetzt Kmep aicli 4ie Fermeln 



6»"- * D—hiai + Aia<^ , 



leicht beweisen, vreon man io j«der derselben auf der redtlen 
Seite dae den Gleiebinigen p] und [7] Eoteprechende aetit 
vnd dam redncirt. / 

. Weil fifr ein ungerades I ^"^^ imdüBr ein gerades t 

so ist ki immer positiv. Von hi und Ii soll in dieser Beziehung 
b«ld eecbbelr die Bede eeinu ' 

Setzt man in [6] statt a:^ überall dco Nuherungswertb so 

Ret/t man, wenn i imirpraflp ist, zu wenig, dagegen, wenn i ge- 
rade ist, zu viel. Üezeictiiieu wir den begangenen Fehler absoTut 
genoannea darch oy» se erhalten wir statt [6J ' 

m — ^ — X 



Benutzen wir auf ähnlicbe Wsi^e den N&berungswertb bei 
[8], ae ergibt sich 

/'A^l 



[Jl] 



(«-Dorr.' 



Man bättti aber auch in [6] sow ohl , als in [8], zuerst a:Q=. "^ i» 

D ' D D ^ 

'^""'"^i^* und daw^ «tjitt Jedes iieo 
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niifgeireteneii den Näherungswerth, dort ^7, hier — , scttsem 

können. Ueimn die so b^ngcnen «Iwohitea Feblec ßi uod ßt~%,, 
»o bat man 



[12] a:i=^ 2£ 



Wenden wit bei den Glekbungen [10]. [II], [12] und [13] 
die Formeln in [9] der Reibe nscb xn SobetitetloiieD an, so er- 
balten wir 



tt4J 



^„ nhi (n-^ljöi-i (— ly ai 

Fi k~' 

1 _ (»-!) 6,- nli ^ (— l).|rf,t ^ 

^'-ir+ — m — + h ' 

f 1 _ {n^i)0i nli {-lyfk^ 
^ 3Ci 



Eine wichtige Folgerung, die sich aus der Vcr^leichung der 
enfett und dritten Formel in [14] ergibt, ist nun die» daee der 
(iiratieiiale) Werth ven xt immer swischen die rationalen Grenaea 

91 — 1 

fiilU. Uieae Grenzen, deren Abstand rücken mit dem 

Wach«ien von 7 immer nSher an einander. Wir wollen dieselben 
indessen noch auf andere Weise, ausdrücken. Da 

■0 ist 

und 



* Dorch wiederbelle Anwendung den letalea Geaetses bel^ommt man 
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m 

1 

9t 

und mit HfiUe ähnlicher Schlässe' 

Beseicbnen wir diese eben erhaltenen Ketteubrüche einmal durch 
— und — . 80 flUlt swiacben — und 

Ist nun ^^^« *o 

Diese Formeln setzen uns in 'den Stand , sobald die Rechonng 

einmal im Gange ist, die ^ng.«ite in a-; enthaltene gaose Z%hiff§^ 
aus gi, Ai und A4 mit Siclierheit zu ermittein. 

Zu einer nndem Grenzbestimmune fBhrt auch die Vergfelchung 
der zweiten und vierten Formel in [14], welche wir jedoch über- 
geben , da die Ausdrüclce minder orauchbar üBr die Anwendung 
werden. 

Ebne einfache awfsehen g, k, k und I atattflndende Relafion 

ergibt sich durch die Verbindung Fon [61 und [8]. Erhobt man 

in der zuletzt ancfeführten Formel alle Indices um eine Einheit, so 
stimmen die irrationalen Glieder beider Formeln Qberein. Drödct 
man ilie^eibeu auf doppelte Weise aus» so ist 

ki 

Maeht man nnn eine Snhstftutfen 'nof .der ersten Fomd [ü], so 
eiliftit man 

^f+i*f — = //+i. 

Es lässt sich nnn auch die Frage über den positiven oder ne- 

» wenn 
Warthe 



gativen Wertj^ von i» und hi entscheiden. Nach |i4J ist* wenn 
mr unter gevriaae ^frischen gi,...i und gt^..^ raMen4a W< 



Teintehen* 



nhi . 1 
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daher 



[17] 



m 



nhi V — 1 

tili , ,v 1 



Der letztere der beiden Ausdrucke in [17] ist Dun, wie man sich 
leicht überzeugt, stets positiv, daher hat auch h diese Eigeu- 
■chaft; der eratere aber aanii positiv» negathr imd ancb doU moi» 

Ai=0, jeaachdem sigt^^—n^h 
< K ■ ' 

Für n—2 ist die Bedingung .ri77i'....>ft— 1 Imaier erfüllt, ki also 
unter dieser Voraussetzung stets positiv. Für w=3 Icann hi nur 
dann null oder negatiT aeiD^ wenn sowohl oi als m-i-^ =1, iedbcfa 
bleibt auch eelhat in diesem Falt0 eb poalairer Werth von äi noch 

möglich. 

Für 71 2 wird auch hi = fi, w ie aus [i] und [7] sofort er- 
bellt, und aus [0] und [H] ergibt sich alsdann 

wema weiter durch Vefhindn^ 

uad dann durch Ueduction und Eiuiührung von Ü 
folgt. 

Vüf n=Z erhält mm ans [0] und [8] 



p«] i 1. 

Setat mha «nch hiev die beideii W«|«lie i«cbter Hand gteidtr Mi 
radudft. M erbSlft 



0— aibi-iD-\-ai-ihir^ \ (!,<it^^^.t\^^ 
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Iii 

iröntvs der Irrationalilftt voDd^ die drei Gleichungen fo^: 

'^ "^ ht Ii + A'i Ai^i = (oi f /F«-i ft/) />, • ^ 

V 6i /< = Ol ai-i + öi-i Äi. ► - 

.« 

JUr b8ber6 Werlbc von n kann man zwar ähnliche Formeln 
ableiten, dncb icichiei sieb di«iett»ett niohl durch beaOndera Ein- 

fiinhheit aus. 

Wir Avollon jetzt fine nllircmetnerf* lleiGlchrnmg elnffibren , in 
Beziehung auf welche die biislier mit k, h uikI / bezeichiietcD Zah- 
len nur besondere Fälle sind. Es soll oämUch jettt dek Symbol 

(»J die Bedeutung beigelegt werden, dass 

>vobet t nnlt und jede penMIve ganze Zahl, die '^n istf bedeu- 
ten kann. 



E« Ist alsdann 



(«)=S*<-1. 



Substitairt lAao nho auf der rechten ;Seite von (21] unter Aii- 
«veodung des binomischen Lehrsatzes statt 6; und ai liiezügUch 
bi~i$i\^bh-% und d^-i0j+4f-t* ordnt ^läftnJdM Uättke nach Po- 
tenzeii Mb gi, tedtieirt und mit {-^Y auf, sd.emlüt mim 

Uiciie Gleichung beisait, wt^m ojan stiitt r übtib^all 71 schreibt. 
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BcDutatt man die Formel p3]« um nach und nach Qf)* (^'f)' 

(j^^f V* ^< bin SU ^^^> dessen n^fiven Werth man in [24] 
hat» anasadrficken» mnitiplicirt dann den ersten diesdr Anadittcfce 

mit +<9r<", den zweiten mit — " den dritten mit 4- *^* ^ ~9i*~*f 

u. s. w. , den vorletzten mit ( — l)''""'^^;, den letzten endlich mit 
(~ 1)", und addirt diese Prodacte aSmmtlich; so hebt sich rechts 
vom Gleicliheitszeichen , wo man die Entwickelung von (1 — 1)" 
zu beachten hat. Alles mit Ausnahme des letzten Gliedes 

^-^^ (ii) «»r. «• w 

+ (- 1>"-'^- ^- r 

Fflr die «pef iellrn Werth.« 2, 3 nnd 4 von » ergeben sicli 
mich folgende Formeigru^ipen, die w ir bemerken wellen. Aus [23] 

-ö>-(i.) 
-(iO-tt) - 

-Ci)^''-»(i.)-"'-<*>'-Ü.) 

+(i.>•"+'(AV^«Ci.)*''+(iJ • 

Fenier ans [25] 

- > 




Digitized by Google 



383 

Durch Verbindung der zweiten Cleichung in [26] mit der ertiteii 
in [20] dareh Addition und SabtracHoo lei&t man aiitor BatOck- 
«fcfitigiing des sieb aos [22] ergebendsn Saties 

[30J CD=-GJ 

noch ab 

Ebenso folgt sus der Verbindung von [27] und [21*] 
so wie endllcb aus dsr Vetblndeng von [28] und [29] 

CD-Ü0-CCi)-C9> 

Potenzirt man die oben in dem Beweise für [3] bereits er- 
wähnte Gleichung 
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atn + 0(_, 

Ihm -f Ä<L-i 



»it n vbd reducirt, 8<t. «rbfilt man 
£(} ist also insbesondere auch 

136] j 0=@**> + 3ß]);t,«+3(^3);,, + Q, 

Wenden wir uns nach diesen Ergehungen auf allgemeinem Ge- 
biete zu der Verwandlung der rubik\>urzeln aus ganzen Irrational- 
zahlen in Kettenbrücfae» so werden wir auch wieder der Bezeich- 
Dong der hier in Betracht kommenden Zahlen durch k, k und / 
als der bequemeren den Vorzog geben. 

Die grösste in Vl^ steckende ganze Zahl wird offenbar gi. 
Da nun der erste M&heningshruch ^ ist, so bat man Oi^ffi, 

6i=l und weiter in GemSssheit der Formeln [7], [51 und [4] 
k^9i$ h=^-9i* Nach der Folgeningaiis{i4J ^oss 

nun-^Ti zwischen ^ und 'j^'f Hegen» und welche^ die 

l «Fl 

grösste in enthaltene ganze Zahl ist» ist^ jedenfalls aber 

3Ä 2 ' 

< ~ir H — sein. Es bleibt hier, namentlich bei kleinen Werthen vou 

ffi y oft die Wahl zwischen zwei ganzen Zahlen als Bon erbern um 
fifa» ein Fall, der sie i auch bei einem grüsseren index ereignen 
kann. Mao probire alsdann, halte aber bei allen Prebeo zur Be- 
stimmnng eines j^i bei KctteDhrfichen folgende fest: war 

gi zu gross, so ergibt sich sp&ter ffi^i ne^tiv: war zu kletfi, 
80 ergibt sich gi\i. als Noll. An» z/, und den ffüher irefundencn 
Zahlen folgt nach [16] oder der ersten Formel in [^/]> h% und 
Aw ist durch die sw^e und dritte FMel in [27] besfiftint 
IlMleniauüt k<inn nun immer das neue gt mit HflRe Ton [15], das 
neue fi, hi und durch [27] gefunden werden. Jedes weitere Oi 
und 6i wird nach den Formeln ai — ai-lm-\-<^i-^ ""d bi = ffi-iffi 
-f 6(-^ berechnet. Für den prattischen Gebrauch haben sieh mir 
die aus [27] leiebt abzuleitenden Formeln 



Digitized by Google 



1^ die bequemsten bewährt 

Die hier fol^^ende Tabelle edtbält för alle ganzen Zahlen, die 
kl<»iner aU 64 und fflr die Cubikfiorzel irrational sind, eine Zu- 
sanioienstelluog der Wertbe von gi, Ii, hi, Oi und 60 i von 1 
bis 10 genomaiffn. leh bebalte mir vor» Aber dS« Zahlen diMer 
Tabellfr, welehe ich nach der 84r|^nilti{;eD Controle, der ich die- 
selben unter^^'orfen habe, als gans frei von Rechnutlgsfeblern be- 
trarhtf»n darf, später Hoch weitere BemeflcTTn^ren zu machen. Hier 
»ei nur mit ildcksiclit auf die Aomerkung 4j de« Herrn Seeling 
Im VHI. Tbeile des Archivs, Seite §0. unten, auf den Werth 

A3 =3 0 bei V49 autroerksaiu gemacht 
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BetraeMiunir der CoefBeienteB in dar 
Entwlckeluni; des Praducf» 



Ä\l+£ar) 



nacli steigenden Patenten von 

Henn L. Schläfli/ 

. Pfi f l tocM i tw i ier MiHmoatik so Ben. 



Wenn irlr dieses aus n Factoren^ zusamTnengcsetzte ProAict 
der Kütt» it^egeu mit P^^^ bezeicbuen« so halnm wir 

/»(•fi)=(l4iMr).m 

Selzen wir nur» feet, dass /^^^>=1 und n eine gnnze (positive oder 
negative) Zahl »ein müsse, so ist die Natur dieses Products bin* 
reichend IwstiniiDt Ans dieser Definition folgt nnn 



tfMfliaiipt 



DleflDtwickelimg des Products bestebt aus einer endli dien 
Tvth\ von GÜOflfrTi, wenn « positiv ist. verwandelt srch \hoT IB 
eine unendliche Reihe, ttobuld n negativ wird. In diesem Falte 

Aioss X absolut icleiner als — angenommen werden » damit die 
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4 * 

l_L2x * * * ' 1 --nx ^ «teigeodep Potenten, von s In Rai' 

hen «otivlekeU und dieav' Reihtn tn änander inidtiplidrt, so 

wenden im. Prodacte sfimmtliche Goeffieienten, wie man aus ih- 
re« Formation erhobt« kleinflr werden, aU wann i^an die Reihe 

flir. - ■ zur nten Potens «rhoben bfitte. Da nnn die Conver- 

I — nx > 

genz der Entwickelung von (I — no;)—" für 7ij:<l aU bewiesen an- 
erkaoat ist» so ist um so mehr auch jene Reibe för Pfr^ conver- 
gent, sobald nx numerisch Ideiner iUs 1 Ist 

Wenn wir jetzt den Coefücieuteo von x* in der Eiitwickeiung 
▼on i'i*) mit Ci bezeicbaeo« so dass . . . 



I 

n 

ist, so Ic^nnen wir bemerlcen, da^& (ur ein potiitive^ n Ci Ver^ 
seb windet, sobald t>9i— »1 wird, und dasif ffir 9i=0 nur der Co* 

elficient C^=:l übrig bleibt; ferner ist iraincr, welche ganze Zahl 

n 

auch n sein macr, Co=:h >Vird <tuä dIbGleiehaog (ß) mit I +iup 
moltiplicirt» so erh&it man 

woraus steh durch Vergle'ichung der entsprechenden Coefbclenten 
folgende Reiatlonoo ergeben: 



•£1 n 

flH* 1 n n 

«4-1 • II 



♦ ► 



0> 



Duicb^Snmmafioii arltbmetiscber Reiben selangf mannnn vermlt- 
tefslj jÜeaer Relationen nach nnd nacb su Tolgeoden allgemeinen 

AnsdHIcken, in denen der Kürze wegen ^) 
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CD + ^ C eO CID +»*«cn 

Es biet^ 0ipb also fOr 4m» fr{|giich«ii Coe^Bd^ntep (Ue Fom 

I 

dar, wo die Grusseo B^, etc. ?e!ntii5ge derToimelo (3]dvrdi 
folgende Relationen beetimnit sind: 



(5) 



i 

Wenn man nSmlicb ^ der Fotmel "(^^ ^Itfi -|- nC^ <Ue Reihen 
(4) enbstitnirt, so igt an beachten, daaa 

md 

- Q,%><^^^^^ est D g;:»- 

Ana ^tsa Relationen (5^ erhält man nach und nach: 
4=1^ l 3rt»-- ( J ) .(* +5) .2H-1 + (i+4) (i+3)+IU 
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- W+5)(H 4)(M-3>+3(i + 4)+l]i, 

-(3)[(»*+7)(i + 0)(t + 5)+6(t+6) + 2]y+t 

+ [(i+ö)(»+ß)(t+4)(t+3)+6(i + Ö)a-r4)+4(r+4)+ö]), 

Id diesen Fonnelo wurde der Coeflicieot des ersten Oliedes 
inch Betechmiiig alter Obrigen Ceefficleiiten aus de? Bedingung 

JBi = 0 hergtiiuiiet, woUei u« beiu^rken&werth ist« da^ in allen 
vier epedelieo Fttlen derselbe innerhalb' der Klammem x=t iridh 

ergab. Man kann sie überdies« noch an der Gleichung = 

3^.7...(2i-|-l) prüfen. Um, wenn e« möglich ist, über das Bildnngsge- 

i i 

setz der Grössen Bi, etc* etwas AUgeiMinM «a etfyhteD, 
wollen wir 

n 

aeizeu und den Zuwachs, den A/a erhXit, wenn darin i Im 4'^% 

a 

aboMebt« ^nrcb 4.4» h^wtuAmpa. Subatituirt ipa» dleaes Aiuh 

dmoltflBr JS« ,nnd die -analogen fiir £k wä Bß^i in der aoa (5) 
geaegenea GleicliuDg: ' 

!ti = + 1) i^« +. (* f « + ^« 

und ordnet nach den Gmndaalilen derjenigen Potenten, in deren 
£zpopeptei) i vorl^8mmtt so ergehen sich lolgende Gleidrangea : 

« ■ o — 1 

4i — « 4 . ili =(i+ « + 1) 4o , 



a a a— l 

fi4^— (o— ^* +1) 4.4/t= 4j» -i, 

< et n — 1 < 

«2l«-^4.4«=:cr(i-|-«4'l) 4it^£; 
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aub dcueu nac^ und nueh geschlosaeu \v^rde: 

■ ' ' ' ' ; " ■ K : 

i4=(<+ar)(l+2«-JJ+«-l, . 

4^ =. (» 4- 2« - 1) (,• + 2« - 2) 2« - 3) + (a - 2) [a (* + -ia - 2) + l J , 
+(a-3)[6(» + 2a-3)(t + 2a*-4>+4(£+2a-4)+3a-7J, 

^5(3«>10)'(t-|-9«-6H96«--94], 

•• ^ • 

' - 0. «. f. 

orhrllet sogleich, nach welchem Gesetz die ersten Gliefler 
dieser Ausdrücke i^ebildet sind. In Betreff derjenigen Ag^egate, 
die der Reihe nach mit er— 1» «—2, «—3, « ~ 4 multlplicirt sind, 
ist zu bemerken, dass die CoefBcienten der ersten Glieder, nSm- 
Udi 1> 3» 6, lOf eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung 

den und M^t duieh . . daifestellt 

werden kiinnen. Di»' ( ocriicieiiten der zweiten (iiieder 1, 4, iO 
bUden eine arithmetischeReihe dritter Ordnung und sind daher ^3^« 

schreiben. Schwieriger wird die Betrachtung 

der Cuefncienten der dritten Glieder, welche nim »cfaon a enthal- 
ten; diese lassen sich so darstellen: 

► * 

no dass ^ 13^« — f»)+5] ihr nllgeineiner Ausdruck bt 

Durch' diese Indnction werden Wir danmf gefSbrt, folgende 
Fonnel sn Tersnchen: 



■ * ' . 

we der zn bestimmende CoefBcient Kt eine Function von 
bezeichnet, die sich nicht verändert, wenn r und ft xngieicb in 
a^l und fft— t abergehen.- Um nnn die-lietrefiende Fonnci aas 
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i7) hierauf aoweoden zu kDonen, rniiss man dtesellje mach deiu unter 
oon Zeichen £ in (8) enthaltooeo binomiaclieii CoefBdeiiteii ordnen, 

welche sämmtlich im Zähler ihres AusdmcLs i-{1a — 2fi-|-4 als 
letzten Factor haben. That man dieses, so ist man befechfjjjt, 
in der reducirten Formel (7) jeden besondern Factur eines <lio 
Zahl i impticirenden bittomiechen Coefficienten gle>ch Noll zu 
setzen, wonius die zur Bestimmung ton Ag. A\» 2^>.~ nStbisMi 
Bedin!Tiinp:Pn 8icb ergeben werrlpn. — Man tfrfcilt fiOD lonUcnn^ 
indem mau (Ö) nach t differeusiirt, ■ ^ 

Da aber die unter dem Summeiueicbeu enthaltenen binonuKchen 
Coefütienten aU letzten Factor ihres Zählers i^*itt — 2^^C) ha- 
ben, so mOasan sin tn Summan nolchav verwandalt werden, wie 
' aie in Torl^ommaii. Nun iat 

Da nun für ein bestimmtes $ die andere laufende Zahl f von 0 
bift 6— 1 gebt, «o ist jetzt 

+{«-«.+ u "^ü"' r'+^^" -»'-''+ i\'=x' *. ' 

FeniM bakSrat aan mw (gSt ,' . . . i . .' . 

. +(.-,.+1) '=2-' (*+.+!) (' + -""'-rO rm^J- 

Bier iat nun 
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alti» ist 

Nach diesen Vorbereitungen gfebt die SobstHutioii d«r Amdriielf 
flir Anfä.Aß, ^jtt-i in der Formel (7) folgende Gleichuug: 

a « <»— 1 

Setzt man hier die Kactorer» clor einzeln«'» binoroi^^chen CoeOi^ 
enten der Null gleich, so ergelieu sich folgende GleMmigeOt » 
denen der Kflrif wegen d-^fi+lfc/S gesÄt ist: 



I 



Führt man die Recbnnng wiiklich am» so findet man 

! ir4=16/5«+190(J + Ö4, 

^=315i5»+ 1616^ + 120, 
t • II. s. f« 
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m 

WeDo A^Ty-^^--^ gesetet wird, so hat man zu? Bestim- 
tnuDg der (Grösse» // in Function Fon /J folgende ReGursionsfonaei : 

Die Entw icIteluBg von. If, nach den jateigenden Poteoseo von ß sei : 

ifii=4+?i<»+4^... + i^i/8^+..». (U) 
Ans der Recnrsionsronnel (10) folgt sogleich 

Äo=l» (12) 

und wenn wir abkürzend - 

(p(n-\-l)'~<p{n)-J<p{n) und 9>(l)f g>(2)...+9(«)=/y(n) 

setzen no datin /g,(0) = 0 zü nffhmen Ist. so folgt ans (10) flir 
f* > 0 die Diftereozengieichuog : -o \ / — 

ji+2~(«+l)(„+2)' 

(I II 

durch * dir clelchiuig*'*" ^" nehmen Ist, deren Integral sonüt 

— 1 — y „-(H-i) -y ^ ^/'-i ^^^) 

(lar^o stellt ist Vollzieht man die Integration lilr 'iis=l, so er- 
hält man , , r- > 

Ffir |i=:2. /i=3 liefert die Integration ebenfalls: 

Setzen wir nun der Abkürzung wegen 

Thell X. 26 
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80 dm 



n 



wiril, und 

ao haben wir die Gleicbuogeii 

n na 

n n n n N 

s n n » n n n 

ir$c^ha}b die Veriuuthuog «oti$tebt, es wOcbte überhaupt 

n i=u ■ • 

Äp=-£ (-rl)fr'«V^, (16) 

« 

wo oi eine ganze Functton (i+l)ten Grades von n bp7eirhnet, 

die för i>l durpb -fJ) ('t -f^) theilbar ist, die aitj^emeioe 

n 

Form der OrHssien A« sein. Um die Kicbtigkcit dieser Veimathung 
zu prüfen, piiissen \vir nachsehen, oh die Gleichung (13), wenn 
bis 2u etucm gewissen \\erthe von u die Gleichung (16) verl£- 
cirt worden Ut, ßr den mimittelber folgenden Werth von |» wie* 
denim einen Aasdruck von der Form (10) ali Aeqnlfaleot der 

GrOsse bt». gebe. Zu diesem Zwecke «nlistitairen wir die Formel 
(16) in der Diffeiensengleichang (13) und ordoen daa Ganse 

nach deü transcendenten Functionen Sfi-d- Üa uuti JSfA—i = 
1 " 

^j-pj Sfi^i , Hod daher 

«+1 

ist, so viird 
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m 



R n 



ttod die Gieichuog (13) erhält die Gestalt: 

i « 1 »H-i f^f 1 1 n+a 

( S+1 ^ + 3 * 



Da hier die eiiteprcheodeii CoAfilGieotea der FuQctiooen iSü 
gleicli seio müssen, so folgt: 



"11+2 («+l)(n+2) '(ji+l)(»+3) 

, ^ ~ (»f l)(«^2}(ii+3)- ' 

Ueber die Anfongswerfh« der Fmcfiooen iif imd <^<if ist FolgeiK 

o 

des 2U bemerken. Da 5/1,= l oder ü wird, jenacluleui ftr=0 oder 
>Oist, uad da j^;i=l oder 0 wird, jeuachdeuj ^t=0, 1 oder >1 
Ufr. so ist .«ach Üherbaupt 6it= Ou und für m > 0 insbesondere 

il 1 • n I o 

p:^a^'-aft^* FOr |» >0 ist aber 6^ = ^ = 0, dagegen ist 6^ 

ssl; folglich Ist ancb 0^=:! nnd« wenn |i>0 ist, Oß^O, 

=ta;^.^ = cro=l; alsa Ist fifr jedss gam und posittr« (toh Null 
Tflrscbiedane } n 

O o 

Oß s= Oy ^<t|» = L 

Wenn also in der Gleichung (17) i>0 ist, so hat die Fiuictioo 

bei 71=0 den Aufaagi>\vertU ^, dea^elbeii, den anch die 
»+1 

Function , .^/"Z . darf daher als erstes integral der 

Gleicbong a?) 

« + 2 ""(«+!)(« + 2) 
• »—1 »4-1 
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setzen, wo 9(0)= 0 ^ein toll. Ans dieser Gleiehang folgt 

n 

und da ai Terschwindet, so bat man als zneitet» Integral : 

k ' n 



Nun denke man sich die gaose Function m in Beziehung auf die 
in ilir entiiaitene Variable n nach binomischen Coefficienten tob 

der Form ^^^^^^^ eotwlcfcett» md setee ddher 

m=a LmJV. m J 

wo einen von « unabhSngigen Factor bezdehnet Da Id 

den (;iei( hiingen (Ib) und (19) die Grössen 0|, Oi-i, Oi-^j, xft in 

linearer Form enthalten sind, so kOnnen wir untersuchen, welche 

>< 

Bestandtheile der Function ai ihre Entstehung irgenti einem ein 
■ ** 

seinen in «/-i oder (li^ vorkommenden binomischen Coefücienten 
v^rüanken« und wenn dieses geschehen isl, durch eine auf alle 

Glieder von a#-t ^i-^ ausgedehnte Svmmation den ToUstiii- 

digen Werth von ui berechnen, In welchem dann als line* 

are und homogene Functioa der Factoren I ' J * T '^4 |»«** 

wird. Die Berechnung kaon 
unter anderni auf folgende Art gefuhrt werden: 
Es Ist 

n n — 1 



n (« f 2) w (n + 1) 



n 



I 



~-|i(fi+jl) ■ (7ifl)(«+2) n(n + l) 

z^ff,-i ^ /T^ai-x -f 4 etc. 

Ä(ii + l)(7i+2) ' I 

Wenn daher ^ einen in oi-^ vorkommenden binomi« 

sfeihen Coeflielenten (iez^ichnet^ so entspringen aas demsflb«ii in 
J^in^X) die Güeder: 
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I 



^ m 

l /^n + m— 2-\ 

(i» — '2)(m — ijv. 7« — 3 ^ 



Durch Itttegntbn ergiebt «ich als Bestandtheil tod ^Cn) d«r Avs- 
druck 

(#«— l)iiiV.fii-lJ (m-I)(«— 2) V, m-3 J 

. J r" + ^^-i 

^ ^ a-2)(A-lMO— 2j 2 m-l 2»/ m-3 

* < 

1 » 
+ jÄi, 

und hieraus als BestandtheM vod (n-f 1>9i()(-.1)^ ^ das Ag- 

« 4 I 

duteh dessen Integration als Bestandtheil toq m sich ergiebt : 

__1 + + _l /^M+m-l^ 

m-lV wt + 1 J^m^lK m— 1 J 

2I. I m^l + a^ ^2 + — 4~^»' 

wo die binomischen Coefficiönten mit Fleiss nicht anf die Fonn 
0^i"^0* auf die ''«"ß (^"1^^ gebracht sind, 

Auf fihnSchem Wege erhält man flir den Bestandtheil von ai, 
der ans dem beUehisen in a/-^ vorkommenden binomischen Coef- 
ficienten (^^^ J hcrfUcsttt, ileu Ausdrnck: 
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Die Gleichang (^), wenn darin die BioomialcoeffictenteD «of 
dU Form (^"^^3 gebracJit werden« Temandelt sich Ib 

Vcrgjeicht man die von n iinabhäncrlgeii Factoren in dieser Glei- 
chuiig mit denen, welche sich ia dem aus den Formeln (21) und 

(22) hergeleiteten Auedrucke fiir oi ergeben, ne erliilt nin fei- 
gende Gleicbongen: 

p] - eil] = Ä^äCi}] ^m^V^'^MklW 

w«Alr A der Rdb« nadi {—1, 1—8,... 4, 3 m Mb«* iai, 

im Ganzen drei GlcietMiiigen mehr als zur Bestimmung der t— *1 
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FactofOD l^j- 1 ' • • [^3^ erfordert n^deo. Soll daher liie For- 
mel (16) sich halten können , so niGssen die Gleichungen ('20) , (27) 
(28) als nothwendige Folgen der lihnirefi (JloirHüncen (2^1), ('24), 
(25) sich nachn-eisen lassen. Vorher aber vvoUeu wir die durch 
die Gleichung (25) letitge^^eUten Helationen mögUehst Terelnfachen. 
WIM nimlieh def Kflrse w«gwi f i» k^4, 

und ii» Besondm 

geseilt« 80 verwandelt eieb die Glelcbuog (25) in- 

und die Gteicbungea (2^ «nd (24) inr ' 
f 

also verschwinden in obiger Summe sogleich die zwei letzten Glie^ 
der i/;(i — 1, i) unA if(i^l, i-rl); folglick werden auch ^(i,i— 1) 
und ip(t, i — 2) verschwinden. VVenn aber dem so ist, so müssen 
auch ti>{i~l, und — 1, /— 3> verschwinden; foli^Iich ver- 

schwinden wegen (25*") auch i|;(i, t — 3) und r//(i, t— 4). Setzt 
man dieses Verfahren weit genug fort, «o folgt überhaupt, dass 
%u (i , k) verscliwliid^, wekhe der ZabUn 3, 4, . . . 1 man icucb für 
k sttbstituiren mag. Wir Bähen also statt der Cilficbiingnn. (2Ktr 
(ßi), folgende einfacberen Relationen : 

>> I - t 

ans denen sich' dureb Addition sogleich- die Formet 



400 

A.j = r-2 [Li J + r-i l7 J + i- n+il 

ergiebt. Jetzt sind wir im Stande, die Richtigkeit der Gleiclmv- 

een (L>r>), (27) tmd (_>S) zu prüfen. Wenn uir nämlich in der vor- 
IiegorxltMi Gleirhnn:. (:iO) fifr /' nach und nach 3, 4, Ö,..*.», « + 1 
«etzeu und dann addireo, so erhalten wir 

wodurch dir Clplrjjimoj (27) verificirt ist. In der Gleichtioir (28) 
lassen wir i in t-M ühergehdo und muttipUcireD mit 3, so ergicbt 

SlCuI » ' 

"2' 0 */.-L-, - iiO Li] -IJl 

Wenn wir nun hierin för jTj J den tm (30) sich etgebenden Werth 

substituiren» so erhält die GrSsse ^J—r*""'! als Factor die 
Sunme » 

deren \Vorth-(4— 1) 0+ V) Die linke Seil» 
obiger Gleichong wird daher ' 



tej Ä L it J' 



und ist somit mit der rechten Seite identisch. Iliedarch ist die 
Richtigkeit der Gleirhüng (28) be>\i(;sen. Um endlich noch die 
Gleichniic (20) zu vcriiiciren, addiren wir zu derselben di« Gksi- 
chuug (2Ö) und erhalten; 

fn:=3 v4 m— 1 wi^L m J 
Wenn wir nnn hiesn noch die GIfkhuogen 



Digitized by Google 



401 

* 

und ' ' 

I 

•ddtien, 80 eigiebt sieb mit WeglasBitiig des Factors i: 
ViÄ— 2 m—lj L m J m L n» J 

oder andi 

*r=^» i rt— 2n| 

oder» da wegen (29) 

D+ 1 J ~ J k^i L it J 



und Oberdless 



int, 80 ist 

* • 

welche Gleichiin|; mit (30) öbereinstiinmt. Somit sind alle drei 
fiberzähligeo Gleichungen (26), (27) und (28) nothwendige Fulffen 
der ubrii;en, diesen iitmüttelbur vorhertit^li enden Gleichunucn. von 
nun an tritt die Gleichung (10) saoimt allen ihren Cont»equeuzeu 
in volle Kralt. 



Umelnen independenten AusdroeI[ lur die Grosse |^^'^ zu . be- 
kommen, geben wir der allgemcinf^n (jpleichnn^ in (2*J) die Gei>talt: 

Intcgrirt man diese GIcichnng unter der Aonahme, dass der 
tJuttrachied i-^k constant sei> so erglebt sich: 
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FOr A=±i-f'^ Ist dieae Form«! nicht anwendbar. £a Ut aber 
folglicii 

II. S. f> 

Wenn fiberhaopt 
g ete ilt wird. iat 

Die GlelchoDg (20) kann nuomebr durch 

t t rd * 

Die Gleichungen (iiO) und (31) enthalten zwei die Functionen 
T betreffende Sätze, ile Ich hier aifeh eitinal befrersen und mit 
siret andern rennehren iviil. Aue der DeGaitioa der Fenctieoea 
T eTgiebt eleb nftmlleh uoiniitelber die Gieichung 

Dbidßrt raan dieee Gieieboa« dord» üi» co entetebt: 



'WT ii(Hl)"" HA* 
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wofür, weuü i — u 

m »—1 

Iln Un 

wn ffetzen i8t. Wenn man nim dlcM CiMebiiMg v4o irfi 
issj» iotogrirt, so erhält mao 

'wa8 der Gleichung (30) enUprIclit Oer kleinste Werth» den hier 
m haben kann, ist m = l. Ijitegirirt man diese GleicbuDg Toa 01=1 
hm m=^n, so erhält man 




Also ändert sich der Werth der Summe J y- 7'„_ä nicht, wenn 

auch darin n — 1 für n gesetzt wird; folglich behfilt diese Summe 
immer dtj^uselben Werth, welche ganze positive Zahl i'ür n auch 
«nhstitairt wird« Nftii wird Air nsl der Werth dieser Summ* 

^0 = ^ * folglich ist Oberhaupt (Ht jeden gaozen positiven 

Werth vaa n uAt fÜnachlosa der Null: 

^^=t . (Ii) 

IHeeei stimmt fibereln mit dar Pofmel (31). Zwei neue Fomiein. 
welche gelteo« wenn a, m, u ganzö und positive Zahlen iind^ sind 
folgende ; 

— Bi ji — jH — • 



welebe seigt, dass der Toriiegeiide AmdraciE seinen Werth ufehC 
indert» wenn darhi m und n vertmischt werden; und 

welche Formel zeigt , dass der Ausdruck links seinen Werth nicht 
Indertr wen\m-|-ft eönstant IHelht Un die formtl (III) sa 
Mfiefren« setee iiÄ anf der nehten Min d«fi«lhen' 
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X 

ordoe nach deo FnnctioneD TWfi» sette dann 

nnd schaflfc den einzigen negativen Teno auf die linke S^te hi»> 
über; aal' die«e WeUe erhalte ich 

^.-m-T. = IS- JW» r.*-»^ 

Diese Gieichuui;, die »ich von (III) nur dadurch unterscheidet) 
dvüis a um 1 kleiner und m um 1 grSaser geworden ist, i»t ntt 
jener zu£>;]ei(^^h gesetzt. Wenn daher eine Formel von der Fom i 
(Iii) ualir. ist, so sind alle andern Fonneln V(»n flrrvolben 
Form, in denen die Zahlen a-\-m und n dieselben Werthe hahen. 
auch wahr. Wenn wir aber in ^111) reapecüve a-j-m, 0, u lür 
Uf m, n setien, ao Tenf-aodeit aich jeoe Formel In 

* I 

I 

■wns mit (I) übereinstimmt, wenn dort a \ ii, a ^ w rrsyipr«i\e 
für n, m gesetzt wird. Hiedurrh ist die UirlitiLTk*'!! der Fürniel 
(III) bewie<ien. — Was nun die Fonnel (IV) betrifft, so leuchtet 
ihre Richtigkeit Rir m=l Kogleicb ein. Weoii iii>l iat, so llaat 
sieh agf ähnliche Weise wie vorhin lanliehet zeigen , dass 

hsm \ X X—\ Aam—i \ X A-i 

ist, wo die rechte Seite von der linken si<;h nur dadurch unter- 
scheidet, dass n um 1 grösser und m um 1 kleiner geworden ist. 
Folglich bleibt der Ausdruck zugleich mit m-\-n coustaut. Setzt 
man aber darin filr m, n respecbve l, i»f n — 1, ao verwandelt 

er sich in i'jn^ n-i. 

Mittelst der Gieichungen (4ju (6), (8), (11), (IG)» (35) istnoa 

n 

die Summe Q aUer I rächen Prodaete, welche ohne Wiedeibs- 

langeo aus den Elementen 1, 3, 3, 4,...ii^t gebildet weid« 

--II 

können, wie anch die Summe Ct aller {fachen Producte, welcbe 
mit Wiederholungen aus den Elementen 1, 3, 3,...« gebildet 

werden können, zwar als eine rationale p;anze Fun tinn von n, 
vom 2iten Grade, aber in Beziehung auf i unter der Fora» einer 
sechsfachen Summe dargestellt, welche die transcendenten Fua- 
etiojieo S nod T impliciri Indessen kSimte Kt oder jHf , das lo 
der gegebenen Eotwiokelliog als dreifache Summe evschetot, 
unter drr Voranssetzun!?, dass der absolute Werth 'von ß kleiner 
als Ijsei, aut eine zweifache Summe zurückgebracht werden : deuu 
au« der Natur der Gleichung (10) erhellt sogleich , dass Hi daf 
Prodnct der beiden Reihen 
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1 + "1 + i? + «3 + 4 /J* + •♦«S-- 

Ut, von denen die erste dem Produete ^ f ^ ( ^ 0 ~3 ) 
. . . ^l^^^ gieieh Ut Da nun B, in Beziehnog anf ß toiik 

Grade ^ oder — ^ — ist, je oachdeni t gerade oder ungerade ist, 

also jedeDfalls den Grad s de» so eben genannten Products nicht 
erficht, so luinn die andeie Reibe unter die- Form 



l 

gebraclit werden, aus wciclier sogleich erlieüt, dass diese Reilie 



fiir -/)<l convergirt Durch V«rtauschung der F9lge der' Siimma*' 
tionen erhSJt aber dieselbe Reihe die 'Gestalt - 

aus welcher bei dem t^anzllchen Mangel negativer Glieder mit 
Nothwendigkeit folgt, dass auch die Reihe 



m m 



1+ « + ar»a;«+ T^x^ + etc. in inf. (a) 

couvergirt, sobald x absolut kleiner al8 1 laiy ein firgebniss, von 
dem ein directer Beireis noch su wüiiscben. ist Denn folgender 
Versuch ftthrt nicht zum Ziele. 

Die Zahl der in dem Aggregat 7i enthaltenen' {fachen Pro- 
aucte beträgt m(».+'2.-l)(m t«-2)...(,,.H..- +l)^ 

l«d»>W« •••1 

Werth des grr.sgten Priifliict« bt ; folgHch ist 5> Jdeiner ab 

l.Z .... 4^. j „. ^ 
druck zum t^eflicienten 'd!er Potenz hMtfe; wfirde convergiren, 
sobald ^ ^ 1 wäre. Um so mehr wird aUo obige Reihe coa-. 
vergiren, wenn d?<4 ist. Die i<>ache ist jedoch leichter als 

es anfangs schien. Ans der 'Fsormel (II) folgt nämlidi Ti<,TIm. 
Also ist die Reitie (ä) 'fiir dr<l convergent, und ihr Werth klei- 

, Um 
als — . 



Wenn man deh Ansdtnek (1) fUt P(r^ in Parllallirach* 
legt» 80 «rblUt man 

P^-n) = '5* (—1) — ^ ftr^ — Vi • 1-^- (^) 

Äsai . JIX.lI(ii — A) 1 — lar ^ ' 

0enkt oiaii sich nun dies« Partialb rik he in geometrische Itolliea 
nach deq ateigeodeu Potenzen von a: eut»ickt;lt, so ergiebt sich 
fogletch 

wo die Smniiio rechte bekaoBtlicli verschwindet » wenn filr fi-|-l 
dn poflitiTer und gaoser Exponent» der kleiner ist ab n, geeetst 
wird. 

Bei dieser Gelegenheit möge erwähnt nerüen, dass die ^umme 



gleich ist der Summe aller ?' fachen Producte mit Wiederholungen» 
die ans den Elemeolan j*> ^* \ gehildet werden konneiw 

n 

ein Satz, der übrlixcns, wenn dieses Aggregat mit Ui heieicbnet 
wird, leicht mittelst der Relation 

ii+i *• 1 "ii* 



▼erlfieirt werden kann. Wenn t ohne Ende wSchst» so nSbert sieb 

n 

Ui ohne Aufhören der GrSnze «. — Die JSachc kann noch all- 

gemeiner gemacht werden. Es hezeichne Vi die Summe aller 
tfacben Producte mit Wiedi'rhoiun<reii , die aus den Elementen 

III 

, — , — f~- gebildet werden kuonen» oder mit andern Wor- 



t^n » es sei 



0-i-;i)0-4i)--0-ifi.) 

= 1+ Fl « + + + etc.. 



so Ist 



Aus dieser Gleichung folgt nun: 
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Die Reihe (a) Ist einer Venvaodlun^^ lähi^, ans der man so 
{gleich sieht, da.ss sie für x cpnvergirt. Ls ist nämlich 

Hieraus ergrebt sich durch VerteuchuDg der Fölge der Summa- 
tidiieu uTul indem maß die Reitai» valelit V -eotliilllMl» ihre 
eDiUiclieii W«rtiie «etst: 



30 « 



(i-f)O-f).... 0-^)0-4,) 



• 1 :^ -i-;t« 



JL 

f.. 



0-.-^)('-43)(^-4^) 

1 



(VI) 



Wenn iinan den ereten der beiden hier gegebenen AnsdrQcke 
in der Formel (A) eoMliict and die Fol^e der 
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umkehrt» so erhiilt man anter ßenlckKichtigang dar Rriafirm 

3:<-')^ C:!)(:10- 

cbungea (11), (lü), (;}r>) folgende ^uiiiicbo Formel: 




Allgemeine Iiehrsätze Aber Systeme 
Yon Kräften und ihrer Hlomente. IVaeli 
Chasles in fiiouTiile's JournaL Mai eC 

jruin 184V. 

s % on dem - " 

iterrn l^octor J. 1) i e ii g e r , 

Lehrer an der Itölieren Bürgcrtichule su Sinsheim bei Heidelberg. 



1) Zwei Sy«temR von .Kräften, die in beliebiger Anzähl top- 

hniiclori soiri niugen, lioi^^sfn aequiralont, ^vclln man ein System 
auf das andere, diirrh Zusammensot/uni; oder Zerleguns: der 
Kriiit«^, xuräckt'ühren kuiin; oder, wa» das Mäniüche ist, wenn 
die Krüfte lieider STstemo, parallel mit sich selbst In einem 
Punkt<^ an!>:cbracht, (fort die gleiche liesulfantc gehen und dadurch 
das nämliche resoltir^nde kräftc(>aar (coupte) hervorbriogen. 

.2) 1. Lehrsatz. Wenn man zwei beliebige Systeme von 
Kräften hat iin<] nuiltiplicirt jode Kraft dps ersten Svsterns mit 
jeder des zivoiten und mit dem Cosinus des VVinkeis der Dich- 
tungen lieider Krält«, sip hat die^mme alter ^dieser Prodoicte in 
Bezug auf die genannten zwei Systeme (1^0 nSmIicben W<>rtii, 
als die Summe der ähnlichen Prodnkto in l^ezuf^ auf sivei Systeme 
von Kräfifen , die den ersten zwei ae«|nivalent shmI 

Seien a, a',,... die Ivriit'te des einen, 6, ö' die des andern 
der swei Systeme: v^t B, B^,„*. 4ie Krüfte dek aequiv«- 

lentcn Systeme ; hezeicbnen Wir den Winkel der Bkhtnngeii der 
Kräfte a, b mit (a, 6), so muss 



\ 
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sein, wo da* «i|ie Zeichen sich auf alle KrSfte by B, das andere 

auf die o, A ♦erstreckt. Bctrarhten ^ir ?:unäch9t IJlied 
^ £ab cos {a,0), wenn das Zeichen skb hlot^s auf die 6 ercilreckt, , 
so ist offenbar' 

Haft crtsia ,b) 

d. h. dieses Glied ist =a, multiplizirl mit der Summe der Pro* 
jcktionen aller Krriftf» auf a. Nim isf aber das System der 
hurälte Ji mit dem der 6 aequivaleot« somit ist 

also aneli 

aZb cos (a, b) = a2B cos {u , il). 
•Ganz eben so findet -siebt 

Hieiaw aber folgt leicht 

Z^etm{ayb):=^SSaBtMu{fl,B), 
ZZaB cos {a,B)=^ 2:£AB cos {A,B)i 

ii^Qraiis endlich 

' £Zab CO« (a , 6) = £ SAB cos (J , />*; , 

was deo so bewetseaden Lebrsata ansaiuricbt 

Anmerkung. Um die Gleichung 2ft(:ns(a yf()~ £B coB(a,B) 
zu heu eisen, darf man s'wh die Krrifte ö parallel mit isifh selbst 
in «iueu l'uiikt der Uichtuug der Kraft a ver^^etzt denken, und 
wird sie dort in eine einzige Krall zusammensetzen können , deren 
Projektion auf a gleich ^ocos(at6) \»t; tun diese Kraft zzzß, ao 
ist also ßco8(a,p)= £fti'os(aJi). Verfährt man eben so mit den 
Kräften B, so muss man die ghMt ltr T^esultante ß erhalten, und 
es ist folglich a.uch ßcosiUfß) = 2.Bco&{ayB), woraus nun die 
Gleichung folgt 

3) iSchmen wir an, es halten die Kräfte «, a',.... eine ein- 
aige Kcsoltante A; die Kräfte b, b' eine einzige Resvitaate 
Bi so wird man die Kräfte A, B statt der zwei Systeme 
A^ A\....: P, B',,», setzen könaen« aad also aus Lehraats 1. 
($. 2.) erhalten : > 

ABeosiA,B)= 2£abeoBia,b). 

4) Seien ferner die Kruft e b, b',.... dofcbans iKe afmli- 

chen wie a, a' , so ist ^ = H, (A,ß) = 0 und es serftUft 

££abcos{a,b) in uod 2££aa' cosia^a'); folglieb ist 

ii» = £a* 4- 2££ai^ cos(a, a'}, 

d. b. wenn Hiehrere Krifte dns ehudge Resottante beben, so Ist 

Tkeil X. ^97 
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dtm QiMidffat dmiellMn gMdi der Samme der 4)nadKi<e der «ii- 

zelnen Kr8fle, vermehrt um das Dom)elte der Summe der Pro- 
dukte dieser Kräfte, jedes einzelne Produkt gebildet aaa xwei 
verschiedeneu Kräften, niultifdizirt mit dem Cofiinue dee Winkels 
ihrer Richtungen ; oder in Zeitheu ; 

A*=a^ f a'« + 0"«+ 0**^+ .... 

+ 2«a'co»(a,c') + Wco8(o,a")+2aa"'coe(a,0+«- ' 
+ 2«'a" cos (a', a'O + 2a'i^eoa((af ,4^) + 
+2a'Vcos(«",a'^)+.... 

5) II. Lehrsatz. Wenn man zwei Systeme von Krlfte- 
paaren bat, und das Produkt des Momentes jedes Paars des 
ersten Systems mit dem Momente jedes Paars des zwettcn 
Systems und mit dem Cosinus des Winkels der Ebenen beider 
Systeme bildet, so ist die Summe dieser Produkte 

Werthe mit der Summe Ton ähnlichen Frednkten In Benig auf zwei 
aequivalente Systeme von 'Kräfltepaaren. 

Um Kriiftej>aare zusammenzusetzen oder zu zerlegen, errich- 
tet man bekanntlich auf ihren Ebenen Senkrechte, gleich den 
Momenten der resp. Paare, betrachtet diese Senkrechten als 
&ftllte und setzt sie dann zusammen oder zerlegt sie. Diese Bc- 
trachtun&^en , verbanden mit Lehrsatz L , führen onmitteibar «1 
Lehrsatz 11. 

6) Ein Sy.stem von lautren m, m',.... kann immer zn einem 
einzigen Paare il/, ein anderes System n, n' zu einem einzi 
gen N zoeammengesetst fvec^en; demnach ist, nach {. 9., ana* 
log {. d.: 

7) Sind m, tu',.... identisch das Nämliche wie ft, n',...., 

so ergiebt sich, >vie §. 4.: 

ilf *~ £m* -K 2££mmf cos (m» m'). 

8) Da das Moment einer Kraft in Bezug auf elae« foslea 
Pvnkt nichts Anderes ist als das Moment eines Kriiftepaares, 

deasen Hebelarm die Senkrechte von jenem l'unkte auf flie Kraft 
ist und dessen beide Krai'te einzeln gleich der gegebenen kraA 

sind, so folut au.s Lehrsatz II.: 

III. Lehrsatz. Man habq zwei beliebte Systeme von kral- 
ten, bilde die Momente der Krlfle des ernten 8ystems in BcsEog 
auf einen festen Punkt, die MoneDte der Kräfte des zweiten 

Systems in Bezug auf einen andern feston Punkt, multipJi/ire 
jedes Moment des ersten Systems mit jedem des zweitfri und 
mit dem Cosinus des \\ inkcls der Ebenen der betreffenden zwei 
MaaMBte: so behlllt die Summe aller dieaer Produkte den nim* 
iche« Werth, wenn man die zwei Svstenie von Kräften durch 
7.\vei aeqnivalente Systeme ersetzt , un^ die Momente in Bei^g 
auf die näniürlu n festen resp. Punkte nimmt. 

Alle Kräfte des ersten Systems kunnen durch zwei Knifte 
ersetzt werden, von denen die eine durch den ersten festes Pookt 
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peht. Das Moment der zweiten ist aequivalent den Momenten des gan- 
zen Systems und bildet dm resultirende Aionient oi}pr d:\^ Hauptmo- 
ment desselben. Es ist gleich der Sumiae der i^rojektionen alier Mo- 
mente der Kräfte auf seine Ebene, welche letetei» diejenige 
Ebeee ist, für welche die Snnuiie der OrtihiwonalfM-oj«ktionen 
aller Momente ein Maximum ist Sei M dieses Hauptinoinei^t der 
Momont« m, ot',.... des ersten Systems, ebenso A' das Haupt- 
mument der Momente n, n' des zweiten Systems j so ist 

Sind die «wei Systeme identisch • so ergiebt sieh: 

9) Es nirke ein System vou n Kruiten a, a',..., auf einen 
Kurper, oder mehrere mit einander verbundene Körper, und mau 
bringe in irgend efnem Paukte n Paare eerade entgei^engesetzt 
wirkender Kräfte an, VOB denen jedes Paar gleich und parallel 
einer der Krfiflte a, a',.... ist; so kann man sirh bclwinfitlich 
statt der n gegebenen Kräfte, in verschiedenen i^unkten wirkend, 
dieselben 71 Kräfte an dem einen Punkte wirkend denken, verbun- 
den mit 7t Kräftepaaren, deren resp. Mtmiente (Intensitäten) gleich 
sind dem Momente jeder der 71 Kräfte in Beztip; auf den ange- 
nommenen Punkt. ZwiscfuMi den n Kräften wird Gleichgewicht 
sem, wenn die KesulUuite derselben, hon ie das resulttrende Paar« 
Null ist, d. h. nach -1. und §. 7., wenn 

-f UAmi' cee<jiiiMO SB 0; 

IVO 7/1, m'f.... die Momente der Paare ausdrücken. 

Diese beiden Gleichungen ersetzen die bekannten sechs Glei- 
chiiDgeo dee Gleiehgewichä. Um« seiee Ox , Oy, a. die drei Kon* 

Sosanten rm a, parallel mit drei auf einander senkrecht stefa«»- 
cn KoordifKiffM>axen , und zerlegt man cbcTi so die Kräfte a' 
80 ist oAeubar die erste dieser zwei Gleichungen übereinstim- 
mend mit 

(«» + Qm* \^ -0* +(«f +%' + ....)*+(«.+«.' + . ..)*=ü, 

d. h. mit 

Ersetzt man ehe« «o das Paar m durch seine drei Projektienea 

. auf die drei Koordinatenelienen , m«» m^« in»> so ist die svrsHe 
Qetchung fihereiostiraniend mit 

{mm + + ....)* + (my + < + + (w.'+si.' -|- -..)*=0, 
d. h. mit 

m^ 4- mj -1- ..M =0« % 4' W -|- •••• sis -f W =0; 

welches die bekannten sechs Gleichungen des Gleichgewichts sind. 

7 



1 
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iü; iV. Lehrsatz. Man habe zwei Systeme ron Kräften, 
nehme das Moment einer jeden Kraft des ersten Systems in Be* 
zug auf einen festen Punict, ronitipiizire jedes dieser Momente 
mit jeder Kraft des zweiten Systems und mit dem Sinus de» 
Winkels*. Hon die Hichtung der kraft mit der Ebene des Momen 
tes macht; so wird die Summe aller dieser Produkte den gleiches 
Wwrtb behalten, wenn man die zwei S3r8teme von Krifttn &mk 
zwei ihnen reap. aequiralente ersetzt. 

Seien a, n',.... die Kräfte des ersten Systems; m, m',.-- 
ihre Momente iu Bezug auf einen fe2»ten l^unkt; 6, b' die 
Kräfte des zweiten Systems. Seien ferner A, A' die Krifte 
des dem ersten aequivalenten Systems; M,M',.... ihre Momente 
in Bezug auf denselben festen Punkt; B' die Krftfte dct 
dem zweiten aequivalenten Systems: aa muss 

S&mi^ib ,nf) £SBM»\ü {B, M) 

nein. Denn man ziehe dnrch den festen Ponkt Gerade, welche KriAe 

ft, ju.',....; fi|, fn'»"** vorstellen, gleich den Momenten m» ntf,^ 
,and M',,...^ und senkrecht sind auf den Ebenen dieser Mo- 
mente, so wcTilen diese Kräfte 7\\o\ aequivalente Systeme dar- 
stellen. Deiuuaci) hat lu^n uach Lehrsatz i. ; 

27276fACoa(6, ^)=^££Bh cob{B,^), 

Aher rs ist ftssm, e<is(6,fi) = sin(6,m) ; f^i^Jlt, tM(B,f^} 

:szem{ßfAi)y woraus nun der Lehrsatz folgt. 

11) Das Vorzeichen eines frden Gliedes der Summe 
22bmam(ib,7n) häoui von dem Winkel ab, den die Richtung von 
6 mit der Aze des Moments m (d. h. mit der Senkrechten auf 
der Ebene des Momentes) macht; die Bichtung dieser Axe, über 
oder unt^r der Fhone des INlonients, hani^t von der Tiichttmir «ler 
Kraft a ab. Denkt man sich diese Ebene unter dem Auue, so 
wird die Aze nach dem obero Theilß des Himmels gerichtet sein« 
wenn die KrafI a nach einer bestimmten Richtung hm zu drehen 
svehlt; dagegen nach dem untern Theile des Himmclgewolbei, 
wf'nn sie in ent^rci^eniresetzter Hichtunij zu drehen strebt. Man 
kann aber das V orzeichen noch auf eine direktere Art bestimmefi. 

Denken wir uns nftmlich znerst die Axe des Moments m ntdi 
oben gerichtet, so wird sin(^/,/M) das -f- oder — Zeichen haben, 
ie nachdem welche Kraft ihren An^ri(r>jMiiikt in d« r l'Unie des 
Moments haben njö«!e , filier oder unter derNelhen ist. Im t rsterD 
Falle wird ein Aui^e, das au dem einen Ende der Kraft 0 sich 
'befindet und nach dem AngiWs^nnkte hinsieht, die Kraft a nach 
einer bestimmten Richtung hin zu drehen suchen sehen; im an- 
dern Falle in entgegengesetzter IficbtnnL' (Im einen Falle /.. B. 
wie die Zeiger einer Uhr, im andora entgegengesetzt.) Das Zei». 
eben von bm sin {f>,>n) wird also bestimmt nach dem Sinne, in welchem 
ein Auge, das sich am Ende der Kraft b befindet ond nach ihresi - 
Angriffspunkte hinsieht, di(; Kraft a drehen i<ieht. Man nberzonjt 
sich leicht, dass es eben so ist, wenn die Axe (tes Moments 
unter 'der Ebene des Momentes ist. Wir sagen also: Das 
6m sin (6, m) fiat das Zeichen + oder je nachdem dieKmfta» 
gesehen von dem Ende der Kraft (nach ihrem Angriffspunkte hie)» 
in einem bestimmten Sinne lu drehen «acht (z. B. in dem Siaae 
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der Bewegui^ der Zeiger elftes zugleich augeseheoen Zifferblattes 
Vbt), oder im entgegengesetzten Sinne. 



IS) Dm Volnnen eines Tetraeders, welche« m entgegeiige- 
MtiteD Kuiteii die (icraden a, deren icfirseste Entfernung r 

ist, hat, ist gleich ^ — 

Es Ist zuerst leicht einzusehen, d&ss, wenn man eine Kante eines 
Tetraeders in ihrer eig^enen RIt?»tung sich hewe^^eu iä»stt dadurch 
das Volumen desselben nicht geän<l<^rt wird. Üiess vorausgesetat, 
liest sieh ann der Lehteata m folgender Art beweiseo. Seien 
in Taf. V. Fif. 1. ßß* die swei entgegengesetzten Kanten. 
Durch a \e^e raan eine Fhonf» , spnkrecht^ auf ßß' , von der wir 
Toraussetzen, sie gehe durcb der» Anfangspunkt ß (da man im an- 
dern Falle ßß' in seiner Kichtung fortbewegen Icann). Sei 
die Projektion von cro' auf diese Ebene, pp eine Senkrechte 
von ß auf aa" ; diese Senkrechte ist gleich der kärzet^ten Ent- 
lernung r der beiden Kanten. Das Tetraeder, welr!<os wir 
l>etrachten, ist seinem X'olunjen nach gleich dem über den Kauten 
ßff nnd tu/' (als entsregengetzten Kjinten), weil beide Tetraeder 
we drei Spitzen ß^ ß' , a gemeinflcbaftlich haben und die Spitzen 
a* , auf einer Linie liegen, die parallel ist zur Kftpne der Pankte 
ßi ß'» ß« ^un hat das letzte Tetraeder zum Volumen: 

22!^ . ^=iaa'^/^/^^r=i«a'.co8«W^/3/J^r=iaÄrsm 

wenn aa'=a, ßß'z^b. flieser Ausdruck ist also auch das Volu* 
nen des in Fraci^e stehenden Tetraeders, wo« den Lehrsatz beweist. 

13) Das Tetraeder, welches über zwei Kräften, als entgegen- 

{gesetzte Kanten desselben betrachtet, errichtet wird, bat em Vo> 
unien gleich dem sechsten Tbeile des Produktes einer der Kräfte 
mit dem Momente der andern, In Bezug auf die erste genommen. 

« Denn da^ Tetraeder über aa', ßß' ist *ßß' ^r.slniaa'^ßß') 

Nun versteht man unter dem Moiiieiite der Kraft aa' in Bezug 
aul die Kraft ^ip' das Moment der Komponente dietser Kraft in 
einer auf ßß'^ senkrechten Ebene , genommen in Bezug auf den 
Punkt, wo diese FJiene die ßß' trifft Da^^selbe ist also tu^.ßp 
ÄOi/'.r— ffcf'.r.8in(««',/3j^'), was nun den Satz beweist. 

Das Moment der Krait aa' in Bezug auf ßß' ist aa" .ßp, gleich 
der doppelten FMehe des Dreiecks »fif, iHeees Dreieck selbst 
ist die Projektion eines Dreiecks, dessen Grundlinie ao^ ist und 
dessen Spitze in ßß' sich beOndet. Das Doppelte dieses Drei- 
ecks aber ist das Moment der Kraft aa! in Bezug auf jenen Punkt 
in jj/}'. Man kauu also auch sagen: 

Das Moment einer Kraft in Bezug auf eine Gerade ist die 
Projektion des Momente« der Kraft in Bezug anf einen Ponkt der 
Geraden, wenn die Projektion auf eine Ebene geeehielit» welcÄe 
eenkrecht auf der gegebenen Geraden steht. 

14) V. Lehrsatz Man habe zwei Systeme von Kräften, 
bilde Über jeder Kraft de« ersten Systems in Verbindung mit 
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» 

j« «bte dm KW^en, ab entgegengesetitai KiwImi, TetoMkr, - 
80 wird Summe der Inhalte aller dieser Tetraeder onverSodarl 
bleiben, wenn man statt der zwei betrachteten Systeme xwei Uumd 
resp. aequivaleiite wählt. 

Bezetcboen wir die Systeme » wie in S.« so iet 

SS Tetr. (a,b)ssSS Tetr. (A,B), 

worin jede» Glied das Zeichen -f- oder — hat, jo nachdem die 
eine Krad, g<»ehen von dem Ende der andern, to einem bestimm- 
tmr oder dem enti^ei^^enj^esetzten Sinne au drehen streht 

lieachtet ntait das in §. 13. GesaztQ, so i»t der Beweis ganz 
der gleiche, wie in §. 2^ Dean ea iaf, wenn daa Zeichen 2 aich 
bloaa auf 6 beaieht, 

XTetr. (a,6)=^^ (der Momente ¥on6,ift',.». inBeaug aaf o) 

* 

^g*^ ( »f M 9* fmm* Pf ^ jy) 

f 

=2?Tetr. (c,/?). 

£ben ao 

^etr. (a, B) ~ 2;Tetr. ,^), 

wenn daa Zeichen S aich auf a,A bezieht. Also 

£2 Tetr. (a,b)=£2 Tetr. (ii,ir)=2;£ Tetr. 

Waa ^ Regel der Voracid^aa aahebmgt» ae tat an merken, daai 
man in 

£ (der Momente von b, b' in Bezug auf a) 

den einzelnen Gliedern das -f oder — Zdchea geben moaa. Je 
nachdem die betreffende Kraft, gesehen vom Endpunkte von a 
au8, in eineni bestimmten oder dem entgegengeaetaten Sinne zu 
drehen strebt (§. 10.). 

15) Gesetzt b, b' , — seien identisch die nämlichen wie 
o, a',.«.» uttdelien ao i^,.... wie so achlieaatmaa: 

Mm habe zwei aequivaleote Syateme Ton Krälten, ao kt die 
Summe der Tetraeder, die man auf je ei Kräften des ersteo 
Systems, als entgegengesetzte Kanten betrachtet, bildf^n kann, 
c^leich der Summe der Tetraeder, die man auf ähnliche Weise 
mit den Kräften des zweiten Systeme» zu bilden im Stande ist 

Begreiflicher Weise gilt Alles, was von zwei aequivalent<^n 
Systemen gesagt ist, vnii awel Syatemen, die aich gegenseitig 
daa Gleichgewicht halten. 

16) Darana folgt: 

Wie man auch immer die Kräfte eines Syetema von Kdlhm 
durch /uei Kräfte ersetze, so ist immer däa TetriMBder fihet dJe^ 
aen zwei Kräften von gleichem Volumen. 
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17) Sind diese zwei Krälte iii einer Ebene, bilden also ein 
Paar «ier f dw ai i ett aidi auf eiaa «biige» ae bt diaaet Velanwn 



.Die f^oometriHclie Bedingung, das« ein System von KrSften 
eine e'mziL^»^ Resullante hahe oder sich auf ein Paar (couple) reda- 
zire, iHtf daäj» die ^»untine der Inhalte der Tetraeder j die nian auf 
je zwei Kräften des äy^letns entgegengesetzter Kanten ecrkbten 
feaan» Null sei. 

18) Wenn Kräfte mit einander im Gleichgewichte sind und 
man taeift sie in zwei Gruppen, so sind die KriUle der einen 
Grappe im Gleichgewiebte mit deaeti der aadera. Alan aaeb 15. ; 

Wenn KrSfte mit einander hn Gleicbaewiehte aiod* ao tat die 
Summe der Tetraeder, ifie man über nieifeffea derselben dadurdl 

bilden k:inr! , dass mr\n jf» zwei als enti?e!»enqesetzte Kanten be- 
trachtet, gleich der Summe der Tetraeder, die man auf gleiche 
Weise über den flhrigen Kräften bilden kann. 

19) Man schliesst hieraus: 

Wenn vier Krälte im (Tl(*ich:;<Mvirhte sind, so ist das Volumen 
des Tetraeders, das aut die geiiaimte Art über zweien derselben 
erriclitet wird, gleich dem Volumen des Tetraeders aber den aa- 
dem zwei. 

20) VI. Lehrsatz. W^enn z« ei aequivalente Systeme von 
Kräften an demselben festen Kiirner angebracht sind und man 
giebt die.sera Körper eine unencilirn Ideine Bewegung, bildet ao- 
dann das Produkt einer jeflen Krad mit dem Wege, den ihr An- 
griffspunkt im Sinne der l>i(!ittnra <ier Kraft durchlaufen bat, so 
i«t die Siunme aller dieser Produkte für das eine System gleich 
der Snmme deraelben füt das andere System. 

Sei mm' der Weg des Angriffspunktes m von a, so ist 
a.mAi'.cos<n,nifli') das Glied in Bezng auf diese Kraft, das in 

Sa . nun' .cos (a, mm') eintritt. Man muss also beweisen , dass diese 
Summe TTnverändert bleibt» wenn man Oj a',—» durch ein aequiva- 
Jente« System ersetzt. 

Jede iinf'ndlich kleine Bewegung eines freien festen Knrpers 
kann als auh /.wei gleichzeitigen liewegungen entstanden gedaeht 
freiden, von denen die eine eine UniBrenungshewegung uro eine 
bestimmte Gerade, die andere eine fortschreitende Bewegung ist 

Seien m[i, ma' die zwei Koniposanten der Bewegung von w, so 



woraus folgt: 

Sa,mm^ .eoa (a, mm') s Za.mft.eoB (a>m|») -f- mft.' . £a.coa(a» mf»')« 

Da 27a.cos(a, mjii') ungeSndert bleibt, wenn a, a',.... durch ein 
aeqnivalentea Syatem eraetat wird« indem dieaea Glied nur die 



Null Alan: 




mm', ces (a»mm')= mfioos (a, mfi) 4- mft' eoa(iv, mi»') , 
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Summe der Projektionen von a, a',..,. auf m»' anadrfickt, so hat 
nan diese Unveribideriicbkeit nur YOD dem Oiieae Xift.mfi.eo8(««iifO 
zu bevreiseo. 

m(i ist der Weg von m, hervorgeliracht durch einel^drdniiig 

um eine bestimmte fJorndp. Sei nnn r die Senkrechte von m auf 
diese Gerade-, S die Onhunij, so ist Ji7fi = r.d. Nehmen wir an, 
eine Kraft, ausgedrückt durch 6, wirke nach jeoer Geraden, so 
iat ihr Moment in Bezog aof m gleich also ist a,iiif».co8(s,«ifi) 

* ' =a X (dem Moment von Ö in Bezug auf wi) X cos(a,nift), 

c:=aX(der Projektion dieses Momentes auf eine Ebene» 

senkrecht auf a), 

es« X (den MeBMnt der Kraft e in Beiog a«f e) <§. 13.) 

=6 Tetr. (41,0). 

»■ t * , ' 

Dcmoach 

-LVi . m^i. cos (« , w^) = 6-2" Tetr. (« , 6). 

Das letzte Glied Ändert sich nicht, ^venn man a, durch 
ein aequivalenles System ersetzt 15.), indem, wenn o, o',....; 
A, A',,.'. aequivalent sind, es aucn 6, a, a',....; 6, A, A' 
sein werden, und die Summen ZSTt^, {a,a'), ££Tetr, iA,A*) 
ohnehin gleich^ sind ; also ist diess nach f&r das eiste Fall 
.iras den Satz beweist 

%l) Man kann ancb sagen: 

a.(31oiueiit von ß in Bezug auf n) 
=0. (Moment von a io Bezug auf $), 

was ans 6. 13b < unmittelbar folgt; nod da die Summe der Momente 
von n, ff' in Bezu^ auf eine Gerade 0 konstant bleibt für 

i'edes mit diesem aeuuivalente System j, so foJgt das so eb^ 
bewiesene auch aus dieser lietraclitung. 

22), Wenn die Krfifte a, a',..,. im Gleichgewichte steheo, so 
kann man sie dnrcb swel gleiche und seradezn entgegengesetzte 
KrSAe ersetsen» werans folgt, dass als<uinn 

27a. mm' . cos (a« /»/it'j ü 

ist. Diess ist das bekannte Princip der vir tu eilen Oencbwtn* 
digkeiten. 

I 
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lieber die Transformation der nnab- 
bän^issren Veränderliehen in Yieiraehen 
Differemialen und Integralen. 



Von dcijj 



Herrn Doctor J. Di enger, 

Lehrer an der höheren Bärgertchole zu Suuheiui bei Heidelberg. 



Selon .Tj, .Ts,.... .Tn u unabhäfiuige Veränderliche, Ui, a^,....(ta 
n andf're unabhätis^ige Veränderliche, verbuBcleu mit deo ersten 
durch die n Gleichüngeu: 



« 

/"(^l » ^S6» •••• f ^n) —Ol 



(1) 



irelche» der Kürze neffia^ durch ft=0, /t=0».«..^=50 darg^ 
stallt werden mögen. 

Man stellt nmi d|e Aufiiabe, aus dem bekannten Differential 
hx dou * ^ Funktleo von arj, a:^,....^?« ist, das 

* a«.s ■ 

Differential "^^^ — ^ abmielteii, worin 4?i, jrs,.«..jr« durch Ihre 

Werths in a^, wie nas .sie aus (I) ableitet« ausgedrflckt 

werdes. 

Sei 

9»8 



so Ist , der Annahme nach, eine bekannte fiunlrtieli von ^ , o^,.. 
...«d^ Man ist: 
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0F . 

1^ zu erhalten, muss man aber io F blo48 ak veräiulerlich 

antoben, und alle andern Grössen als konstant be- 

trachten. Unter dieser Voraussetzung enthalten die Gleichungen 
(1) n + 1 VerSnderKche ObwoM nSmlicb 

h Funktionen der Verfinderlichen «i , «s, — ctm 
sind, so niflssen dip»^r Funktionen nun so beschaffen srin , dase 
sie Hich nicht ändern, wenn «i , cif5j,....«fT dercjestalt sich ändern, 
wie es die Aenderungsart von Xt verlangt , d. n. mit anderen Wor- 
ten, die einer Aeodenmg der GrOese Xi korrespondirenden Aen- 
derungen der tti,....cin müssen so bescbaffen sein, dass dadurch 

keine Aendornnir in den AVerthen von .t^, .t« Tor sich seht. 

Da die Anzahl der Cileichungen (i) ii ist» so liauu man al*>o jetzt 
eine der n + 1 Veränderlichen als die unabhängige 

VerSnderlicbe betrachten, s. B. und die andern n , also j^i, t^^Mm, 
veriüuge der (illeichun«i;en (1) dnrch diese aiisdrüi km , so dnss 
z. B. xi als blosse Funktion von ^cscIieiDt Demnach ist, nach 
bekannten Sätzen: 

dtti dxi ö«! 

und es bandelt eich bloss om die Bestfanimmg von Ntm folgt 

aber, unter den so eben gemachten Vorauissetzuiigen aus (l) 

^Ba^'^ B«%Bai*' Su^Bai* BumBog ^* 

B/^dxi BfnCa^ B/jiBa^ .BfnBon Bfn, 

Bxi^äl Ba^^al Bci^Btti Boen Bai Boi* 

tau welchen Gleichungen sich ergiebt 

Beachtet man aber das, was in Klnerels Wörterlnirhe, Supple- 
mente, Art. Elimination, hinsichtlich der Bestimmung einer 
Grösse aus n linearen Gleichungen gesagt ist, so wind man leicht 
einsehen, dass Ni der gemeinscbafaicbePiennerist, der den Gr6e 
sen , 1-2* — ^'tt zukommt, wenn sie ans feigenden Gleichungen 
bestimmt werden: 
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während Mi der üemcinschafHicIre Nenner der GfSfMIl kif,.,*i^ 
sein würde» weiio sid bestimmt würdeu aus: 



C2) 



Demnach bat man 

In d■ese^ OMehung mms man in ^ sieb dT] dnreh a|,....aii, 

und sodann oj,....«» duich 0:2,. •••^» ausgedrückt denken, was durch 

die Gleichungen (1) ermöglicht ist Sonach enthält die Grösse — ^ 
jetzt die n unabhlngigen Terfinderlicben 
Nan ist 

öflfi 8j?3 .... dj7|| 

wenn 

8"-'S J/if/^ 

geseixt wird. 

Jetzt hat man also bloss als verSndcrtich anzusehen, wäh- 
rend , r_, .Tn als konstant zu hotrachten sind. Demnach ent- 
halten die Cjieichuni^en (1) jetzt die « f l VerMntlerlif hon , 

S, (s(3,....an und man kann » derselben als Funktionen einer von 
nen , z. B. og, betrachten. Daher ist 

Durch die gleichen Betrachtungen, wie so eben» ergiebt sich: 



worin der gemeinschaftliche Nenner der Grossen Ai,....Är, 
Ist, weiiD sie bestimmt werden ans: 
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die analoge GrSese» bestimmt ans: 

Daraus folgt zuDächst offenbar 
und flodaoD 

in weicher Gleichung jT] , ^r^ durch Oi, a«, a« und ftoda&n 

, . . . . an durch «1 , ce^ f , .... Ar« ausgcfdrOekt gedaeht werden 



Wie man ao weitergehen kann, liegt klar vor, dessglelch«> 
auch, daas imiber ein Faktor des ZUilers und Nenoers Mch auf 
beben; eo dasa man endlich erhült: 

in welcher Gleichung 0:3 > • • . • ^ durch a,, > • > • • o« anan- 
drficken aind. Zuuieich ist der gemeinscnaflüche Nenner r« 
ifc£y.,»i6^» bestimmt aus: 



Ist demnach 



wo 17 eine bekannte Funktion tou Xi, x%,,...Xa ist, so ist 



wenn«|, «sf»--«^ neue unabhängige VerSoderliche etnd, dient 
den ersten durch die Gleichungen (1) Teriranden sind \ wesa fe^ 
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oer Mt N die gemeiDschaftlicheu Nenner der Werthe von ki,....Icu 
fliodg wenn die«« rosp* am den Gieicban^en (2) und ^5) bemunt 
werdcB, und ivenn man endlich in der zwriten Seite der 6tel> 

chons (7) die Grossen ar, , x^,....a^n durch ctj , ct^ a„ ausdrückt. 

Unter gleichen Voraussetzungen folgt aus (ö) und (7): 



denen der Integrale nach dr^, 

Hitt4^n die Gleicbongen (l):die V 



Die Gränzen der Integrale nach ai,tirs,....aa bestimmen sich nach 

Fonn: 

00 wäre offenbar In (7) vnd (8). 

Es liegt nicht in unserer Absicht, An^vpndim^cD fies rinfs^e- 
stellten Satr.es hier /.n machen : dieselhen sind ohnehin äiiütserst 
zahlreich. Wir wollten nur verbuchen, den Satz selbst strenge 
za beenden, da er höchst wichtig Ist» und seine Begründung 
z. B. in den uns vorliegenden Voriesuneen von Moigno nicht 
über allen Einwürfen zu stehon srhrint. IVnr oinc einzige Anwen- 
dung wollen wir auf die Umbildung des Integrals 



düä bekanntUcb einen kürperlicben Hauminhalt ausdrüci^t, machen, 
wenn jr, z durch die Poiarkoordlnaten 

ä; = rcos9>j y=rsin9»cos^« i^rsin^sin^ 

ausgedruckt werden. Hier Ist c^=r, <%S9« fl^^^; .al80 ehid 
die Gleichangen (3): 

cos^.Ä'i — rsin 97.^=1, 

sin cos •^.hx\T cos ^> cok 1/^ . k.y — r s i n ff sin t/; . A3 — 1 , 
sing^sin^*^! -I^rcosg^stu V^.^-fsinT^cosV'.^^l; 

womos ilf=r*siD^ folgt; da iY=l ist, ao ist also: 

= JJ^ P(rco09>rshi9co8^«rain9sin^)i3aiD9drd9d^, 
wie bekannt 
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> » 



% 



Velber die BetUngiuigeiit welehe 9(x^)t 
M^fV) erfillleii mllsMii« daoitt 

9 r^'» + 4 > — + ^y) • 

Von dem 
Herrn Doctor X Dienger, 



Sei fix,y) eine Funktion der boiden GrOsseo aCt die wir 
als von einander unabhängig betrachten wollen, welche der Be* 
flinguiig 

identisch enticprichi, so Ist 

etn Sats» der an und fiSr sich klar ist. 

Selen, nun ü, V zwei Funirtlonen der beiden unabhSogigeo 
Veriinderlichen jr> welche identisdi feigenden Gldcbongen ge* 
^ nflgen : 

so ist 

Denn es ist ijumer 
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^ ay ~djf' 

Miiltipr»irt inan die erste dieser Gleichungen mit i, subtnbirt so- 
dann die sweiltt und beaditet,die Gieichaogen 0), so ergiebt 

sich : 

. dip dfp d<p d(p 

woraus folgt: 
also: 

+ (2) 

Umgekehrt aber auch, wenn die GleicbnDg Statthat» ao findet 
auch (1) Statt Denn ans (2) folgts 

Demnach : 

' fio? das cjy ■ 

wetche Gleicliimg die (1) nach sich sieht. 
Uan hat also folgenden Satis 

Damit 

ist ootfawendig und binreicboBd, dass identisch: 

IM vmgekchrt, wenn 
so finden die Gleichuogen (3) Statt" 



(8) 



/ 
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Velber einige aritbinetiselie Sätze. 



Dividirt man eine ganze positlTe Zahl m diifüh eine andere % 
ao «Ind der dabei herauaiKommeode ganze Qnotient (die giNMe 

anter - liegende ganze ZabI) nnd der Reat ofenbar Winlctiooei 

von m und n. Die Form der letzteren war bUher nicht hekaiiot, 
und erat Herr Dr. Eisenstein bat dieselbe angegeben. Der ce- 
nannte »eharfäinnige Mathematiker stellt nämlich im ^Tsten Baade 
des Crelle*acheo Journalea 8. 281. u. A. ft»igeDde Tbeereae 

. auf: fllr^=^ f ^ iat 



\Tobe1 sich beide Siuntuenzeicheu auf die Werthe i5r= J, 2, 3,....,»— 1 
hezlchen. Da aber kein Be^veis zu den obigen Formeln gegeben 
worden ist, 8o halte ich es nicht fiir tiberllüssig, einen solchen 
mitzutheilon , der noch ausserdem die Eigenthiirnlichkeit In'tsitzt, 
eine An^^ enduiig der Integralrecbuuug aul' höhere Arithmetik dar» 
zubieten *). 

^ iSetzt man in dem bekannten integrale 



*) Diest ist übrigens nichts Keues, denn schon bereits seit iän^crer 
Zelt bat Herr Pfo€ Lej eaae>Diridklet dergl«icb«a ABWcaimig« 
gezeigt, die, iric alls Arbeiten dIetM Geometei«, «tue bewosdenuwtrtb« 
reinheit beorkuadeD. 



- Von dam' 

Herrn Professor Dr. O« Schlumilch 



aa der Universität tu Jena. 




r s= i [» ~ -^«m — — cot ~- J ; 
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woff» sieh eiB strcoger Bot^ io TW. fl. 8. ML hihI TW. UL 
S. m fibdet, inid;|is|, «o wird mr ÄS« 

and nach beiderseitiger Mnlt^likatioii nit 

1 . "»mm 

•rbXit man Wernas 

1 ,^kmn kn 1 ^JU. 



•m— --cot— - = :5- / ^_ 



wobei JC die SmaBie der Reihe 



1 — W» 

pilD» + ^«8m2w + + .... +^»-isio(«^l)a 

— grill« . psin^w—l)« — slnnco 

vää flir g=>, «1=^ eigiellt rieh hieraus nach Division mit or 



und onter der^fiemerimig^ dm ala(«-l) — =: -fljn^^ 

ud mithin witd nach dem V origen 

Theil X. ^ 



ist. 
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Bevor wir weiter gehen, sind noch einige Bemerkungen nothi:. 
welche zeigen j dass das utegral anf der-jrechteo Seite Ter8€bi^ 

dene Formen amiebiiieii fcami. 0« m ?fs^tf!>f r '«'^et -rr^ = 



^^»-f — , und |p immer eine' ganze Zaiil ist, so Icann man die i» 
rige Gleichnng znnSehet in folgender Gestalt datslellei^; 

IJa femer r-<ii, so bt 2r<2n, und mithia — <2i*$ es sind da- 

her tiiiJ8ichtlich des Bogeiis Tfer Ffille nir>glich, jcuachdeia 

derselbe im ersten, zweiten, dritten oder vierten Quadranten ü(g^ 
Diesen vier Fäilen entsprechen die vier iSupposit^onen. 

» — =9i* ^—9%» ^-T^H» Vei - 

TC 

M'o jeder der vier Bügen tpi, 9^ 9)^» 94 zwiscken 0> nnd ^ eaty- 
len ist. Das Integral . * , . 

1— 2a:cos— 4- jc* 
fl 

nimmt demgerofiss die vier Formen 



/. 

0 I 



* sin 
0 1— 2a?cosVi+«'* 
»ln^<ig : 
+15coe^+j?' 



y'** sin 9j (Za- 
o cos 
_ sin <5?4^^ 
>•■ , ^t/o 1— 2xco8y4+Ä* 

an. Nun ist fiberbanpt 

1^2ar cos^l? ~ "sin^p + 



folgHch 



T IIa I 
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«•/© 



und da für |>9>>0, Arctautanys,, bt *): 

t/o 1— arc<W9+af«^*'~''' 



und ebenso leicht findet man 

*,i,«u!J-"*''* "!®? diess för die verschiedeocD Foimett von R «o 
erhält dieses Integral die vier Formen von jf, so 

N« war aller im erateii Falle = Im «weiten ^ = « 

— — , im dritten 9%=^-^ — 9K mid Im vierteo 9^4 ä _ 

und vrenn man dleae Wartha anbatftulrt« ae Tereinieen «ich HU 
¥ei«cbiedeneo FoimeD tea an dar f ft tlgap «ich die 



11 



und veniSge dar R«Ue. «e «Im Irt^Äfi«fc«,plelte, i8t jetzt 



g-XriD— -cot- = i--. 
Hieraua folgt immlttalbar 



•) i»ai« dH» Fanktionea AfetaaCaa^ nad y aar «ür^ > y > 0 aber 
Met aleht Meatiteh dad, bc leicht «a tehea. Su Ui ^ b. 

Ai:c(aBtaB(}r-|-9) = il(claa(^tuiy) 



und die«« Mt Dicht daoiat mit ir+y. Um daher den Satz A«.».«.» 
anwenden 7tt können, ma«« man .ich erst "ewInSiL '^^^ 
ertöten (^uadrantea liegt, und diese Nolhweodigk,h^£S? obS^'d!? üf. 
terM^heidnag der vier Fille hiaiichtllch — hwhel. ^* 



« 
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d. h. das swaHe Theorani ▼ofi Eisenstein^ aus der 

dass — = + — , aiso ^=~ — - war, ergiebt sich nun auch da« 
erste: 

M-obel imiuer i&=::l,2,3,...«ft— 1 Ist 



ILMaMMM. 

Bemerkungren über die niedere Feld« 
messkunst. Insbesondere über den all* 
fremeinereB d^braueh des RiickwSrti- 

eliiMliiieldeM. 

Von dem 

Uerrn Vermessungs Revisor Nerost 



Es ist, bei Detaii-Vennessungen, die La^e eine» 
durch Rückwärts- Einschneiden gefaudenen Pmiktef 
leichter, schneller und sicherer zu cartiren, als ein 
auf irgend eine andere Weise im Freien bestimmter 
Punkt. 

Bei Üntail-Vcrmessuncen i.st os an sich sf^Tion v»irfheilbaft und 
zweckmasäis; , auch im nririllichen J>eiitschlaiHl uohi fast ohneAa^* 
nähme ^usnihrbar» durch die ganze aurzuncbaienile Flur >*cnie- 
stens'eine Hauptlinie zü legen. Man bezeichne darin alle 1(m 
Oller, uenn ein sehr zerschnittenes Terrain vorliegt, alle 50 Rutlx'o 
durch ein Sifj:nal , C , n s w. Auf *lom Papier trai;r niau 

die Uauntliiiic auch auf und errichte in jedem 6ignalpunkte (iariui( 
genau eine Senl^echts. 

Wenn man nun einen Punkt X (Taf, V. Fig. 2.) im Freien 
durch^die möglichst kleinste Mbwaltung, nftmlien dureä Meassag 

der beiden Winkel u und bei nur einmaliger Aufätellung des 
Instrumerjtes, al<o fliireh Iiäckwärtsoir>s» fiii< i(]en, bestimmt ha^ so 
kann man auch aul dem Papier durch die denkbar eiqt'acbste Ver* 
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rlchtnng die Lage des Puoktes senau finden, und zwm durch 
aar swei AlmiessttiiseD mit lem Zirkel. Ntck dem Mmm* 

•tabe, der der neuen Carte zum Grunde gelegt werden soll, und 
wonach hier AB und BC 100 Ruthen Entfernung haben, braucht 
mau nur CC =:cotgj^ und AA' =cotga %u machen» an A'C ein 
Lineal SU iegen, daran ein reditwinldiges Dreieck, und dasselbe 
•0 weit hinxaschiebeD, dass die SchSrfe desselben dvrcli S gellt; 
«o ist der gesuchte Punkt 

Ffft die GetaogeDtee sind aber bekanntlich schon gute Tabel- 
len vorhanden , man braueht nur die DecimalsteUeo deisetbeo est- 

sprech(Mid zu ändern. 

Hält man den Gebrauch eines guten rechtviinkligen Dreiecks 
hier für noch nicht delicat gp^ug, so braucht mau nur auf dem 
Papiere- ein für allemal eine Parallele mit AC, in dem Abstände 

ziehen, und dann Jedesmal DE~CC' — AA' zu 
machen ; es geht dann BxE rechtwinklig durch die Linie A' .i C und 
der Punkt x ist durch zwei rechtwinklig sich schneidende 
Linien bestimmt 

£s giebt noch -mehrere elegante, bisher noch nicht Itekunnt 

fewesene Censtradionen des Punktes x. Ta£ V. Flg. 3. ent- 
ilt die Andeutung einer Constniction , %vobci zugleich Controle 
dor f?!rhti«^keit dt*r Constniction gegeben ist, in go fern der Punkt 
jc ilureh drei sich achntiidende Linien uul dem Papier gefunden 
wird. Die Leser dietjes Archive« erlasseu mir getviss {jeru den 
Beweis dieser an sieh so sehr nahe li^endeo SMse. 

En Ist ikr die BnliriekeliiDg der bohereii VermessniigslraiMll 
gew i en schon vieles gelebtet, verhältnissmä^sig weniger, scbehil 

es, fnr die niedere. Diese limihrt aber vielfach das innerste 
LeSien <les wirhtitxsten aller (iew erbe : der Landwirthschaft. IV-ich 
uu&ercr , aui vleiti Erfahrung ^etstützten Ant»icht muss die Praxis 
der niederen 'Feldraesskonst hiernaeh eine andere Gestalt gewi»« 
oen, da die so schone Operation des RückwSrtseinschneidens 
eine bei weitem grossere, ja vielleicht eine ansschliessende An- 
wendung erlangen dürfte, auch besonders auf die Bestimmung der 
näheren Punkte des Details ganz allgemein wQrde ausgedehnt 
werden können. Bei Landesvermessungen ist es im Grunde so 
wesentlich nirht, wie ^iel Stunden (üp Hostimmtniir oiTies l'unk- 
tes kostet Bei der Aulnahnif \on FelilriMiLen aber, gegen die 
Remuneration von ly^ 8gr. {)ro Murgcu, wobei Tauseude von 
Pnnkted festgelegt werden, die das Mein nnd Dein fttr die Zu* 
lEunft documentiren sollen, ist die Ersparung von 2eit nnd Kra^ 
von grösserer Wichtigkeit, um so mehr, als da«, was durch die 
Methode gewonnen wird, wieder zur Erreichung einer grösseren 
Genauigkeit und Sicherheit durch bessere Instrumente u. s. w. 
tsrwendet werden kann. Bei der Aufnahme sehr vieler, sich 
auch nahe lieirenrler Punkff wird Sieb fliirigens der Gdbrancli 
guter iSextauten hier em]> fehlen. 

Dass es nicht nHthig ist, dass die Signale in drr Hnnptlinie, 
wonach man rückwärts einschneidet, gleich weit und 1(X) ilutlien 
von einander entfernt sind , erhellet leicht ; man muss es nur so 
und kann es leicbt so einrichten , dass man doeh dmcli die Multi- 
plleatlea mit nur einer Ziffer die Läoge der entepreclienden 
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Senkrecliteii fiAdei Lim z. B. A, B, C, £ 4*d JPiatfMr 

geraden Linie, wären 100 Ruthen von eipuruler entfernt, tind raao 
liÖDDte in irgend einem zu besf itnmendeo Punkte etwa B . D und 
E nicht .sehen, so uären die eat^iprecheoden Seakrechten Cur 
' ^=:2.100cotga und Air F=3.100cotg^ lang. 

Auch in grCsserer Allgemeinheit» weuu ^i, B C nicht in 
gerader Linie UegeD und unglddi vreit ▼tm dbander entfernt sind, 
aber wenn nur recht viele Punkte cartirt und nicht mit Zah* 
Icn . ^iondern durch Zeichnung auf dem Papiere heri^psteMt werden 
soileu, ist die Methode von ansnebmender Wiclitiskeit. Denn, 
wenn nämlich die Lage dreier Kirch (hürmß durch höhere Land» 
Vermessung gefiinden wäre, und solite n&gliclist schnell nod 
genau die ganze, vielleicht mcilmweite Umgegend aufgenommen 
werden, sn verlohnt es sich der Mühe von den Entfernungen AB, 
BC und AC tausendtbeilige Maassstäbe zu entwerfen, wonach 
und womit man dann die Torhandenen Ootangenten-Tabellcn auch 
hier ohne weiteres, ganz analog den beiden obigen FSIIen« aa^ 
wenden kann. 

Von ||)raktischer ^Vichtigkcit ist bei Detail- VermessuDgen. 
dass man in der Ferne, nämlich von den aufzunehmenden Punk- 
ten aas, die Nummer oder die ideatiUit der 2)ignale A, Bt C 
n. 8. w. in der Hanptlinie genau erkennen kann. Man beMbe 
also z. B. auf den l^niaien kleine roCh und weisse Fhiggen, biiiae 
bei den ungeraden IVummem, also bei ^, C, £ u. s. w. das 
Rothe, bei <len geraden das Weisse ohen, und markire dann aas« 
serdem noclr neWnbei die je dritten »Signale durch ein zweites 
Meken, z. ß. ein StrobkOn<nl, ao kann man nie datin Irren und 
also richtig die Signale wählen, welche die Dünstigsten Winkel 
gewnhff'n. Bei Vernachlässigung der rechten Handgriffe ist schon 
oft eine gute Methode verkannt worden. Winkel noter 20° miu- 
een bei eenanen Deteil*VMincBtiungen am benten ein IBr alleail 
aun^enduoaaen weiden, aan kann äe andi nehr gut «rib«hien. 



Nachscbnft des Hetwigebm. 

Woan aneb die obigvn Bemerknoi^cn , was TieUelcbt maacl« 
Leier varoiiMCB wird, und wie man allerdiog« aach, wenn Torxug«wei«e 

Ton der ntedcrn Feldmesskunst die Rode ist, wohl erwarten dnrftts l.etiic 
rein-geometriiiche Auflösung der sogeiiHnnten Pothenot «chen Aufg»l>« 
filiep'la« RnekwärtaemtehBeilen dorcn blone ConsCraetlon (also ■aalM^' 
lii'fi iinrli nliiic tiiinirttolbareo Gcbmitrh des «ogtMiannten verjüng^ten oder tan- 
sendtheiligen Maassstabes) eatkalteti , so Terdienen dieselben dock g^<^ 
alle Beachtung und ireitcve aorgfältige PHHbnp, weil st» ■«•n «kn* 
Manne herrnhren, wslcher Ulli UMgjlnrig^cr vielfacher und höchst virl- 
aeitigcr praktiKrhrr Erfehrnn«»^, namentlich auch im Bereicfa« der 
dem Feldmesükunüt, anerkannt «ehr täclitig« UMioretiscbo »attismatisolie | 
KeuBtnisse Tflrbin^et* Ich noohte daber woki wAascIien , da«» die 'm 

Obir' n ntf flrr^rf^Vf^tr-n T^ nierVnTigpn , naiuentlifh von «olrhrn . fit»" ihrem 
Bentfc nach sich viel mit der Auttfubning praktischer Arbeiten su be> 
schäftigen habe«, sorgföltig geprüft 'iMsrian nSditeii, iudeai Mb 
xongt bin, dass nanentliofc die bisher gräsatanUieil« höchst handverhi- 
miM% b«*riabeDe, eod anm TheU adcIi gaai naf dam SlaedfMkta'ifr 
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f4r Uire übrigeni g«r nidit zu Tend\teii()w alte^ deutschen Feld«, 
niecaer Sdiweater, Penther, Sollnaaa a« •• w. tldieiide niedere 
Fcldnic8«kun«( noch mancher ^^rrnllkomninan^eB nicfal h\onn bedarf, 
•eodern aach fUiic Uu Debrigen« balte ich mich für verpflichtet, zu 
behierlteii , diuf dfcter jlnfeaCi tduni teil dem 94. flMdra d» J. in nifliiie« 
Händen Ut, «»d iiiir^f8II%« Vmliad« wben Abdraek Iii« Jelil 
gwt Iwbca. 



Tntersuchumren ttber die Seiten and 
Winkel fiqpli&itocher OraleelLe« Insl^ 
Mndere In Wtemn^ auf Ohre 
Differentiale. 

Dargestellt von dem - . ' 

Hmm Ihr. J. Ph. Wolfer«» 

■etrvnviniNlifln Bednwr m d«r KMgliclNii JSIflrnviirto 9« IMfai. 



§. 1. In jedPTTi sphärischen Dreieclcp 4BC (T«l". V,. VTlg* .4») 
bat öuui bekaonüich folgende GleichuD^en : 
* , "■ . j» . I ' ' ' 

I) cos a= CM beoB e-^^b»hke co« ^, 

a 

III) sin ^ cofgiEf=:rcotffftsinc — cosccos4> 



> I 



Die Gleichung (I) dient dasu, um «e diftte Seite mm 

\f wenn zwei. Seiten und der eingeschlosscDe Winkel gegeben 
sind. Sie ist s-yintnetriseh und Ifidst sich sogleich dreifach hin- 
gchreiheiijje nacbdei^i inifi n, b odfir cab die gesuchte Seite ansieht 
Die Gieichung (II) dient dazu , um entweder eine Seite zu be- 
stiinmen, wenn eine zweite und zwei Winkel» oder einen Winkel, 
nenn zwei Scltrn und ein Winkel gegeben sintl. Hi< rl)f!i sollen 
ahrr iro ersten 1 alle Hie j^egebeaen Winke! nicht an der Seite liec;en 
und im zweiten die Seiten den gegebenen Winkel nicht eiuschlies- 
sen* Hit andern. Worten,' -ee eolica die svrei Seiten und 'Wlnitel 
einander gegenüberilegen. Die Form dieser 6leicfl|u»g iet xwar 



m 

seür eiTifaeh , aber keineswes^es syminptnsch in Bezug auf eme 
der darin eothaltenen vier.Grüsseu, und sie lässt sich dreifach hin- 
schreibeo. Die Gleichung (*) und die Gleichung f**) i*»t nicht geeig- 
net, lim fiir sicli betraditet aus drei gegebeneil urSssen eine vierte 
abzuleiten, indem in jeder fllDjfStfiGke des Dreiecks enthalten sind. 
Beide Formeln, von denen sich jede sechsfach hinschroihen 
lässt, dienen aber sowohl zu manchen analytischen UmformungeDy 
als auch ira Verein mit den Gleichungen, n-elche wir mit Zabl«i 
bezeichnet haben, um twet gesucbte Stücke des Dreieck« aof 
einmal so bestimmen. 

Die Gleichung (III) U&sst sich sechsfach hinschreiben und 

kann dazu dienen , wonti zwei LSeiteii und der eingesehlos*;ene 
^Vinkel (Ä, c und ^) ^e^ebeu sind, eiuen der beiden andero Wiu- 
kel zu bestimmen. Sie ist ebenfalls nicht symmetrisch , weder in 
Bezu^ auf eine Seite, noch auf einen Winkel. Die Gleichung 
(TV) ist wieder symmetrisch in Bezug auf einen Winkel, und sio 
dient dazu, den dritten Winkel zu bestimmen, wenn die gegen- 
überliegende Seite nebst den beiden andern Winkeln gegeben 
sind. Diese Betrachtungen > haben wir vorangeschickt', um wm 
dnrauf beziehen zu können , unsere Aufgabe soll aber nicht sein« 
aus drei pej^ebcnen Stücken des Dreiecks die andern herzuleiten, 
sondern vielmehr die DifferentiBle der sechs Grössen mit einander 
zu vergleicbeii, ' » 

§. 2. Die Gleichung (D ist symmetrisch in Bezug auf o, dn« 
her wird auch das Differentiat von a symmetriseh auimllen. DSf- 
ferentiiren wir dies» GleSchimg^i so. erhalten wir unmittelhar 

er) sin<if?<j = [sin^/»cosc — cos b sin c cas A]dA 
^ 4- [ein c COS 6— cos c sin 6 COS ^jiii; ainb alncsiuAdAi 

«Iso nil Benutsung von (*)' und (II) : 

1) da=^coaCklö-i-co8Bde'^mkcamBdA, 

Diese Gleichung Ist durchaus symmetrisch, da sie mveriD* 

dert bleibt, wenn man b mit c und alsio aurli 7? mit C vertau'sohf. 
und sincsiniS=sin 6sin 6Mst. Die Gleichunj; (1) wird sich daher 
auch sogleich dreifach hinschreiben lassen, je nachdem man da, 
4b oder de ils unbekannt, oder vielmehr n, h oder e ab abhiii- 
gig veränderlich ansieht Das zweite Differential von « wird eben* 
lall«! durch einen symmetrischen Ausdruck dar£»estellt werden 
können. Differeiitiiren wir daher die Gleichung (a) noch einmal, 
so erhalten >vir unmittelbar 

jS) sinacMf»-feosadla*s=:[cos6cosc<f sin&sinccosiljiitf* 

-f* [con6 eos e ün^ «dne eo0 J] 
— 2 [sin 6innfi<|' eos6eos e cos X] dftde 

. -f 2 siofi C08C sin AdAde 
-f sin ö sin c cos AdA*, 

und da nach (I) 



Digitized by Google 



43» 



^ -f ^ o sin 2^ cos Csiii cdAdlt-^-^ cos a sin c siu Ji ci}& BdÄdc 
•f cos a si n sio .ß^il^ , 

adt HUft der Glfjebiiiig (I) 

y) aia odda = cos a sin CVlb"^ + cos a »in Bhlc* 

— 2 [sin 6 sin c+cos b cos c cos ^-f-cosa cos ß cos C\dbdc 
•f- 2 sin c [cos 6 sin ^ — dus a sin cos C] dAdö 
Tf-2[«in6ciMic6iiiii —uft^ttäukectnBcmB^dAde 
^ abtel^l^ketMA — co«aiioe«ini2*]iM*. 

Aber nach (l) 

•io 6 sio c + cos 6 CO« CC09 ^ «f CM a ciM Bcos C 
=:6io 6 sId c -f CQ«a cos ^->s{o b Bin c cosil* -|- cos a cos if cos C 

=8in b sfn csin + cos ii*«in B sin C (IV) 
= sin Bs'm Csin -|- cos a* sin/? biu C . (jU) 
= sin ^ sin C» 

Fsfntt 

oos^sioil— cos/]sin^cosC=co8i98inC (**), 

«10 6 cos c sio — co&a sin c sin ^ cos ^ 
SS sio Bstnacos oleosa «in csiaH OOS ^ (II) 

=8iD6sliiJ7co«C. C) 

Endlich 

610 6 cos A — cos a ein c stn ^ = sin 6 cos — sio 6siD Ccos asin^ (11) 

=:-sin6cosi?co«C (IV) 

Sui»stituirt man die eben gefundeneo Werthe in die Glei- 
diung (y) und divldlft bieranf mit sina; so erliSit man 

8) ddasanC»€olgodb*^8iüB*e0tsadti^^^^^^^^dbdc 

sma 

+ 2siü^ cos BdAdö + 2 sin ^cos Ctf^cfc- '*"^*'"*^?"^^ ^ <M^. 

sina 

$. 3. Um die Olelebong (U) bequemer zu differeDtüren, neb- 
wir die LogaiiÜimen beider Glieder, setzen also 

logsin a -j- log sin B s= logsip b -f iogsin A, 

unmlttellMr durch- Differeotistion folgt: 

3) cotga^-i-cotgJ5^=cotg6<i6-l-cotg4i2^ 



Es isit gleichgültig, in Bezuo; auf welche der beiden Seiten 
oder Winkel man diese Gleichung auflösen >\ ill ; da» Resultat 
W\i nicht symmetrisch aus. Wir stetleo daher auch nicht die 
Differentialgleichung ziveiter Oidiiung dar,.'tlMll8 wfU 'nicht bei^ 
vorji^eht» welche £ei Grossen man als ■mriabel ansehen soll, 
tbeils weil das D'ifferent'Kil zweiter Ordnimi; von ein<»r Sottr odor 
einem Winkel sich nur durch einen weitlauHgen A\usdruck dar- 
stellen lässt. Um biervao eine Andeutung zu geben, bemerken 
wir, cl«w z. B. 

cosA'^— coso* „- cos . — ^cosa*,._ co»ß^ — cosa*'* ..^ 
' oosireino* eon^^tui^J^ co«a'sin^ 

L>cotg6c^tgJ 2cotg6cotgg ^^^.2pgiS^e<^gg 

^ co«i^ oMd^ Cosa* 

folgt 

{. .4. Wir geben nun xur tileicbuog aber» babeo also 
«In J catg Bcscotg 6 sintf^-M eooa J 

lu differentiiren, und erbalten uumitteibar 



-f- sin c cos ^(/c 4~ cos c äin ^<i<4 

oder 

ninil ,„ cosAcmB — coscsin Jsin . , . me 

*> .553»''*= ÄS + 

f 

cos 6 COS c Hh •'«i n 6 sin c coa il . 



sin 6 



Da aber 



«toJ aino sinc _ «inC ... ' 

8uill»~flin«aniA ^ «teA^-^ainftainir 

coa^cos^— aiu^aiu^coac =1 — CO« C (IV) 



und 



cos^cosc-f-alnösiuccos^scoaa (1); 

tf> eilialimi wirt 

5) sin adB=: sin CaUf — cos a sin ßdv — sin 6 cos CdA. 

Diese Differentialgleichung erster Ordnung bahe ich gar nicht 
allgemein ^vcifor differentiirt, unten werden wir aber he\ einem 
Beispiele (•elr^i nheit erhalten, das Differential zweiter Ordnaof 
einer bestLouuien iSeite herzuleiten. 
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§. 5. Differentiireo w'a die Gleichung (IV) 

e(MA=—t6B BtM C-f sin B ain Ccos a , 

8o «rbalfen wir unmittelbar 

f) BlnAdA^-^[»'iB BcoB C-^cob ß»\n Ccosa]dÖ 

— [cosi^aili Cr^iAnBeoßCcoB a]cjC-f l^iSSsin Csin ada, 

als» mit Benutzung der (ileichungeii (**) und (II) 

0) ililss~co8oi£ff— cM^i^C-f 8io6ainCtfa. 

Da B\nb»\ü€=:B\nc8mB Ist, sor kann man b mit rmid jffnrit C 
vertauschen, ohne da^a die Gleichung eine andere wird. Um nun 
das zweite Differential von A, in TJezug auf Ii, C und a als Ur 
variahele zu erlinlten, diflTprentiirea wir die GleichuDg (f) iumJi 
einmal und erhaiteu unmittelbar 

D 8in4li2<Ll4-eoeJ<LI>55-[oes^coeC-aioaaiftCco«a]€^ 

" [eoeBtMM C*- siniTelii CcesaJiIC* 
-|-2[sini?aui C-eoeBcoeCScoaaJifWC 

■4- 2 cos B sin C am adBda « 
+ 2 ts\\\ BcoB Csin adCda 
4* ein Ccos ai2a*. 

Da aber nacfa (6) 

€tt»ilAI*=co« i4 cos c*</ß*+co« ^ ce«4%iC* 

^Sco8^Q08jcaiDftein€SdJMit ' 
— 2eoe A cos 6 ain68lD CdCdä 
•^CtMAslnl^slni^hUfli 

80 ethaken wir, wenn wir diesen Wertli in (0 anbetituireD, wdl 

€08 BiMw C«- «in JBeii» Cc()8a eo8 il 008 
• ^ ~ C08 -f eooil €08 c* (IV) — C08 itf sin c*, 

co»Bcos C — • sin ^ sin d onn ^ cos Aco8b^=^ ~ cos ^ sin 6*, (IV) 
siiijBsin C — cos B cos Ccosa'^QOsAcoaöcoBc 
ssainJSainC— ainJSsin Cco8a*-|*oo8yl€oea'— cos^^cos^coac (IV) 
' =:8ini^8iiiC8ina*-heo8i4*8iii68inü (1) 
ss8b6einc» (11^ 

CO« Baia Csin a *f co» cos <■ sin ^siu C= s'ui Ccos sin c (*) 

=8toa8iaiiooe6 (U) 
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sin B cos Cstu a cos A cos 6 sin 6sin C 

s=i ÜO filsm 0008 C 4 «Ut CC08.^£0S i<) (11) 

=;8iDi7coscsin6 O =8iiiilco«esiiiir» (11) 

810 B 810 Coos o — &mA sin 6*8iii C 

=sioCsin^ [cosa — 8hi6sin<?cosil] (II) 
sssinCsin /^cos6cosc; (1) 

7) 4<iil=€otgii8lniftfiSr«+€otgi4m6s<2C>+^^|^^ 

Bio jTM 

§. 6. Uoi die bisher entwickelten DifferentialgleichuDgen bei 
einem Beispiele in Anwendung zu bringen, wfthlen wir nach dem 
Berliner astronomischen Jabrirache den Satums-Ring aus. Nach 
den in dem dortigen Anhang anfneführten Angaben ist die l.n^f 
des liinges gegen die Ekliptik gegeben. Dort ist sie nach iie>- 
sel Rir 18Ü0 aufgefiihrt, und um sie fiir eine unserer Zeit naher 
liegende £poche anzngelien, setzen wir filr 1810: 

den aufstcitjenden Knoten des Satums- Ringes auf der 
beweglichen Ebene der El<!ii»tik ^ 107^24' TM +46^402/, 

Neigung gegen dieselbe =28»lO'3(K',7--a*,3$0 t, 

Sehlefe der fiUiplik ^WV'9Brfi^,4S7 t; 

wo tf in Jahren au8gedruckt, von 1840 an fferechnet winl. Wir 
wollen die Luilc des Kiuges gegen den Aequatur bestinimeu. 
Setien wir in Taf. V. Fig. 5.: 

< =s 28 10 aQ,7=C, 
f ^ ^ 27 9lifi^B; 

so ist die Au%abe N'^c, o) = 6 und i'=iim'~A durch Reihen 
zu bestimmen. Für t=Q, also 1840, erhalten wir sogleicb« niU* 
telst der io 1. aufgestellten Gleichungen: 

ffss, 7 12 40,2; 
•£= 43 46 

und nach dem Taylorschen »!Satze fiir ein unbestimmtes / 
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Wir nkilssen also die Wertbe der io dieseo drei Gleichungen enU 
balteneo DifereotialqnotieDten erster und zweiter Ordnung, ans* 

gedrückt durch ^= + 46^^; '^=-0"^ udü (T^^, 
bestiniiiiflBr 

$. 7. Xha -^j- and ^ m hestimmen» wenden wir die tm 
(III) abgeleiteten und (5; entsprechenden Gldchang^n; 



und 



ab = . — da + — als -f sin b cotg JaC 



di' 

an. Zur Bestimmimg Ton -fz wenden wir die «es (IV) erhaltene 
Gleichung (6) 

an. Da nun ^=180"—?', so Mird dAi^ — dti coe-il=— coat*, 

^ , »infcosiV • siniV' * •/ /• 

ij) ,rf«= — jg^^i — </iV + -jgj|^rfi— ainojcotgtöi, 

jätj **e ^<!*e • j mr , ßintt , . »t# * .# ». 
"~ei5<^*^'*"Hn<'*'*'"*"^ *^*^*^^^ 

«) ift'zseoalV'iff-l-coenclt— ainttshildiVI ' 
Wendet man die Zahlenwertlie (f. 0.) an, so erbSlt nuui 

^=-86''^. ^«=+127"^ uod ~s=:-l6*',J68. 

Um nnn auch die Dlffercntiafqiiotientpn zweiter Ordnung zu 
hestinunen, differentiiren wir die beiden Gleichungen (i}) und {ß) 
noch eiiiniaJ, und erhalten so: 

cosc.cosiV' , . sinssiniV' ,.r, ,»t 
' , ainr sinr 

ifcotei" . cosN* 



siDfcosiv'e 



Stils 



sinr 

81« cotg ^.^^ . »!?i?J.VJt# 

iio<* ****** » « weil + T^T^iar «f. 
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»•) ddN' = diä.\ ;ji^äa,dJ}l —^^aidX 

BIBl HOC ^ 

• • • . ainA ^^ ..... 

tioA kur Be^tunmuDg von ddi'. ^sxk (7) < 
if) iiitt'=co«g aiD JV>Mt* + cotg i' 8ID «> W ^ ^*'°g7n I" ^ <^ 

COS iD COS JV' sin ( si ri i . 

as? f^- 

Wegen der geriiigen Grösse der Werthe too di und di bat 
man keinesweges Dothig, die Glieder in den drei jgefaodenen Glei- 
chungen zu benutzen, welclie eines dieser beiden Differentiale, lan 
Factor hahrn : dasEndrrsultat wird dadurch gar nicht od«»r iganz uobe- 
deuteiul allirirt. Auifsordnuistzubenterken, na^s man jedes Glied mit 
206*^"»8 dtvidireu muss, weil jedes die Differential<|i^tienteD in 
swei DimeosloDen enCliftIt und iler eine Ton Jedem tn Tbeiten des 
Radius aosgedrfieltt werden ntuss. Wir wollen hier, der Voll- 
stündiLkrit wcv^cn, die erluUtoA«n Milenwerthe alle darsteUea 
und erhalten daher : 

^ = + 0,gQ043 - 0,07468—0,04^ + 0,00128 — 0,00174 

und ;^"^ =.-0;',06061; 

s-O,00CM0-f0.O5001 + O,O7335 + O,0OI0()-0,0()l4fi 

-0,00098 -f 0,00134 = -fO^Jä^ 

und i ^i-=+0"/)ßl48; 
^ = -I- 0,00001 -f 0- 0,00007 -|-OA)0003--O,00002 4- 0>Wd47 

I • 

c^-fO',00842 und ^^^^(TJUmh 

Wir eriiaktea demnach nach 6. 

(N') = 124062' 25*,2 + 127'',243 . t + 0",06148. 
(i')— 7 12 40,2— 15,1(38. i+ 0,00321. 
(oi):;;; 43 4a 3,6— $5,327.1— 0,06081. i*. 

OCenbat wOrdflii' die zweiten Differentialquotieatea laat nafetia- 
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dert geblieben sein, wenn man in den beiden ersten Formeln nur 
je .zwei, in der dritten ni?r das eine beträchtliche Glied aliein be- 
recboet hätte. iNoch mehr wür-de eine solche Beschränkung rath- 
«UD «eiD* wenn man aaph die diltte Pdtenz toii t benntseii, also 
die DifferentiidquotieiitmL dritter Ordaaiig berechnen wollte, was 
wir aber hier unterlassen. iStatt dessen wollen wir im fol";enden 
Paragraphen zeigen, )vltt mm auch das HauptgÜed der Nutatioii 
anbringen kann. ^ ■ - 

. . « 

4* '8. Bezeichnet Sl den ao&tdgenden Knoten der Monds- 
bahn, «o ist das Glied der Nntation, welches N hinziizuf^en ist, 
= — 16",783sinf^ und das £ ijiuzuzufügende = -|- 0^977 cos il- 
Wir haben daher, mit Bezug auf die iSutation : 

dW»^— l6^783•illil-8illiV'cotgi'8*',977co8^Z. 
dt^ =coaN' .OTTcosil^sin sin t. 16^,783siiiQ, 

oder, wemi tnan mit obigen Wertfaeo die RecbmuiK austollt, 
I) 4^=-.ft8*/a07€osil--4ft*^sinD 

n) ifrs^ö^iadcosQ + S^sioil 

If) <i»s:-|-58/)70co8i2 + 30,434 sio^l 
s -K66b09siD (A+<i^d54>. 

Diese Warthe müssen den obigen Ausdrücken für (iV) , (£') und 
(o) hiDzugeiiigt werden, um auch die Nutation anzubringeo.* 

fr. ' ' ■ * - 

- §.'9.- Etim Schluss dies«r Betraehtuneen ateilen wir die Ter- 
schiedenen Glf^lchtin^^en, we|cli0 wir bimr 'fntersneht haiieii, 
übersichtlich zusammen: 

I) posA7ic<»f ^GOUc^sin^iinccos^, . 
ifdssoos €äb -f cos Bdc shi esin SdA , 

Ato SS sin C^cotg «14*+««" ■fi'c^^tg «dc*«^^^^—^^^^ 

* ^2^nAcMBdÄdk 

•|-2sin^cosCil^iec^^ ^ -s-— dA*, 
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II) Rill « sili sin i5»8iii/4, . 
. Gotg oda 4: cotgi^</^=cotg6<26-fcotg^c/^, ' 

- _ cosÄ* — Cosa* ... . coa/l* — COSA* , ^ 

eos^ — Cosa* 2ootg6cotg^ , , 

Cosa* Cosa' . 

*) sin tt cos cos 6 sine — siu6 cosccos^. 
in) siiLieotgB=eo^siDe— cosccosil» 

**) u\üAcosb=cosßHinC-i-s'inßco8 Ccosa. 

IV) cos cos i3 cos C-t- sin ifsin Ccosa, 

ilils ^ OOS cdB^ cos 6«IC-|- sin 6 sin Gifii, 

ddAszeotgAB\nd^dB^+toigAamb^C^+-'''^^l^ dBiC 

am ^M. 

■^2 sinn C08 bdlhl n \ 26in acosc<ICi(a 
. cos 6 cos c sin sin C . » 

+ 



\ 



.AUffemeine Transformationsfaniidln 
tflir trewtese iBtegraie« . 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Scfcldinilcil 

ao der l/uiyer«iittt xa Jena« 



lo einem meiner frflheren Aufsätze iiabe ich gezeigt, «la«0 
«teli'dis/W«rlhs .v^ler lolegrals von der Form 
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durch Zerlegung des IntegrationBinten-äHes in andere und kleinere 
iDtenwUe bestumneii Umamk, indem man setzt 

^ qp(j:)</x=^ (p(af)da:-{-Jf^^ g>(x)dx-\-^J (p(j:) dx + .... 

und jedes einzdoe Inteml einer passenden. Transfonnation nnter- 
wirft. In neuerer Zeit ucbs mich ein BHclc anf mehrere ^elegent« 
lieh entwickelte Reihcnsiimininin^pii t^rkennen, dass sich j^no 
Meihode auf Int<»<?rale von sehr allgciiiciucr Form anwenden lässt 
und dabei zu äusserst fruchtbareu Reduktionnformeln führt, die 
eine ^enee mehr oder weniger bekaiBter^ ReanMi^ als gana 
apeaielle F&üe in deh enthalten. 

Den nUthigen Apparat ▼erschaflen wir uns aof folgende Weise. 
In der bekannten Gieicbn^g * '| 



liln *sBte + /a - 5) + '(1 +5> 

nei a;=y-f rV^l an die Stelle von sind? tritt dann 

ainy-f-V-1 ' ^ coey, 
und wenn man jetst die nach der Foimel 

l(« + /I V^)=s W + Arctan | 

leicht entwiekelbaren imaginären Partleen yon (I) mit einander 
veigleicht, «o 'ergiebt eich auf der fiitelie: 



(2) 



^Arctan ? - Aiiitan ^+ Arclan ^™ 
Durch DÜerenslation naeh y findet man hleraiia« weon 

rar Abkfirsnttg geaetst wird: 



r 



(4) 



J- < « -t. 



TbeU lu S0 



Digitized by Google 



D.ff^rf^n.irt ni«e die Qiekkmg ^ ' »"^ UezekliBet 

wie folgt: 

SU erhält mao Dicht minder leicht 

s'tmy _ y _ 



C5) 



Ganz ftholicbe Transformationen sind auf die Gleichung • 

mwendbar; fSr i=y+rV"^ ""d .lurrl. AVrrieiehuog. der ü»a 
giniteu Pwtieen beideiseiU ergiebt sich iiamlich 

=2Arctan -2Arctan +2 Axctao~:^— 

Addirt man diese GleichuT^- zu der „ntcr !So. (2) Teweidwete« 
mA wendet dabei auf der linken 5eile die t*ormel 

AtctÄno+ArctÄn/8=Arctanj^;i^j, (of/3<l) 

an» so gelangt man ohpe Schwierigkeit zu der Gleichung: 

* ■ ' 

^"^^'^ w) i 



wobei ,dae Venelcben von Paar 2a Paar weciieelt Setit mao bp 
AbkOnnog 

«nd difeiensirt jene aieicbnag nach jf, eo wird 
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peo8i/ • 
Y r 



I '4 



Durch Difftrenziatioo der obigen Gleieban^ nach r, wobei man 

^=i(iJ^+e-'0 ■ > ' ff) 

seluB kaon, ergiebt sich dagegen nicht mlDder leicht: 

^g+y g^-y > (10) 

'^r»+(«+3^)»^r»+(9«-yr^ l 

) 

Die so eben eDtvHckeltei» SnanieBfimehk (4^(6K(^«d(10) 

fuhren nun zu eben so viel Transforraationen bestimmter Integrale. 
In kurzer, nber wohl genfigepder Andeutung ist der dazu nüthige 
Calcül föigeiider. 



I. Wir betiachten siinSchst das Integral 

• 



worin F eine ganz beliebige FuolitMMi he^eKbaet i$eff|pgfc jnaa 
dasti«il>e oaeh dem Schema , , . i • 



8» 



/»• /*2 /*Ä /»J 

« 

in eine unendliche Menge andern Integrale, die sich sfimmtlich 
auf das IntegrationsinterrkU ^ besiehen, s« liisst sich leicht eine 
«ehr Ihichtbare Tniwfetmatioii Tenebaieii, welche alfen jenen 

Integralen die gleichen Integrationsgränzen ü und verschafft. Maa 

setze nämlich im ersten Integrale x~y, im zweiten .r— tt— 
im dritten Ä=w-Jrj. im vierten a?=2»— ^ u. s. C, so erhält 
ohne alle Schwlsngkeit: 

29« 



man 
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n 7C 



Wendet/ man avf der rechten Seite den bekannten Sati 

an> 80 Qbemieht man anf der Stelle« daas man dje Giieldnui^ 
avfeteÜen kann: 

worin Y die Summe der imendHdien Reihe» 

3+^^» + r*+ (« r* + (» + 

bezeichnet Da wir aber diese Summe vermOge der Gleiehong 
(4) benitB kennen ^ eo crglebt sieh, jetzt 



7t 



und eiofachec fär lany=i: 

£ -^,F(ta»«,)=/;"^.F(^). (U) 

Dip FnichtT>arkeit unff fl' r Nirtzen dieser Formp! ^vorr^cn irlofrb 
einleuchten, «efin man lionu ksi( litii^t, dass die linke leiten gonio- 
metrische und algebraische Auäiilriicke zugleich, die rechte Seite 
' aber nur die letzteren enthalt, daaa sieh mithin der Werth des 
nach 2 genommenen Integrales in vielen Füllen ohoe 
' keit bestimmen lassen wird. 



IL Behandelt man auf gans dieselbe Weise das Integral 



f. 



worin f{u) eine Funktion bezeichnet, welche die Eigenschaft 
f(^ü) = — f(H) besitzt, al«(o mit tAnx gleichzeitig ihr Vorzeichen 
wechselt, so üadet man 

y^*^^''(tatt*a:) Atan«)=y^' F/Xtan*y)/(tan^i%, 
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wobei ¥ die »Suuuue der Reihe 

y TT^y , »-hy 

f^^y^ r*+(»-y)«+i»+(jr + y)»~-- 

bttdeolet Da oacb Mo. (0) diese Summe bekaDot ist» so folgt jetaU 



und fär taoy»* also y^^Ardanz: 



;s:^f(tMi»*)AtMi*) 



(18) 



Iii. Geht mao von dem Integrale 

jäqjr^'^(s»ö*j;)/(cosar) 

^aus, 60 verwandelt sich dasselbe nach der bisherigen Methode 
und unter Berflcksichtigung der Formel (6) in 

rr 

und filr sioyss, also cosydy^dx, wird jetzt 



(13) 



«ol>ei immer f{u) die EiL;i'i(schaft /"( — ü)~ — f(ti) betsit/en muss. 
IV. Wendet man endlich dieselbe Metbode auf das Integral 

an imd nimmt auf die Formel (10) Hfidu^ht» so gebt . dasselbe 
suoacbst in 



m 

fiber, und mittekt der Sabstitatioo «Miyss «f^Mt mh jetst 



a4) 



Um die Leichtigkeit zu «eigen, mit weleber die Formdo C^) 
(12), (13), (14) zur Kenntniss bestirainter Integrale fuhreo, wel- 
len wir ein paar Beiepieie entwickeln. Setzt man in^No. (11) 

80 geilt das nach t genommene Integral in • 

Uber. Ferner ist F(tan'«)3=co8';r, n^ folglich 



wofflr man aneb schreiben kann 

der Werth des ersten Integrales links ist aller 

rdx « ^ 

und durch Transposltion desselben wird jetzt 

y**rcos2£ n ^ 
„ ^4^*^-2 1+*" 2* • 

wie man vermöge des Wertfies von t leicht iiudet^ Für x-^-lfn, 
r=ia6, wo nun h eine |>o8iUve, von Null verschiedene Gru6»e 
stin mnss» indet man hieraus noch 



^ a c os bz , _ » -» 



wie man schon ans anderen Untersuchungen weiss. 
Nimmt man in der Gleichung (13) 



ivodurch die Bedingung fi—2) = — f(z) erfüllt ist, so wird 
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und daraus erliftlt man «ehr leicht 



oder fibr x=}fix, r— 



f. 



4> + 3 



Die GleicbnDg (12) giebt feroer filr F(i*)^l» 



* X tan ^ , _ ?r 



und für F{i^)=zl,f(z):=z\i 



f. 



* XQOix , » 



worauä für o; 2:6x9 r = a6 folgt: 



f. 
f. 



• ztan bi u 



az = 



Nimmt man nur etiras allf^meinere Formen fttt die willkühr- 

lieben^ in unseren Transformiitionstbeorpmon voTkfmiinPndPTi Funk- 
tionen, so (gelangt man mit der i;rÖ2^teu Leichtigkeit zu neuen 
(le^ultaten von oft sehr eleganter Gestalt So z. B. sei in No. (11> 

so int 

. Den W«rtb de^ Integrales redits findet matt sehr rasch auf 
fö%ende Weise. Sc$. 

io folgt- dtticli partielle Bifereoziatioo nad» h 
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und der Wertb des Integrales rechte iel 

wie man durch die gewöhnlichen Mittel findet Es folgt jetzt 

9W = y* ifj^ d&= »/(l + Ai) +Const. 

Da aber Dach der urspriinglichcn Bodrutuni; ron cpi/,) die Be- 
ziehung 9>(0) = 0 8tatt findet« so er^giebt sich Cou8t=0 und 
q>{k) = nl(i + f^s) ; luithin 

Eioe ganz analoge Gleichung ergiebt sich aus dem Theoreme 
(II) flir 

F(i»)=/(1+^) 
unter Anweodong desselben Verfahrens. Man findet nialicb 



* r/(l + k^cot^x) , ,^ . , e^^fr-r^ 
7^ + X ^ ite=»^a + A ^73:^. 



Beide Formeln lassen sich unter der sehr eleganten Gestalt 
darstellen *)i 

^j^^ — i<£»=»/(l+*tghpr). 

-^^^2— ^<2ars=:«/(l +Arcthpr). 



*) Bekaonüidi hat Herr Prof. God ermann für die AuMirücke 
tr-^e-r er—e-r e^—e-r e^-^e-r 

die Bexelchnuogen Cosr, Qmr, CCatl'^ , <IoK einpfefahrt, die, to paueml 
sie noch find, sich nur leider nicht gut im Drncke aatnohsuni Tii^ 
leicht ompilaUt eich in diom Biiuicht die Beseichansg 

cchpr, tnhpr. i^r}i|>r, cthpr, 

was tich eben to schreibt n\n druclicn lässt Der Bezeirbnimir "in, 
^co«, tan, cot gegenüber dienen dann immer dvci Bnchttaben den goaio> 
netriaeheii oad Tier den hTperboliachen Fmlttionen. Aach «cUieatt 4dh 
dieis ^nt an die JacoTjPhhe Bezeichnung der ai 
Fuaktiooea (jr=<iii>am(«) vean «=:/'(j7,<;)J an. 
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Für x=^öz, r=^ab ergeben sich hieraus die etwas allgemei- 
a GMefaimgeu 

/»• a/a + A« ta n «&z) , ,n^,4 u r l^x 
J-o rf? = 75/[l+Atgbp(a6)J, 

öH^* ^ifa=:»/[l+Arcthp(«^)]. 

Mimmt man a. B. i&=l« «o erhält man sogleich 

wie auf anderi ni Wctje Bidone in den Miscefl. Taur. i];efunden 
hat. Man dar! hirr al)er lücht 2/cos6t für IcosVn srhreil^pn wol- 
len, da diese Fuiiktioiieii nur für positive cos/n, also nur von 

^ his identutch siod ; ebenso wenig darf man IsmHz 

dnrch 3fai]i6x etsetsen» da beide Fonktionen nur von sssO hin 

z=:^ zusammeuiaüen. * 



Bemerkungen über einige bestimmte 

Integrale. 

Herrn Wilhelm Müsta, 

Lebramtt-Caadidatea zu CatteL 



1. 

Zur CntiHekeluiig der hestimmten Integrale 
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vreMe knenl Von Laplace geg«bM wmd^D, btt flUuDi 
dene Wege em£^e8chlageii, von denen irohl der als der eioftefclli 
bezeichnet werden ^mhij, auf welchem man daa bekanate Tbaom 
von Fourier zu Iliilfe nimmt *). 

Weniger Methoden der llerieitung der Werthe von den olu- 
gen der Form nach sehr ähnlichen Integralen 

cosaa: ^^^ und / siniur^_ ^ » 

welche zuerst der italienische Gconietcr liidone eefunden bat, 
aind bekannt gev^ioiMen und unter den bekannten kmne, welche, 
waa Kflrze und Eftifacbheit angeht, der obigen zur Seite gesedl 
werden könnte. Vielleicht wird deshalb die folgende Art, zur 

Kf^iinfniss (Üpser bestimmte« Intccnil«- /!i gelangen, die sich durdi 
ihre Kürze und dadurch« daas sie bloss das bekauate Integral 

y** aio fl.r . n 
. — <u=j 

aU bekannt voraussetzt, empfiehlt» hier nicht am unricbtigea 
Platze stehen. . , 

Betrachten wfar daa integral / coa oa; ^ erhellet leiek^ 

dass selbiges durch Zerlegen dea Nennera «ntct £»lgende Fem 
gebracht werden kann : 



• ceaifcr -s— ^-«= i / coaaapj— ; — ^ J ö.i 



(1) 



Führen wir jetzt im ersten Integrale auf der rechten Seite ebe 
neue Veründerliche 9=r-|-^ ein, wodurch dtp^dr und die Gria* 
zen 00 und 0 reap. in oo uad t Übar^en, ao ergibt aich 

Elienao iat» wenn wir ^=rr — je setzen. 

Nun iat nach einem bekannten Satze aua der Theorie der bestimm- 
ten Integrale 



/*« cos^f (y — r) ^ _ cosq(y— r) g P^ QQ^aiqt-r) 



d9 



•) Snj)p!pmcn*r r.n Kliinrls iiiathemuHschem WörterlMiche. Tht. f ! 
28L — Schlümilch, Beiträge %ur Theoci« bsstinmler lalegnüe. S. 39. 



ff 
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♦ 

und , ^ 

Dueh Vcrtauecbeo yoa ^ mit wird aber 

y'*-»C08 0(r — /*• c©8a(r+ V')^ 
. — — ^=t/„ — * — ^- 

Daher wird, wenn wir das Zeidieii ^ in 9iiiiisetBeD, was bekannt* 
lieb erlaubt ist: ji 

^ir erbalteo jetzt durch Addition der Gieicbvngen (2) und (3): 

C08ff.i: „ . cos aar A 

t/o fl? J r '9 ^ 

Nach der Theorie der beatimiiiteD Integrale bt aber 

coaa(r--y)^^^_|-^cosii(r-y)^^ 



Daher 



y** cos q(y — r) q /* co8 o (y — r) ^ 
0 9 ''■^J « 9 

Die letalen Integrale lassen sich aber wegen der slelchep Inte* 
grationsgrinaen nisainmensiehen , wodurch sich ergwts 
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. ^—^-J, . ; ^ 

=y. ^=J. — 9 — ^ 

srS.siDAr / — — ^ dm, 

liekannüicb \ai aber: 

y"** sin rtg) TT 
daher nach Gleichung (4) 

und endlich nach Cjileichuog (1): 



CO« Od: ^ 810 «r. 



Der Werth des zweiten Integrals 



Ml 11 ax 



kann auf sanz alinlM-he Weise erhalten werden, ne^baib ich die 
tnrkliehe Herleitung nicht beifiiffe. Man gelangt dazn kflrzer dorck 
Differentiation de« «o eben beBoramten Integriü« ntch wodvfck 
«ich ergibt: 



y'* , xdx »« 
„ «n«;r~,3:^ = -jeo«itr. 



Bei dieser Gelegenheil v\ill ich auf einen Weg auliuerksaoi 
BiacbeD, auf dem man «ehr leicht 2u dem Werthe de» merkwOr- 
digen Integral« 

n 



f. 



* cos X - 
x—, — ox. 



welches von 1. uler herrührt, gelangen kann. 

Zu diesem Zwecke wUi ich das uobecttimnite integral 



tgÄ* 
entwickeln, 



Digitized by Google 



m 

•Offenbar ist TT^J^^-^i^- il'^^^ und durch eine 
einmalige Di?isiou ergibt sich sofort: 



Daher ist: 



■fr 



Nach dieser Uiiiijestaltunj» fies Nenners in unterm lotegral ergibt 
«ich aber mit Rücksicht auf die bekaunte Formel 

i:j7p=arctgj:. 

Wenn wir jetzt das Integral swischen den Grinsen 0 und ^ 

nehmeD, so folgt ganz einfach; 

, 1 + tgo;*— V2 ~ 2y - 2 1 - a*- 2 1 + a 

Multipliciren wir jetzt auf beiden Seiten mit da und iotegrifeD 
zwischen den Gr&nzen 0 und a» so erhalten. wir: 

w 

Kehren wir die Reihenfolge der Integrationen um, so ist: 

iiübuld wir aber dem « den Werth 1 geben, erhfUten wir unmit- 
telbar das ftagUche Integral 



TT 



oder» was dasselbe Ist: 
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lieh habe diese Bemcvlroiiff u» 00 weeiger sartekhalteii wol« 

leO) weil man durch eine letcnte Umformung des ol>igeo Integnia 
leicht zu einem beroerkens^vcrthen Integrale gelangen kann, wel- 
ches Herr Professor Schlümllcb *) auf eiuem audern Wege erbal- 

ieu hat. 

Integriren wir näiiiUcb theilweiiä, so erhaitea v^ir 

m 

Fflr die GrSosen 0 and ^ 'erhaiten «rir aber aagenblicklich 



oder 



TT . 



TT 



Setzen wir x=arccot|^, also colx=^y ^^.^ ^^ =ac>y. eo iM^nw 
die merkwürdige Formel: 

I 

Wird aber u^^^arctgy, also tga:=^, cos^"^-^ gcnommeo, 
so iflt: 

und 

TT 

und unter dieser Gestalt ist es dasselbe Integral v«ie das 
Herrn Prof. Scblömilch am angefährteu Uri gu^ebeue. 

♦) ArcbiT. Tbl. IV. S. 75. 



« 
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Veliungsaursaben fOr Seliiller, 



Von 

Henrn Wilhelm Mosta, 

Lahfinto-GmilldalM m CaneL 
y/ie beweiat man mit Hülfe de» beksnnten Integrab 

•-«ein ^id^=s ;Spp + ^ 

, . *■ . 

die GleiclilieU: 



Von iluiii 

Herrn Doctor F. Ariitit, 

Lelirer am GjrmoMium za Stroltand. 

Ef ist 

= (»— V) [ 4 - o + m i) - //-(o) + 4ß]. 

V'P^rff-' vc««-'+(n-l)a»-' -l_«-l^. „ 



"2 



1— 1— 



1 



1 s c e 1 1 e 



Johann Carnmuel Ton T^obkowitz, Bischof von Vi^rano. 

ße»L 1082, von dem genieUlct wird, dass er 30000 Ketzer bekehrt 
abe» stellte in der vou iiim hemuscegelieDeu »»Mathesis audax** 
die Behauptung auf, daas man alte tiieoiogiadien Streitfragen, in- 
sonderheit die in der Lehre de eratia et libero arbilrio. 
emsig uod allein durch Lineal ood Zirkel iSeen könne. 



l>ruck fehler 

hl ThI. X. Heft L Nr. X. 

Seite 104, Ton oben Zeile 11 muss heissen 

, Mit . m^^it^ 
. eot (2* - 1) = tg (ilf ^- - (U^l) 22^). 

105, von üben Zeile 7 nius8 heissen ^ ^)'*« 

106, » M 10 M » welche statt welcher. 

♦ 

106, ven unten „1 ^ „ 0^=(— i>3r 
Tbl. X Heft 3. S. 310. Z. 13 statt Ferrn s. m. Form. 



99 



Digitized by Google 



fiUerarlsclier B^riclit. 

« 

AritlmietiliL. 



Lehr- und Handbuch der Arithmetik. AufhOchsten 
Befehl 8r. Kais. Hoheit des dfirchlavchtlgeten Herrm 
Krzheraogs Johan n . Kol dmarscbalU und General-Geole- 

Dirortora, für den Unterricht in der k. k. Ingenieur- 
Akademie in Wien verfasst, gleichzeitig für das Selbst- 
- fitudium eingerichtet und herau<»gegebea von l)r. Alexan- 
der MorfTftote, k. k. OapiCfln-Lieatenant im Ingeniettr- 
Corps, Professor an (lor k. k. Ingenieur-Akadeinle in 
Wieo. Wien. 1847. 8. 1 Hthlr. 20 Sgr. 

Dieses Lehrbuch enthält die genuhnlichen Elemente der so* 
genannten ^emoinon Arithmetik bis einschliesslich zu der Lehre 
von den^ettenhrüchen und von den Logarithmen, und scheint 
vregen »einer einfacban und deutlichen Darstellung, bei welcher 
der Herr VT. dsn Gebrauch allgemeiner Zeichen gänzUoh • F^rmie« 
den hat* dessenungeachtet aber Alles theoretisch zu erläutern 
sucht, dem Zwecke, fiir welchen es bc>*timmt ist, ganz wohl zu 
entsprechen. Aui weitere Einzelnheiten bei Büchern von d^r Art 
des ▼erllraendsD siosugeheD, gestattet die ]Sa^ d^v lit^raiischet 
fisridite nicht 

Memoire relatif a la tbeorie des nonibres. Loi ri^ci- 

Sroque. Pur M. Brennecke, Professeur uu College de 
ewet % Paris. 1840. 4. . 

Diese, eine Erweltemne des in der Zahlenlehre so wtehtigeo 
ReciproeitätBgesetzes enthanende Abhandlung ist zufällig erst ietst 
zu unserer Kenntniss gelangt. Wir glauben aber, ohne auf ihren 
Inhalt hier naher eingehen zu können, wenigstens die Liebhaber des 

äenannten wichtigen Theiis der Mathematik noch nachträglich auf 
ieseflbe aufmerksam machen za mfltoen, damit «I« der Tffdienten 
allgemelneai Beachtong nicht eo^ehe. 



*) Jetzt Beeter der hshores Bürgerechnle ia Celberg. 
Baod X. ' ST 
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Logarithmisch-tri^onometrUche HfllUfafeln. EU 
znt HoriEoiitalpToj.ectioD der auf scliiefeii Ebanen i^a- 

messenen Lfinj^en, u'ie auch zu n i \ elH ti sch on \um\ mark- 
scheiderischen Arbeiten ii n e ri 1 1> e h r I i ch es ffaridltiich für 
Geojiieter, Markscheider, Ingenieure, Chau.s i^ee- und 
'Wasaerbaubeamte. Berechnet und heransje^e geben von 
J. V. Maasaloup. Leipzit;. 1847. 8. Geheftet 3 Rthlr. 
18 Ngr.; dauerhaft gebunden 4 Rthlr. 

Der Inhalt dieser äusserlich sehr achOn auageatatteten» fi$7 

Seiten starken Tafeln ist folirotirter. 

£rÄte Abtheilun^:. Tufel zur Errtntt^'Inntr der Grundlinie 
und Htihe (beider Katheten) eines rechtuinküchten Dreieck«, 
M^enn seine Hypotenuse (gemeaaene LSnge) und der anliegende 
Elevations\« inkef bekannt aind. Ffir die Lingen toh 1 bia W 
Ruthen. (S. 1 - S. 442.) 

Zneito A !) t h (■ i lu ng. Enthaltend: Die Hohen fiir "f^e- 
bene Grade bei deu, ^^niesaenen liüogen von 0 bia 11 Hülben. 
(S. 443 - S. 609.) 

D ritte Ab t ii eihi u ^. Tafel zur Keduction des Deciiual- 
Maaaaea auf Werk- und Bergmaaa und awar von OtOOl bi» {(,000 
Riitbeo. (S. 611 -S. 602.) 

Vierte Abtheilung. Tafel zur Reduction des BergmaasMs 

auf Ruthen (Decimalmaass). Von 1 bis 20 Lachter. (S. 66.*^— S. 667.) 

Die allgemeinen Benterktingen Aber die Anwendung der obi- 
gen TafeUrfüllen S. VII. — XÜ. 

Wir haben den Inhalt dieser Tafeln im Obigen vollstand II: :in- 
gegeben. Ob aber solche dickleibige und theure Tafebi zur Auf- 
föautig der allereinfacbaten trigonometriacben Aufi^aben, die « 
(iherhaupt jC^ebcn kann, ohne Logarithmen Ar Praktiker und Tech- 
niker wirklich ein so grosses BedfirTniss sind, wie der Herr Vf, 
£u meinen sehcint , mfisseu wir dahin gestellt sein lassen. Jeden- 
falls wild jedoch dieses Bedurfniss mit der streng wissenschaft- 
lichen Auabildung solcher Leute in umgekehrtfNilVevSiltniaaeatebca, 
und manchem mehr wis.«ienschaftli(hen Praktiker eder Techniker 
*vird vifdiokht fiiiP kleine fiiiifstellliie L(>ir:irif}imentafel lie!>er sein 
als das vorlie^enile dickleibige Buch. An! der andern Seite aber 
kann und darf nicht in Abrede gestellt worden, dass solche Tafeln, 
in 80 fern aie alle und jede Rechnung zu beseitigen ancfaeo, aJIcT' 
dinffs ihren wohlbegriindeten Nutzen haben kuiinen, wenn eine 
aucn an sich gnnz leichte Rechnung in sehr oftmaliger Wieiierhrt- 
lung auszufahren ist, in welchen F^ätlen daher auch der Herau>ue- 
her manchen Praktiker sieb zu Dank zu verpirichten mit Sicher- 
heit boien darf.. 



Cteometrle. 



Jah res be ri rb ( fffr die iMIfiriieder der hamburgl 
sehen Gesellsciiaft zur Verbreitung der mutbematf* 
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sehen WUsenstbaften. Vod Faatoacbi 1846 Ms Fast« 

■ acht 1847. 4. 

Ausser der schon im Lttprari^chen liericlite Nr. XXXVI. S. 530. 
besonders angezeigten Abhandlung des Herrn üirector R um ker 
über die Sternhedeckuugen enthalt diet^er Jahresbericht noch einen 
lesen«i\yerthen Aufsatz des Herrn Ingenieur I>. A. Scbuback 
fiber die Kardioide , worunter ihan bekanntlich die Curvo vertiteht, 
wolrho von den Fusspunkten der von einem festen Piinkto des 
Uiiilaiigs eines Kreise« auf die stetige Folge der an dcn^selben 
gezogenen Berührenden gefällten Pernendikel gebildet wird. Unter 
andern bemerken^werthen Eigenschaften dieser Curve ^vird in dem 
vorüegcTidon Aufsätze au< li der Satz heMipsen, das» die Kardioide 
diejeiii£;e Curve ist, in »reicher ^Uh fÜe Planeten um die Sonne 
bewegen würden, wenn die Anziehuag«ikraft der letzteren umge- 
kehrt wie die vierten Potenzen der Entfernungen wirkte. 

In iSr. 603. der astronomischen Nachrichten hat Herr 
Professor Dr. Anger In Danzie einige sehr beaditiinf^irerthe 
Beinerkiinpen über die geometri^cne Aufgabe: Dar eh vier ge- 

ffehene Punkte diejenige Ellipse zu legen, welche r! e n 
kleinHten Inhalt hat, niitL'etlicilt. i)ie<.e von Euler in (iou 
iNov. Act. Acad. Petrop. 1791 p. i'SH. zuerst aufgelü^tu Auf- 
gabe fHlirt bekanntlieh auf eine Gleichoiig des dritten Grades. 
Boler bemerkt, dass, da dies der Fall sei, anth immer eine der 
iresfellten Forderung Genüge leistende Ellipse gefunden werden 
kimne, und diUis, wenn sich der Fall ereltcnen sollte, dass die 
cubische Gleichung drei m«iglicbe Wurzeln habe, auch eben so 
Tiele LSsungien SUitt inden würden, deren Cigenscbafiten näher 
anzagehen, er andern fiherlasse. Herr Prof. l)r^ Anger hat nun 
aber dur* Ii eine strense Analyse cjefunden, dns> die das Prnld«»ni 
lt»i<eiuie eubiiiebe Gleichung im Allgemeinen immer drei luiigliche 
un<l zwar 1)0 8 iti ve Wurzeln hat, und dass diejenige , welche hier 
aliein in Betracht kommt, stets die kleinste von allen ist, wah-< 
rend die beiden andern Wnixeln sieh auf Kegelschnitte, die nicht 
' filtipscn sind, beziehen. » 
Wir erkennen in dieser Arbeit einen neuen Beweis für die 
Kichtigkeit der Ton ans schon nfter ausgesprochenen Behaoptmig, 
dasg viele firfiher schon aufgelöste raatbeniattsche Probleme noch 
sehr eine neue tiefer eingehende und aUi^ernoinere Behandlung 
bedürfen, und sind öberzenL't, dass Herr Pro* Di . An^eraufdeu 
Dank der Leser des Archivs mit Besitimmtheit würde rechnen 
können, wenn er seine interessanten Bemerkungen Über die frag« 
liehe Aufgabe auch in dieser Zeiti^^hrüd, a4d zwar mit noch etwas 
mehr Ausfiihrlichkeit als dies in den astronomischen Nachrichten 
bereits r^esehehen ist, hahrigst mit/.utheilen die <ifite haf>en wollte, 
wozu wir ihn düber hiermit freuodUchtft 9uCzutordei?i uiie» erlauben. 



Trigonometrie« 



Ebene Trigonometrie in Auwendung auf I)i«taaz- 
uad Höbearaessung. . Elpe Sainnilung praktische^ Auf« 

2f 
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gaben und empirischer Belsptele Ton Dr. Adolph Popp«, 
Lehrer der >ia theniati Ic und Physik in Frankfurt am 
Main. Mit vielen in deu Text eingedruckten Hoiz- 
schnitten. Frankfurt a. M. 1847. 8. !2o Sgr. 

V 

Eine iSanitnlung der senübnliclisten Aiifsabcu der Feldmess- 
kirnst oder praktischen Gieometrie, duroh die einfacfasten SXtze 
der ehcneo Trigonometrie auf^el5i6(t, und durch numerische Bei- 
spiele crl.'uitert, ohne ade Kii;enthumlirliI»iMl und sit'li nlriicnds 
uner die allerersten Flcmente der obennn Trlijonoinctrie erhebend, 
üie «Jand.Nchaflllcheu l>ar.steliuu»en", wie sie der Herr Vf. nennt, 
zum Theil .»nach der Natur sellist aufgenommene Skizzen". Elsen- 
bahnzüse, Viaducte, alte KItterbur<;en, LufthÜlte u. dergf., erin- 
nern lebhaft an dir Srhi lfteii r 'iltcsf«'!! FeMme>--<<'r , mit denen 
sie, ungcaehfet ihrer jetzt frcilieb besseren teehniseheii Ausfüh- 
rung, in der 'i'hat ganz übereinstimmeu würden , wenn der Herr 
VH sicli aucb noch fiätte gefallen lasaen, die aufgestellten Instrn- 
Diente — • Mensel und Astrolabium — > zu zeiehoeu, und Maancheii 
dahinter, welche durch «fie Dioptern oder dtireh das Fernrohr 
bliekon , vielleicht auch mit einem liegen an der iSeite. >«ie man 
8iü in den Schriften der ältej$ten Feldmesser so hautig ündet; da^ 
wOrde den Eifer der lern« vnd wiesbegierigen Jugend in der Ab> 
eiguung sehr ernst' aller Kenntnisse gewiss noch #ehr ahShet 
hallen f — ^V}^ haben jetzt wirklich In andern ernsten Wissen- 
«challen schon Bilderbücher genui;, so dass es 1 ist nur noch 
fehlt, dass der Jugend, wie es Basedow mit dem 2iib£ gemacht 
haben soll, die zur Veranechaultchnng der tbeeretischen Lehren 
bestimmten bildlichen Darstellungen in Zucker gebacken vorg^es^Ht 
werden. wr>r;uis (rewiss ein neuer .«ehr lucrativ^r Fr^verhszwel|g 
f)Qr die Conditoren entstehen, und die bekanntlich gar nicht zu 
solchen Genüssen hin neigende Jugend cewiss auf eine sehr er- 
(Tänechte Weiee inmer mehr mit diesen Herren beAeonden irtffde« 
In einer so ernsten Wissenschaft, die Mathematik ist und 
nanKMitlieh bei'ni Unterrichte der Jugend immer »ein soll, nnw-hre 
man sich aber doch solche Spielereien sehr ernstlich verbitten, 
md es itt keineswegs zu wfinzehen, dass der Herr Vf. «iid der 
Verlag der S» Schmerber'schen Buchhandlung in Frankfurt a* If 
«ns lerneifain noeh mit einem ilwlichen Bfielilein henohsnkea. 



Praktiscdie Cleometrie« 



Untersudiangen über OegenstSnde der bühern Geo- 
dSsie. Von Carl Friedrich Ganss. Zweite Abhandlang. 

AuK dem dritten Bande der Al>handlangen der König- 
lichen f> esel I Schaft der Wieeenschaften zu-GOttingea. 
GOttIngeo. 1847. 4. 15 ^gr. 

Der erste Theil dieser \v!rhtlo:en Fntersurhnngen ist im Lite- 
rarischen Ber. Nr. \IX. S. illü. an^e^ei^t worden. Ueber den 
Zweck der vorliegenden zweiten Abhandlung spricht sich der Herr 
Vf. auf S. 3. «if folgend« Alt M. Aufgabe, mm dw 
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GrHssf» der Seiff» pitir^s T>roieckÄ auf (\(*t ErdftberflKche , ^f*m Azi- 
muthe an dem «'iiun I tuipunkte, ntiil der ceopraphischei» Breit© 
die«ie8 Endpunkte» abzuieitef) dais A/.itiiuth ati dem andern hiid- 
punkto, deiweo Breite und deo Läogeoutitenwliied beider Pnokto» 
f^ehört zu den Hauptgeschäften d«r hßheni Geodäsie. Fflr den 
Fall (lor Ku<;(dllnche Ist r /nsamnienhan^ zwischen jenen sechs 
Grü«i«eu am Srfilns^e der ersten Abhnndfniiir in der eijifachsten 
und zur «ckurl^t«'!! Hechnung geeigneten Form aufse^tellt, weiche 
auch leieht m einer bequemen ÄnnSeonif der Aufgabe selbst benotet 
werden kano. Es wird dadurcli da« Verlancen nach dem Besitz 
p'mt'v !ifi;i!(Mjrfi unmittolttur ffir die FÜTiixtidflScIit» uültiiien AiiflS- 
suijgsurt erweckt, iun\ der Zweck dur gegenwärtigen Abhandiunff 
ist, eine solche zu entwickeln. Vorher soll jedoch erst die Au^ 
iGsung (ur den Fall der Kugelfläehe in ein noch helleres Licht ge- 
»telltVerden. Des bequemen Zurückweisens wegen Ingse ich die 
Zahlenbezeichnuog der Artikel sich an die erste Abhandlung an- 
. scbli essen. " 

Man erkennt hieraus den nnroittelbai;cn un«) innigen Zusam- 
meubang dieser zweiten Abhandiuog mit der ersten. 



Astronomie. 



Fehrlmch der Sternkunde ffir Schulen u n d /nm Selbst- 
unterrichte. Von Dr. iiotihi I f Heinrich von ilSchubert« 
Hofrath und Profeftaor der Naturgeechiehte an der Kö- 
niglichen Ludwigs- Maxiniilia&a-Universitnt zu Mün- 
chen. Dritte, srossenth ei 1 s eMails umgearbeitete Auf- 
lage* Erlangen. 1847. 8. 20 Sgr. 

Diese den Lesern des ArchiTs gewiss scben ans ihren frühem 

Auflagen hinreichend bekannte Srfirill zeichnet sich vor mehrem 
andern ähnlichen Schriften durch wahre PopuIarit.it vnrtheilhaft 
ans. Die neuem astronomisrhen Entdeckungen haben in dieser 
dritten Auflage überall gebührende Derflcksichtigung gefunden. 



P b y s i k. 



Beschreibung eine» einfachen und tsehr wirk8anien 
Papier-Electropbors. Von Dr. Job. Jos. I gn. Uot'f4uann, - 
KOnigl. Bayer. Hofrathe, Director des Ic. Lyceums su 
As cb äffen bürg. Ascbaffenbufg. 1817. 8i 

Auf die elebtrisohe Kraft des Papiers ist, wenn wir nidit 
irreOf sehen In Sltorer Zeit huigewiesen wecden» dieselbe scheint aber 
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in VergessfMiheit gekomraen ?rM sein *). Bei der f^msspu Einfachheit 
Hiid der uugcineinen Wohlfeilheit des in der \ oi licut'iKh n kleinen 
Schrift besenrieben ei) l^anier Elektrupliurfi, uuil uamcutiich bei den 
allerdings sehr betrSchtlicheo WirkuD^n, Welche der Herr Vf. 
bei zneckmäs^gem Gehrauche durch dasselbe erhalten zu haben 
versichert — er hat demselben nach S. 21- oft 3 bis V/^ Zoll 
lange Funken entlockt und damit Flaschen von beträi-htlielKT 
Grösse in kurzer Zeit stark geladen — scheint die vorlict^ttude 
Sdirifl und dag in deraelben beacbriebene Instrument jed^faMs 
zu verdienen, allen Lehrern der Physik aa sorgfnlfi^er Beachtung, 
nnd die Sache rm sieh zu weiterer Prufnrfi: empfohlen zu werden, 
was hei der grossen \V(dilfeilheit und der sehr leichten Horstell- 
barlceit des Instruments nicht den geringsten Schwierigkeiten unter- 
liegt und im Interesse der Lehranstalten, namenttteH solcher, de- 
nen an der VVohlfeilheit der anzuschaffenden Instrumente liegen 
rauss . ünsehenswerth ist. Die Schrift enthält ausserden» rmrh 
manche andere praktische Bemerkunuen, auch über da^ gewöliniiche 
Harzkuchen -Elektropbor, die ebenfalls nicht unbeachtet gelassen 
zu Vierden verdienen. Zur öffentlichen Mittheiinng der Erseb- 
nisse, zu denen etwa mit diesem Instrumente angestellte ander- 
weitige Versuch f> geführt haben dürften, wird das Archiv gern 
seine Spalten üÖnen. 

D'ifi Fortsdiritte der Physik im Jahre 1815. Darge- 
stellt von der physikalischen Gesellschaff zn Rrrüii. 
1. Jnhrgang. 1. Abth eil. 25 Sgr. 2. Ahtheil. 2 Hthlr. 10 Sgr. 
Redigirt von Dr. («. Ivarsten. Berlin. 1847. H. ' 

Bei dem jetzigen rasch<'n 1 ortsdireiten der Physik wcrdcu 
Sdiritten wie die vorliegende immer nothwendiger und verdienst-, 
Heber» aber in ihrer Abfassting auch immer schwieriger. YTtt 
glauben jedoch, dass der Herr Vf. de» vorliegenden Jahrgangs 
sc'ifie Aufgabe recht gut gelöst und in Rücksicht auf den twif dem 
Titel genannten Zeitraum nichts Wesentliches und wirklich Wich- 
tiges übergangen hat. Daher ist jedenfalls zu wünschen, d iss er 
diesem Unternahmen auch kOnftighin seine Kraft mit Lust und 
Liebe widme und die Jahrgänge von 1^6 und 1847 reclit bald 
folgen lasse, wobei es noch ausserdem wünschenswert Ii ist, da.««? 
neben dem Inhalte der Journale auch die in eignen gnissero 
Werken niedergeU gtcu eigeiitbüuilichen Untersuchungen stets ge- 
hörige, ihnen gebührende Berücksichtigung finden mögen. Die 
Beschränktheit des Rainus gestattet uns hier nur eine oberfläch- 
lichere Angabe des s«'lir reichen Inhalts, welche aber hoffentlich 
hinreichen wird, um das Werk, wie wir aus Ueberzeugung wün- 
schen, einem grussem Leserkreise zu empfehlen. Ertter Ah' 
schnitt Allgemeine Physik. 1. Atomtheorie. 2. Cohäsion 
und Adhäsion. 3. Diffusinn 4 Capillarität. 5. Dichtigkeit und 
Ati>^dehnnni:;. 6. Ma.iss und Messen. 7. Statik und Dynamik. 
8. Hydrostatik und Hydrodynamik. 9. Aerostatik und A^rodyna- 



') Neuerlich hat aucli Herr Prof. Schönbeia {■ BusM ein sehr 

leirht «leklriHch errcghnrc» Papier gefunden (Pot^^mdorr« Arinn!*»n. 
Bd. LWlll. S. 159. und IfiO.) Auch bit^s ich aacUher S. 541. (iic«ei 
tiltefsr. Ber. sn' T«rgl«iehcn. 



Digitized by Coogl« 



539 

mik. 10. Ela8ticitSt festttr Körper. 11. Ga»e und Dampfe. 12. Ab- 
sorption der 6a8«. 13. Eudiometrie. 14. Verinderun^ des Ag- 
grecateastandes. 15. Hvgronietrie. — Zweiter Abschnitt Aku- 
ßtiK. — Dritter ABichnilt. Optik. 1. Theoretische Optik. 
2. Optische Phänomene. 3. Physiologische Optik. 4. Chenüsche 
Wirkungen des Licht«. 6. Optische Instrumente. — Vierler 
Abschnitt. Wärmlehre. 1. Würnieentwickelung. 2. Physio- 
logische WärmeerschiMiHifiejcn. 3 WarmeleituiiLr. 4. Specilische 
und latente Wärme. 5. Strahlende Warme. 0, Wirkungen der 
Wftrrae. 7. Theorie der Warme. — Fünfter Abschnitt. Elek« 
tricitlltslehre. 1. Allgemeine Theorie der Elektricität. % Mei- 
hungselektrioität. A. Allgemeine Eigenschaften. B. Entladung 
der elektrischen Batterie. C. ICIektro -Indiiction. D. Elektrische 
Apparate. K. DampfelektricitiiL 3. Atmosphärisilje Eiektricitat. 
4. Tbermoeiektricität 5. Galvani^siuus. A, Theorie, ß. Ladung. 
C ICfektrische Phänomene. D. Apparate. £. Elektrochemie. Gäi- 
rannplastik. 6. Elektrouhysiotogie. I. Einirirkunj^ der Elektridtiit 
auf Oruiinismen A. Pllanzeu. B. Tfilore. II. Kiifu ickeluni; der 
Eiektricitat in Organisnipii. A. Elektromotorische Fisrhe. Ii. Der 
sogenannte Frosch- und iMuskcIstrom iiei)ist der contraction induite 
Afatteiiccfs C Anhang. 7. Elektromagnetismiw aml Magneto- 
BÜektricität. Induction. Anhang. Elektrische Telegraphie. 8. Mag- 
netismus. — Sechster Abseht m' ff. Angewandte Physik. 
I. Instnnnentp und A (»parate von neuer ('orj-stnution. 2. Ange- 
wandte Uydruilynauiik. 3. Ans^euaudte Aerodynamik. — .Zusätze 
und Verbeaeerimgea. Namen -"Register.' 

Schon aus dieser nur oberflächlichen Inhaltsangabe wird man 
sehen, dasa dieses Werk für Jeden, wer mit den raschen Fort* 
. fchritten der Physik un^d ihrer technischen Anwendung nOgliehat 
gleichen Schritt halten will, gewhfs uneutbehrlich iat« 
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Wir lieeilen uns, auch durch das Archiv zur möglichst allee- 
meiuen V erbreitung eines literarischen Unternehmens beizutragen, 
mit'Welebem Herr Professor Dr. Seh 10 ml Ich in Jena hescbSf- 
tigt ist, tmd das mit Neujahr 1848 in's Leben treten sn!I. Ein 
wie jKTOSser Ge^vinn der Wissenschaft ans diesem Unternehmen 
hei der alliiemein bekannten (iewandtbeit und Umsicht des Herrn 
Professor Dr. Schlö milch jedenfalls erwachsen wird, werden 
die Leser des Archivs ans dem folgenden Prospcctns» den wir 
hier mit Auslassung seines hier nicht her gehörenden gnnz unwe- 
sentlichen Schlusses , voll.«;t?indii; mitthcilen ^ .«?e!h.'>it entnehmen ken- 
nen. Mu^e dieses in seiner Anlage wohl durchdachte Unterneh- 
men stets einen erfreulichen unsestörtcn Fortgang haben, und 
der Wissenschaft im reichsten ^^aafise den Nutzen bringen, wel^ 
chen im reinsten Interesse liir dieselbe der Herr Herausgeber 
durch diese neue Zfitschrift zu stiften beabsichtigt? Das sich 
immer mehr kund gebende lebiiafte Treiben aut dem Felde der 
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nathemafischeii und pliy^ikijuielien Literatur «ipfs fll^hlivpt aach 

jeden w ahreo Freuna cfiescr in jeder BezUuQg 60 Widil%ta Wi«* 
seB9^haüeo mit grosser Freude eriiillen. 

9^1» einer Zeit, die sich durch beständig wachsende 
ohernngen auf dem Gebiete der Mathematik und Phi/sik ^ so- 
Wie deren praktischer Amvendungen auszeichnet , wird es 
gewiss tiufUch schwerer mit aiien diesen l^^ortschrillen gleich 
oekunnt bleiben und sich^ um einen modernen Ausdruck 
zu brauchen 9 auf der Hüht der Zeit zu erhallen, IHeee vmm. 
vielem Seiten be$t&tigte Bemerkism hruehte mich eekem mekr^ 
mah auf die Idee einer Zeiisehrih , deren Zweck lediglieh die 
übersichtliche Darsteliung ven den Fortschritten jener f^is- 
senschaflen sein sollte^ aufgemuntert durch den bei fall, tvel' 
chen der Gedanke bei mehreren bedeutenden Gelehrten in und 
uussr)- Dt'ut^ichland gefunden hat, Hess ich mir seit längerer 
Zeil die Healisirutig desselben augelegen sein und bin jelz^l so 
glücklich^ eine Hauptsache ^ nänuich den Ferlag gesicliert zu 
$ehen\ 

Der Plan ist folgender : die mit Neujahr 1848 beginnende 
Zeitschrift führt den Itteh 

Mevue für Mathematik und Physik 

und erseheint in vierteluthrigen Heften uen dS^dlS^ Mögen, 
Jedes Heft jterfäUt in folgende 3 JßftheUungen s 

1) Leitende Artikel, lenthaHlSndt Darsteßunf der 
Ferisekritte einzelner Zweige der ff^ssensehaft (z. 

der theoretischen und praktisehen Dioptrik , der »roJb* 
tischen Geometrie . der elektromagnetischen Telegra^ 
phik und dergl.)^ ferner: .ffifs'nfze über GesrhiehtCj 
Methodik und Philosophie der Mathemaffk und Phi/h 
sik , endlich ; Jielationrn über die ^/rbt ilen gelehrter 
Gesellschaften, die Ergebnisse wissenschaj liicMr iiei- 
sen und Auszüge ans den verschiedenen , theOs rein 
wissensehaftiiehen j theih technischen Jeumalen, 

liecensionen aller ßVerke, welche entweder für 
' die Erweiterung der Wissenschaft y oder fUr die Me- 
thede von Bedeutung sind, 

^) Schul", Vniversitüts ' und Personalnackrick'^ 
ten, Programmenrevüe und Bücher anzeigen. 

Spezielle Aufsätze über einzehit Punkte dei- f f "Wissenschaft 
bleiben au:>geschlossen , und den Journalen von Crellcp Grw 
nert und Poggendor f überwiesen. 

Den f^erlag hat die Buchhandlung von Ferdinand Fuke 
in Erlangen iibernumnien i im ersten Jahre wird kein ilonO' 
rar hewHf von da ah 0 J^aler pr, Cour, für den Druck-- 

bogen ^nd, r *<*«Ar j ivenn 4er j^^t^ dkss fHifv^i. <^ 
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M i tt h e i 1 u n ^ e n <ler «atiir forsch enden Gcsell.schaft 
in Bern. Nr. bi» Ö3. (Vom Ilten April 1846 bis 
loten MSrz 1847.) 

VV^ir haben schon in einiijcn früheren Niinmiprn des Literari- 
•dben Berichte» auf den iu mehrfacher Peziebuitg iittcrcssunteu In- 
hiUt dieser Mittheilungen iianf^ewleseni wafche jedenfalls ein »ehr 
vortheilhafles Zeutrniss Ton derTbätigkeit (1er GeselUchaf), welche 
sie heraiigs;iebt, al)|P!?en, und >vt)!lf»n ]p\/A dnrch ctryc ctiv:m ;nis- 
Hilurliehere lithalUanuabe der grn**>.ern Anzahl uns jetzt vorliegen- 
der Nummern die Aufniürksamkeit der Le^^er de^ Archivs noch 
mehr auf dieselbe hinzulenken eueben, wobei wir absichtlich auch 
solche Aufsätze nicht ausHchtie^sen wollen, die, streng irenom- 
men, nicht in den Kreis dieser Zeitschrift gehören. Die Schweiz 
Ut ein in allgemeiner iiaturwii»t>enschaftlicher Rücki^icht so inter- 
essantes Land, dass alle derartigen Mittheilungen von dort die 
Aufmerksamkeit aller derer, welche sich fiberhaupt fiir die Fort- 
schritte der Natiirwissenschaßeo interesslren» nothwendig sehr io 
Anspruch nelunen müssen. 

In mathematischer Beaiefavng sind die folgettden Abhandhra- 
Isen herrorzubeben: 

L. ^chläfli, über ein räumliches System von Geraden Im 
Allgemeinen, und über daAj'enif^e der Normalen einer krummen 
Fl&the insbe^joiidere. (Nr. ÜH, 09, 70, 71.) 

Dersellie, über den Ort der Mittelpunkte griisster und klein- 
ster Krümmung beim EllipKoid, die kürzeste Kurve auf deuiselbeo 
und Terwandte Gegenstände. (Nr. 75. and 76 ) 

R. Wolf, Jooi^t Bürgi und der Proportioaalnrkel. (Nr. 77. 
und 78.) ^ ^ 

Derselbe, eine Grundregel für geometrische Scliattencon- 
siraclienen. (Das.) 

Dertjelbe, Beitrüge aur Ballistik, welche den Beweis felgen- 
der Bigense^aften der Wurlfinie (im teeren Ranme) enthaltm : 

Alte Wurflinien denselben Warfgeschwindigkeit hahen dieselbe 
Leitlinie, und zwar liegt sie in der fiShe des vertikalen Wurfs. 

Der Ort der Brennjinokte sSmmtficher Wurflinien Ist ein ans 
dem Ausgangspunkte mit der Hwhe des vertikalen Wurfs besehrie- 
bener Kreis. 

Die Scheitel aller Wurflinien bilden eine Ellipse , doren Axen 
durch das Maximum der Wurfweite (?) and der Wurfhöhe darge* 
stellt werden. (Nr. 71» und 80.) 

In physikalisdier und chemiseber RUelmicbt heben wir folgende 
Anls&tae bcnrer: 

C. Brunn er, neue Methode zur Bestimmung der Koblensfture 
in ihren Salzverbindungen. (Nr. 73 und 74.) 

R. Wolf, äber elditrische nUschinen aus Papier. . (Nr. 77 
■ad 78.) 

M tili er, «her ScfaiessbiwmweHe. (Nr. 85 and 86.) 
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In naturliistorischer Rücksicht bemerken wir: 

L. R. Meyer, Uebersicht drr im Canton Bern, und nament- 
lich in der Umgegend von Burgdorl vorkommenden Arten der Libel- 
le«. (Nr. 81 nnl 82.) 

A. J. Carl V. Fischer, zweiter Nachtrug zu J. B. Browns 
Catalog der Pflansen der Umgegend tod Thm nad des Bencr 
Oberlandes. (Nr. 87 and S^) 

In physiolog;i«;hcr Rücksicht ist der folgende, zienUich aM^ 
ffihrficbe.Au&atz interessant: 

H. Demme^ Ober die durch Aetber-Einathmuog bewirkte Uo- 
empfindlichkeit. (Nr. 90-93.) 

In alls;enieiner literar.-historiscber Rücksicht sind endlirh die 
schon in irühcrn Literarischen Berichten hervorgehobeneu Auj»2uge 
ans Briefen an Albrecht von Haller, mit literär-historiscben No 
Uzen, bemerkenswerlii , welche Herr R. Wolf in mehreren der 
vorliegenden Nummern mit sehr InlifMiswerthem Eifer fnrt^rtzt: «-^ 
wie auch desselben Herrn Verfassers Notizen zur Geschichte der 
jVlathcmatik und Physik in der Schweiz, unter denen vorzuglich 
die ansfübrlicheren Mittheilungen über Conrad Gyger und sciie 
2Qrcher Karte in Nr. 83 und B4, welche auch in' einem besondeis 
Abdrucke unter dem Titel : Conrad Gyger. Ein Beitraj; zar 
.Zürcherischen Cultu rge.scbichte. Der physikalisrlien 
Geseüsebaft In Zürich zu ihrer Säcularieier gewidmet 
von Rudolf Wolf. Bern. 1846. 8. erschienen sind, das IntR* 
esse des Lesers in Anspruch' zu nehmen geeignet sein dfirftea. 

' In der nn^ vorliegenden Reibe ftblt noch Nr. 73» dem Udt 
wir später ^anzuzeigen uns angelegen sein lassen werden» 

Berichte über die Mitttheilungen von Freunden dff 
N n turwissen 8eb a ften in Wien; gesammelt und beraas- 
gegeben von \Stliielm Haidinger. I. Band. Nr. 1—6. 
Mai, Juni, Juli, August, September, October 1816. Wiea. 
1847. a Pr. 1 FL 40 Kr. C. M. 

Ausser der Stiftung der grossen Kaiserlich n^lrrreichischen 
Akademie der Wltssenscbaften in Wien ist die Gründung eioes 
freien natnrwismnschaftlicben Vereins in der Hauptstadt des K^- 
serstaate»«, welcher im vorigen Jahre za^ am mengetreten ist, «n 
neues, b'K-hst erfreuliebes J^fMolien von drni üfiri^eriK auch sonst 
schon <;(*nugsiam bekannten tlortiueu regen wissensc hatll'u ben Leben, 
namentlich was die Fortbildung der sogenannten rciiien VVisseo- 
Schäften betrifft» und wir begrüssen daher auch diesen neuen Ve^ 
ein mit be.«:onderer Freude. Derselbe wird die folgenden Wissen* 
Schäften in »Ion Kreis seiner Th^fiir^elt ziehen. " eiche wir Hier 
ganz in der Ordnung angeben, wie sie in der voriiegenden Nthrill 
nach einer bestimmten, dort naher erläuterten wissenscbafllfcben 
Eintbeihins genannt werden : Die Wissenschaften derMatssenvorkoni' 
men, na'niiich Astronomie, Meteorologie, Geographie, Geologie: die 
Wissenseb ruften der Individuen , aus- web beTt jene zusammengesetzt 
sind, nundich: Mineralogie, Botanik, Zoologie, dazu Anatomie und 
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Physiologie; die VVii^äenschafteQ der Matwie, aus welcher die IntK* 
▼kben bestehen, nämlich Physik und Chemie; endlicli die Wisseo« 
schall de.s Kaunies, innerhalb dessen altes Materielle beobachtet wird, 
oamlich die Mathematik : nnfl wird zwei Arten von Schriften her- 
ausgeben, uaniltch die vorliegenden Berichte über die eiu- 
lelnen Sitzungen" und naturwissenschaftliche Abband» 
IttBgen.«* FffirlMide iai Herr Wilhelm Haidinger als Her- 
ausgeber genannt, dessen Name üfir die Tflehligkeit dM inMli 
•vokikommen BdrgschaCt leistet. 

Eine auch nur olH rnntMl' he Anp;abe des Inhalts der vnrlte- 



bemerken, dass gewisa Jeder natarwissenscnalUicli und mathema- 
tisch gebildete Leser etwas Interessantes in denselben finden wird» 
und dass rramentlich auch Aut«ruhrilchere8 fiher Hie bekannten 
npt?srhen Entdeeknngen des Herrn W. Haidinger und desUenro 
Bötzen hurt ia deuselbeo zur Sprache kommt 

Tbe American Jonrnnl of scietfce atfd tcrta. Condiic- 
ted by ProfeanOTJl B. Silliman and B. Silliman, Jr.» 
aad James D. ]>ana. Second Serie». New^Haven. 

Von diesem namentlich in naturutssenschaftlicber Rdcksicbt 
«ebr ausgezeiobneten Joiunial sind «rir in den Stand gesdst, wie- 
der drei nene Nummern anseigen zu kSnnen, und müssen dift 
Lesfr (Ips Liternr. Oer. nur um Verzeihung bitten, dass diese An- 
zeigen weisen der grossen Entferuuni;, aus welcher dieses Journal 
zu Ulli» gelangt, nicht immer ohne alle Unterbrechung erfolgen kOn- 
Htm, w«iden mm aber bemfibem» selclie unangenehme Unter* 
bredbun^en künfUff m5glicbst zu beseitigen. Den Inhalt der ein- 
zelnen Hefte weraen wir ▼{»n jetxt.an fmmer inOgÜcbst vellstindlg 
angeben. 

Vol. H. Nr. f). Novemher. 1846. On the Sabbatic River; 
by W. M. Thomson. — On Threeseveral f liirricaries of the Ame- 
rican Seas and their relations to ihe jSQrthert», so called, of tbe 
Gulf of Meiico and tbe Bay oTHottdaFaii, with Charts ilbutiiling 
tbe same; by W. C Rediield (continuäd). — On the VelcanoM 
of the IMoon : by James D. Dana. — Description of thrce varit* 
tles of Äleteorie Iren; by Prof. G. Troost. — . A Sketth of the 
(ieoloey of Texas; by Dr. Ferd. Roemer. — Fusion of Iridium 
and Ktiodiam; hy Prof. R. Hare, M. D. — On the Meteorf c Iren 
of Texas and Lockport; b^ Prof. B. Si Iii mann, Jr. , and T. 8. 
Hunt. — Keport on Meteorites ; by Prof. Charles Upham vShc- 
pard, M. D. — - Catalogue of Shells inhabiling Tampa Bay aiul 
other parts of the Florida Coast; by T. A. Conrad. — Descrip- 
tlon or New Speeles of Organie Reroains Irom the Upper Eocene 
Limestone of Tarapa Bay; by T. A. Conra d. — SclentUle uitel- 
ligence. 

Vol. in. No, 7« Jan uarv. 1847. On Zouphites, No. III; by 
Jame«; D. Dana. — On the Induction of Atmospherie Eleetricity 
en the Wires of the Electrica! Telegraph ; by Prof Joseph Henry, 
— A New Mineral Crom the Azores; byJ. K. Teschemacher. — 
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On the Delta and Alluvial Deposits ef tbe Mississippi, aod other 

?oiiits in the Geoloffy of North Ametfea» ohsenred in Hm T«m 
845, 1816; bf C. Lyell. ^ Hybridity fn Animais, 
in reference to the qiiestion of the Dnity of the Human Speries: 
by Samuel George IMortoii, M. D. — Solution ofa Mutbeniatieal 
Problem; by O.. Ii cot. *) — On the North Americao Spectes of 
I«o«tes and marsilea; h^ Prof. A. Brann. ComiMiiilcalM liy Dr. 
O. Ent^elmann. — Review of the New York Gcologieal Reports. 

— Nottce of New Fossil Foofprints; hy James Deane. — iSiote« 
on the Algae of the United States: hy J.W. Bailey. Prufossor 
of Chemistry, etc., at the ü. MiÜtan' Academy. — Oh the Fo«- 

'sU Tegetiktloii of America; hy J. E. Teackemacber. — On fhe 
existence of certain Lacustrioe Deposits , in the vicinity of the 
Cirrnt T^akes, iisiinfix coiifoiiiKled ^^ith the ..Driff**; hy I. \. 
Lapham. — Ou the Ori<^ii) of Continents; l»y James D. Dana. 

bescription of two New Specjes of Shells ; by William Gase, 
Cleveland, Ohio. — Scientilic lotelÜgence. 

Vol. III. No. 8. March. 1847. A general Review of the 
CSeology of Rttflala; hy M. £. de Verneail. On Zoophytes, 
No, Iv.; hy James D. Dana. — Review of thoNewTors 'Geo- 
logiral Reporf8. — Caricography : hy Prof. C. Dew^'v. M. D. — 
On Coracite, a new Ore of üraniiuii; by John L. le ("onte. M. 
D* -~ Geological Uesults of the £arth> Contractioo in consequenee 
of Cooling; by James D. Dana. — Notes op tbo Herbaria« dar- 
dens and Botanists of Upsal, St Petersborg, etc., gathered froa 
the letters of a flistin^rnished hotanist durins a eontinenfn! tcmr. — 
OhsiTvations on the Hocky Mountains and Oregon; Irum Heports 
of tlie Exploring Expeditions of Capt. J. C. Freniont. — Hyhri- 
dlty in Animais» considered in reference to the questum or Hio 
Uiity of th<> Human Species; by Samuel George Morton, M. D. 

— Ahstract of a MetCMroloeical Journal, for the year lH4fi. kept 
at Marietta, Ohio; bv S. P. Hiidretii, M. D. - On the Aualy- 
sis of the Oat; by Prof. John Pitfcin Norton. — Observation« 
on the nses of the Mounds of the West, with an attempt at theii 
Ckissification : hy E. G. Squier. — Descriptlon of a Fo^^sil MaxU- 
lar\' T^one of a Paiaeotheriuni , t'rf)m near White Hiver; hv Hiram 
A. P^-o^t, M. D. — Observation« upon the Development of E^l«c- 
tricity IhBumIo of Leaitber; by Job« M. B» leb eider. — Ref** 
Itttion of 4 Magnet on its owti Axis witbont the nse of ^Tercarial 
Conductors, and also wifhont VialWoSnpport; by Cbaa. G. Page, 
M« D. Scientilic inteliigence. 

*) Die Avfjuabe M folgendet A strniirht ISse wbote leaittli {■(r) 

hetiif^ HO iiioTcd an aWayn to teriniiinte in Ihr dda of 0 Rght aogl^ fO* 
ifOfreil (he iocM of iU coMeouÜT« intevMctiM. 
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Die ninltst abenrechnung und Lohre von den Glei- 
chungen. Mit einer 8annnlnn!U' von Aufgaben von 
F. Kummer, Lehrer der MatUeniutik an der höheren 
Bürgerschole und Hauptlehrer der Gen erbscbule zu 
Ueiuelberg* Zweiter Theil. Di« höhere Buchstaben- 
rechnung, und die Lehre von den Gleichungen hübereu 
Grade« enthaltend. II ei dei b e r g. iH-il. n. 1 Thir. 

Dieses Buch bildet den zweiten Theil des im Iwiter. Berichte 
Nr. XXXV. S. ÖIO. angezeigten Buchs desselben Herrn Verfassern, 
anf d«ss«n Titel Abri^ew <fltt BesdefaMing E r ff t er T h e i I fehlt 
Der ▼•riteprende. zweite Theil enthält die Lehre Fon den Ketten- 
brüchpTK die ( •onibinatioiislehre, den binomischen und polynomi- 
schen Satz, die Wahrscheiniichkeitsrechming, die höheren arith- 
metischen Reihen, zusamment'esetzte Reihen, Anwendung der 
Rellm mid der Wahrecbehiliemeitmcliiiuiig auf die Reotearecb* 
imng tt. KW., die cubisehen, biquadratiscmm und higheren Glei- 
chrrTJiren, verschiedene Eliniinntionstnethnden , und ist . ohne auf 
tieft re Untersuchungen sich in irgend einer Art einzulassen, in 
derselben einfachen, deutlichen und stets aul das Praktische ge- 
riebtefen Weiee verfeael wie der erste Tbeil; aucb iet wie dort * 
eine ziemlich reiche Sammlung too Uebungsbeispielen den einzel* 
nen I>f liroii l»eigegeben. Eben so wie der erste verdient daher 
auch du scr zweiff» Theil vorzugsweise die Berncfesichtiffung von 
Seiten der an hauptsächlich eine praktische Richtung venolgeuden 
Lebnmebdten wirkenden Lebrer. 

^ Le<^on d ' A rith ni etique, dediee aux cindidats nux 
fcicoles speciales, sur la multiplicati oa abregi^e (avec 
la neeure de l'erreur); le nonbre deeeblffres du quo- 
tieot daee la division; la di visioa erdonn^e de 1< oi^ 

rier; la division abresee de M.Guy; l extraction ^ 
la rac in e cubi qu e : la theorie des apuroxiraations nu- 
ntfriques de M. Guilmin. Par M. P.F. Verbuist, membre • 

Bmi4 X. 88 
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de TAcad^mie, professeur d'analyse k l'^cole niili- 
tairc de Belgique. Bruxelles. 1847. in 12 de 72 pages. 

Diese kleine fScbrift des Herrn Professors Verhulst in Brfi«- 
sci verdient wehren der darin behandelten neueren, theils die Ab- 
kürzung» theilij uie Erhuhuug der Genauigkeit verKcbiedener arith- 
mc^ßscber Operationen beswMkeadmi Methoden der Aufmerksamkeit 
der Lehrer der Arithmetik nnd Blatbeniatik aberlMMipt an allen 
höheren Lehranstalten gar sehr empfidden zu werden. Ihr Inhalt 
ist auf dem Titel schon so ausführlich angegeben worden, dass 
e8 unnütze Weitiäuikkelt «ciii^ u^^ücüc, ueim wir darüber hier noch 
welter bericiiten wolltai. ' : • 

Logaritbinivch-trigoqpnietrifiche Tafeln, nebst rer- 
schiedenen andern niitzifohen Tafehi und Formeln und 
einer Anweisung, mit Uilfe derselben legarithmisciie 
Reehnuugen auszuführen. Zum Gebrauche in Schulen, 
besonders aber für jene, welche sich mit ]) taktischen 
Anwendungen der watheiuaM^ b^chiiftigen. Von N. 
Stumpfer, Professor «Ter prakrtNdren Geometrie am 
k. k. poly te'cbnischen Institute xu ^ieo. Dritte, aber- 
mals vermehrte und verbesserte Auflage. Wieu.l84ft. & 
I Kthlr. 5 Sgr. 

Wenn auch von diesen empfehlenswerthen Tafeln, die auch 
Husserlich recht schön ausgestattet sind , schon die dritte Auflage 
erscfaleneo Ist» so sclielnen eie doeli» wenigstemr Ausserkaib Oester^ 
reich, noch nicht so bekannt geworden zu sein, wie«ielhre^ nütz- 
lichen Inhalts und ihrer zweckmässigen Einrichtung wegen jeden- 
falls verdienen. >Vir wollen daher, um auch das ünsrige zu Ihre^ 
wettern Bekanntmachung bei^ukageu« den Inkaii üii Folgenden 
«hvas geoaver aDnetten» AnCdifieelir.dewIiiehe ▲«lellung zmm 
4;ebrauchc der T8iela'.«Ml..£iliige in der aBg«wa«dt«« 
'Mathematik öiters vorkommende Zahlen und Loga* 
r ithm en folgt die T af ei der gemeinen Logarithmen. DioMt 
Talel reicht von 1 bis lOOÜÜ, die Logacitiuuen sind sechsstellig, 
•iomI die PiefNiitioiiallMle «ml $Hthnmum «ind Obendl beigelugt 
iiOgavithmeD der Sinus, Tange»t«n und Bugen für die 
ersten 10 Secnnden Von zti i\ Secunde. — Logarith- 
men der Sinus, Tangenten und Bögen (ür die ersten 
Secks Minuten von i^eouade aut^ecunde. — Tafel der 
tHgon«me triff ek «II LAcatithmen (von Minute zu Mim^ i» 
den ersteren Grade» von iU'au 10 Secnnden; ebeafaUs seckevtel- 
lige Logaritliroen ; der Tafel ist alle für den gewöhnlichen praktiscben 
tiebrauch imihige Ausdehnung gegebeiOk — Tafel der Sinus und 
Tangen ten iär den 11 alkmess^r I (ren U) zu 10 Minuten). Die , 
BeMlgänH' dieMSir Tafel der nstürlkhen Linien Ut gewisa aekr { 
zweckmiissig» namentlich auch iiir den Lnterricbt. — Zeichen 
der trigonometrischen Linien für positive nnd negative 
Wlnk^i in 'allen 4 Quadranten. — > L.ange.der läreifbu- 
gen für eivisibl ne» Ctade.! -r^ Iiftaarder KreiUfh^gee ffli 
e4ilBeIiie'Miuuten. — Lhage der KretelfeMgißn für aiaaelMi 
ftocunden. — Tafel der Quadrat- und Ku bik wu raelli 
aller Zahlen von 1 bis. 100. — Taiel der orslen 7 Poten- 
zen nlie^r Zahlen xon l bi« lOik — Tafel der Quadrate 
aller Zahlen <«ioa I hiA UOOb Taffdaa klbr«ili^«i*«h«B 
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Hrihenni«b8unKen (dies sind die Gciussischcn Tafeln dir Wie- 
ner Klaflern berecbnet). — Erhebung des nebeln baren Uber 
den wabren Horixont. — Sf Irnen'tafel fiir den Halbmes- 
ser = 500. — G esch w i n d i 1? k ei t des Schall s b p! v erschie- 
dener Teiuperatnr der Luft. — A o s d eh nu ii g e in iger 
Körper durch die Wärme vom Gefrier- bis zum Sied- 
j^nnlrte des Reänine'r-'Tbetnionieters (Länge^nsd^liBttiig 
und Volumenausdebnnnjjl)« *— E x pa n si vkrait des 'Wass'er- 
datnnfs (in Wiener Maas.«« nml Gewicht). — V e rij leiehu nj^ 
der LUngenmaasse. — Vergleichung verschiedener 3fei- 
lenmuasse, die mittlere Länge eines Erdgradet» 
stfSißS^Vfi^trtt Klafter gesefit. Vergleiebnntf der 
FIficbenmaasse verschiedener Orte. — Vergleicnung 
der Handels- und Mu nz-Gewichte verschiedener Orte. 

— Spezifisches Gewicht (Dichte) verschiedener Kör- 
per. — Auflösung der ^cchU^ iIiL:li gen ebenen und sphä- 
rischen Dreiecke ffir den Hai I) m esser L — Aufllisnng 
der schiefwinkligen ebenen Dreiecke für den Halbmes- 
ser L — Auflösung der schiefwinkligen /sphärischen 
Dreiecke mit einem Hülfswinkel; der Halbmesser — L . 

— Auflösung der schiefwinkligen sphärischen Drei- 
ecke ohne Hfllfsivinkel; der Halbmesser = 1. — Fer- 
mcln aus der analytischen Trigonometrie ffir den Halb- 
messer 1 (sehr vollständig). Einige praktische Formeln 
aus der Progressionslehre (Formeln zur Zins- und Kenten- 
recbntmg, znra Einsehalteo u. dergl.)- 

Man sieht hieraus, wie vieles INiitzIIche in diesen Tafelo anf 
dem geringen Räume von etwa lO Dogen bei sehn schöner äusse- 
rer Ausstatfurii^ derselben geboten wird, und wflssten in der That 
nicht, was dem mathematischen ubd physikalischen Unterrichte 
tmd dem ffeirObnlkAen pmktiscben €Sibrame noch sv-wObttsbiii 
fibrig bled>en sollte, empfehlen daher Meb diese Tafidn ^aNmi 
Lehranstalten nnd Praktikern recht sehr. Sollten wir im« erlau- 
ben dürfen , dem geehrten Herrn Verf. und der V^erlagshandlung 
noch einen llaih zu geben « so^ würde es gey^lss der zu wünschen- 
den mügNebst weiten VeiMtmig dtMr'Tttfeln seht IMerHsh 
nein» wenn auch. schon den Exemplaren der ie4zigen dritten Auf- 
fegte bei ihrer Versendung etwa noch ein banjer Bogen beigelegt 
wurde, welcher die Tafef für da» Höhenmessen mit dem Barome- 
ter» die Tafel für die Erhebung des scheinbaren über den wahren 
Horisont» die Csscb wl n di ghelt des jSeballs,"dle Expansbbraft dea 
Wasserdampfii nicht für wiener, sondern fSr französisches (metrf- 
sches) Maass berechnet enthielte. Hei der Ver«r!eichung der 
Längen- und Flächenmaasse mag immer die Wiener Klafter zum 
Grunde gelegt werden, was nacli unserer Meinung der allgemei- 
neten BinfÜhmngt der Tafeln kein «resentilelMe «Hindemlss entge- 



i'ur franzosisches Maass scheint uns leicht zu bewerkstelligen und 
nöthig zu sein, wenn diese Tafeln auch ausserhalb Oesterreich 
steh den allgemeinen Eingang verschaffen sollen^ welchen sie 
Midi t a s e is i ■ Bl^ung so ^sehr verdieaen. 'Li^ssen sich eadMi 
den folfi;^oden Ansgaben auch noch die ifr Tiden Fallen so nütz- 
lichen Gaussischen Logarltfimen beitYf£»pn . so würde den Tafeln 
dadurch noch ein besonderer \ orzug gesichert werden. ' 



gen setzt. Aber die Beifii 
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Erster Cursiis «Irr Planimetrie. Für («ymu.isieu, 
Heal- und Bur&erji»chulen, so wie zum Gebrauche fOr 
Haoslebrer uiKlbeiiii Selbatunterrichte bearbeitet von 
Dr. August Wiegaod, Oberlehrer an der Realadiule ra 

Halle ZnfMfe/ verbesserte »ind durch einen Anbaog 
vermehrte Auflage. Mit ztvei kupfertafelu. Halle. 184/. 
8, lOSgr. 

Das haldiijo KrsrTie!?>en fiiier zivciten Auflage dieses enipfeb- 
lenswerthen Lehrl)uch8 i^t der beste Beweis für dessen Brauch* 
tairk^. Zu dUTchgreifenderen Umgestaltungen hat der Herr Vf. 
keine Veranlaasnng ^^efniiden, aber in einem Anhange eine Keibe 
von Lebrsfttzen nnd Angaben als Materialien znr Uebnni; bei- 
gefögt. 

Die Lehre von den geradlinigen Gebilden in der 
Ebene. Ein V^ersuch einer systeniatt seh - elemeotari- 
Rcbefi Fntwicklung der sogenannten Planimetrie, Go- 
niometrie und Trigon onietri e, der Anfangsgründe der 
analytischen Geometrie u.s. \t. von Rudo IfWoir. Zweite 
vermehrte Ausgabe. Bern o. 8t. Gallen. 1847. H 15 ggr. 

■ 

Die erste Ausgabe dieser sehr za empiebienden Schrift 
Im Liter. Ber. Nr. IIL S. 53. angezeigt weiden , und das baldige 
Erseheinen einer xiveiten Ausgabe derselben hat das dort über 
dieselbe ausgesprochene jetuustiu;«' rrfhrtt vollLomnipn l^estStiet; 
aurh srheinf diet»elbe daher <Ue allgcnn inere X erbreitung, «velcne 
wir ihr damals wüns<;}ileu, gefunden zu haben. Ihre Anlage Iflt 
mit Reebt .im Gänsen. vAUig dieselbe geblieben, und auch jetit 
noch besteht ihr Hauptverdienst uaeh unserer Ansicht darin» osat 
sie dfc Ergebnisse und BeliniHÜun?«« plsen der sosrennrinten ririie- 
reu (jieonietrie auf eiue sehr ver.stäinli^e Weise für die Zwvvle 
des mathematischen Elementar-Unterricbts zu benutzen und in den- 
Mlben einzufahren sucht, ibbei abler auch den anal5iischen Metbe* 
.den, sowohl in der Geometrie als auch in der Trigonometrie, die- 
jenige ßen'icksirbftgung zu Theil werden Ifisst, welcli*^ dritselltcn 
in ieder Beziehung so «ehr gebührt, namentlich för die .Schüicr. 
.Welche dereinst auf der Bahn der Mathematik weiter iurtzu^^chrei- 
ten oder aueh deren Anwendung in irgend einem praktischen Fache 
sich zuzuwenden gedenken. In dieser Beziehung hat der Hen 
Vf. mit Itocht in uer zw^^iten Ausgabe noch rtwns nwhr '_'efhan 
als in der ersten und nnmeutlicb die Trigonometrie noch weiter 
ans^nihrt, auch Einiges Ober die Kegelsehnitte beigebracht, nnd 
,ln einem dritten Anhange .die wichtigsien 8ttse der Raum-Geome- 
trie beis;elu<;t, so das« gewiss jeder S< buler, welcher sich den 
luimlt dieses Büchleins vf>ilkoriHiien zu eigen gemacht und dabei 
namentlich audi noch iu der Auflösung recht versehtedenartiger 
gsometriseher und trigonoifietrisebef Anfgabea sich fitUhch geübt 
hat, von der MmI# aofpohl etotn graaite Mali gwo t ri iA w 
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KenntniMO für däs Lehen überhaupt, als auch eine hioreirhcnde 

Vorbereituni^ , iim mit Erfolg «ich dem Studium der höheren Theile 
der Mathematik zurrenden zu kwnnen, niHHehmeTi wird. Wir 
empfehlen daher auch diene /weite Ausgabe de^ vorliegeiidea 
BfiebMii« aogelegentHelist su allgemetuerer Berücksichtigung, wie 
wir dies eelilon hei der ersten Auflage geCium haben. 

üeber die lohaltaberecbnung der KTirper nach einer 

einzigen Formel. Mit hescMidercr Rücksicht auf die 
Praxis bearbeitet von W. Ligowsky, Feuerwerker iy 
der 7 tcfi Artillerie-Brigade. Berlin. IS47. S [) Sgr. 

Wegen dieser Schrin: verweisen wir auf dio Einlcitiui"; zu der 
im nachtaten Uef^e de» Archive (Thl. \. Heft X S. 20(1.) abge- 
drucicten Abliandlung Nr. XXVIII. , unfl kOnnen nna hier einer 
weitem fiesprechimg derselben enthalten, 

Diasertatio matbeniatica' de qnlbusdam catvarum 
afflnitatibus. Auetor Johannes Gerardu« Henricus 
S wellen ?rebel, übe no-Trajeetinus. Trajecti ad Khe- 
Dum. MIX CCXLMI. 4. 

T)ie auf den holläudischen rniversitäten erschoini^nden Disser* 
tatiouea zeichnen sich vor den, namentlich hin und wieder auf 
manchen deoCschen CJniversttKten erscheinenden Gelegenheitsschrif- 
ten dieser Art durch eine besondere Sorgfalt, mit welcher sie ver- 
fa^st werden, durch ihrr (.'rrindlichkeit und ihre Ausdehnunjj, die 
sie öfters tax %virklichen iiüchern anwachsen lässt, sehr vortheil- 
haft nun. Zu diesen sehr gründlichen und eine gros^tere Ausdeh- 
nn^r habenden Dissertationen gebort auch die vorliegende 13 
Bogen mit 4 Figurentafcin starke Schrift, welche jetlenfalls sehr 
verdient, in einem weifern Kreise, als bei solchen Scbriff^'n ge- 
W'dinlich der l'^all /u sein pflegt, bekannt zu werden, und einen 
sehr erfreulichen Beweis von der Gründlichkeit der Kenntnisse 
ihres Vtj». ablegt. Der Titel der Abhandlung lässt schon den . 
Zweck derselben deutlich erkennei^, indem nfiiulich der Verfasser 
die Gurven, welche durch gewisse (Gleichungen analytisch aus- 
drückbare V erwandtschuften mit einander liabeu, einer genauereo 
Untersuchung untervi'irft, und also die Lehre von den geonietri- 
sdbeo Verwandtschaften, welche bekanotlicb in neuerer Zeit vor- 
zugsweise bei ^orad^ni♦^^'n Systemen betrachtet worden sind, auch 
auf Curven überträfft. Um den Zweck des Vfs. niö<;lichst deutlich 
mit dessen eigenen Worteu den Lesern des Archivs vor Augeu zu 
l^en, wollen wir ausser dem Inhallsverseichnisse auch noch die. 
^ileitang hier vollständig mittheilen, «voraus /u<;I) !< h auch erhel« 
len wirdi dai<s der Vf. den Arbeiten deutscher Mathematiker iie- 
sondere Aufmefksamkeit gewidmet hat. 

Ordinisconspectns. 

Introitus. — Caput I. I)<» alTniitate = Vtj' l- <'.v 
put U. De afliaitate , ^y^l. Caput IlT De aftitiitate 

9,!=,*', 1^=11. - CqNitIV. De 8«nltato 

(s;^)(i^)='- 
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IntroitoB. 

Lineae alicujui» HCf**) iormam si aiiaiytica f«;rniHla iudieare 
veliniuii, Dotum est, ita hoc potiib»&ii»uiu üeri «olere» ut recta« daas^ 
fixas fiiigamns XX' et FT* , quas eomtUiutUBnm ax^ ilicimii«, 
dislantias aiiteni CD et CE, qiiihus ligurae pro|io«itae ^Rctum 
quiftdliliet C ah axibus his<:c (lis;tot, mmrll ifÜns C <it>sriss(nn et 
ordivatnm »ive ejusrfem fnortlhratas voceiuus. Aei{tiati(» jain 

i>rnponitur aliqua /"(j: — 0, niutua prodit coonÜnatarum rclatio, 
I. e. series prodit puuctomm » 'quif^iis linea pr(»j»»8ita GCJ/ « nn* 
stet. CfHtrainntarujn vero notio, — iit ntoiiuit iiitcr alio« üruk< 
kenmfiller^ dir Vrherlragmtgsprmcipien der analytischen (»eo- 
metrie piig. 1, — ' iatius spectat: Variabilia enttn »i (ingamus quae- 
übet quaiita » et « — sire eint lineae »ive anguii sive nnmevi 
quaecummie iiiter variabilia ista proponitnr aeqaaüo f(u.n)s=0 
tsive v = r(u), si alteri coordinatae v cunctos dctncops tribuanius 
v^loroN «'» af', etc., «eriem quanidani profert rerum recte defi- 
nitaruin 

11 = a v=zF(a) 
. tir=rt' r — F(o') 
11=0* »=:F(a*) 

•t ' ' * 

3iias, Druekemuffltero imieeiiiite II. pag. 4, eUmenia voeeamin. 
^iemenium istfesmodi el j^nnctimi lineamve aliaiDT« quamdani Ib- 
dicat rem lypometricam', efemcntoriim ista s^'n^s .sive aequatio pro- 
posUa f(u,v)=0 lineam' cpiamdaiii iiidicarf soU't: cujus rei apmf 
Druckenmu Herum II. et a{)ud Plückeruui **) exeiupla occur- 
rant bene multa. Duo jain elifl^aniiui istinemodi elemeniorum generm: 
« et e> «' et 0': eandemqne fuDcttoeem f priluuro horum, deinde 
ilForum iniituani relationeni indicare statuamu.« : dnae ita prndibiint 
lineae /'(«,ü) = Ü et /'(m' , r') ~^ 0 , qua«, si elfUH'nta u' et r' ex 
elementis u et r ori»fneni ceperint adeoque atiquatlone quaclam 
fXu,9,u' ,v')^0 duabuK aequationibus Flu,9,w^ ,tf)=0 et 
F(m , r , m' , r') r= 0 ■ cum' ilf is «ohaereant , Ipsae quoque erant secuni 
inviceni afTimtate tpiaflani oonjunctae. hx iiinnm*T»s istis roordi- 
nataruin niutuit» relationihui» »iniplicis^siniaiu eligamus bancce, qua 
cqnstaiis 'ett anitldgarimk '^rdinatarum productum: figurarura ori- 
ti^ ita affinitae, qtfahn aeqnatlones repraesentant iw's^if", vt'^sjB^, 
aliave earumdem alHinitaM, aeqaationibus u=h' , tw'=:^ iudicata. 
Quaruo) a(!init:ihim pouterior, si jtoinnnus h—\ oordinataeque ac 
et f orthogooaiet) e^^se h. e. te abücij^^am x, v contra applicatam 
y deiiMiive -stahiiiiMie, aadem lila eet relatio wf^l, de 

qua cl. Verdum eglt iti Oommeiitariie Inetifot' {Batgtitif i^ol. XIL 
paj?. 67 — ^)3. Sin aliuni 5t;ituaniu8 roordinataruni n et r si^ißra- 
tum , relatio itrojvoisita u-=u' , vv' == ß'^ aliain denotat tiffurarum alli- 
uitatem, ab alÜ(>jt^4e luoUo pitiuiorata plane diversa, 

qued ad miitiiam analogarum asyniptotanun relatlenem vel quod 
ad reliquae attinet geewetricas aaakiganiin flguranii» - qualKatea. 



Die l:''igar wird «ich Jeder leicht Kelbüt 7.etclinen ki^nnen. 
**; Anali/lischt ßtiUeicheUüigeu, .si/siem der umiytiickiett if^om^Hi^ 
et allbi. 
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M v«l tfk tmxGü. fornmlae analyticae fiu,v,^».,»^u'. » ^' > 

= 0,/'(tt,©,^, it',»',^....)— 0, etc. quae coordmatarum rcla- 

tioae propositu w =: w' , rv' = e figur.irum aßiaitate jr^dr',« 
lytf' se«|uebai»tur, intactui) in nova aflinitutc ucmianent, «ed 
Iii eas alio senso hitelpretemar requiruot CStttierues iftitnr ligura- 
rum afliiiitates iiropositaK — uHfs=A^, ti?'»Ä* «t h=:u' , rv' = B^ 
— 81 in una aiiqiia coonlliiat.mim n et r definitione conisideraveri- 
mxM, dupiicem Iriplicenique hinc iructuiii hauriri licebit ea agendi 
ratfone, quam commcndat Pliickerus, Si/tiem der analytischen 
Geometrie, pag. 48.: fo können' wir auch den Sifmltofrn 

irt/end einer vorliegenden analytischen Hetveisfahruntj rcrschie- 
dene Coordinnirn-JBpdrnfnny beUegcn, und erhaUeu niitdann eben 
so viele ffemnvirisvhe Sätze.** 

De pri(jre i^itnr videaiuiis e £>;eiioralibu«> afliuituliluis proposi- 
tis, h. e. de allmitate, uuani aemiatione« indicant i4u'=J-, rr'—B^. 
Quirn «utem, generalis nujus affinitati« qnalitates quid .si^^Tilficent« 
Sit Ita maxime perspicanm , si v at 9 orthogonales desiigneut ^»ive 
vulgares eoordinatas, aflinitritfrn rtostrani ea hypothesi interprete- 
mur> ut u ab«u.'i6$am v t-outra applicatam t/ «lenotet. 

OiQ^ wird gewiss hinrelehoiHl sein, am die Leser des Archivs 
sowohl von dem Zwecke dieser Schrift in der Kiirxe mit möglich-' 
stcr Deutliclikeit zu uuterrichteu, als auch, wie wir wüBadieli> 
xur vei4ieDten Beachtung derselben xu temnlaaseil* 



Praktische Cleametrie* 



Vorschule der praktisifien (•oometrie. Bearbeitet» 
von Dr. pb. Heinrich von liuDau^ Lehrer «ler Matbema*' 
tib an der KSniglichen Gewerb- und Baugewerben> 
Schul 0 zu Chemnitz. Mit 90 Kapfer tafeln. Leipsigi' 
1817. 6. 1 Thlr. 15 Sgx. 

Eioe recht deutfichc, ganz elementare, nur die einfachsten 
KeTintni«!.«e der ebenen Geometrie und Trigonomutrie und elemen- 
taren Algebra voraussetzende Anleitung zur gcwfihrdicben ^^eltt- 
messkunst, die Real-, Bürger- ünd uewerbscbulen mit 
zur Beaehtung empfehlen werden darf. 



Heckt 



Heeliaiilk« 



Leonhard Enler's Mechanik oder analytische Dar- 
steliuug der Wisseuschaft vou der üewe^ung, mit An- 
merknngen und ErUnternngen herausgegeben ven Dr. 
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J. Ph. Wolfers ^aü^tronüuüschcn ticcbiier an der Küiiigl. 
Stcruuarte zu uerlin). Erster Theil. Greifswatd. 1848. 
& 2Trtr. 15Sgr. 

•Euler'c» Werke sind jxJtmnitnch klaj«sisch, und k^in Mathe« 
matiker ibif ^ e w Mw aych jetzt noch ungelvsen lassen. Die Ori- 
fl^mle sind entweder gar ^ nicht mehr oder nur sehn er auf dein 
We^e des Huehhandels zu beziehen, weshalb auch, ««o viel wir 
Ibissen, die Petersburger Akademie der Wissenschaften eine nen« 
Ausgabe der sämnitlichen Werke dieses grossen Mathematibere 
vorh«r«itel; ausserdem sind dieselben sHmmtlich lateinisch ver- 
fasst, und daher namentlich filr manchen eine mehr praktisclie 
Richijini; verfolgenden IM.ithematiker . oder uberhuunt IQr des Ln- 
teiiiLüchen unkundige Techniker, nicht lesbar. Deshalb sind gute 
UebersetzaBoen derselben jedenfatls sehr wflnschensirefth , ja, 
man kann mit Reoht sagen, ein wahres BedQrfniss auf dem Felde 
der mathematischen Literatur, nohei man nur die in jeder Bezie- 
hunir 'grosse Wlrhtigkeit :il!*'r dieser Werke nicht nns den Au^en 
lassen darf. Die rein aiiulvtischcn Werke, namentlich die „In- 
trodttctio in AnalVsin rnnnitonim", die „InstUnfi^ines 
caicttli differe n tialis'^ und die „Insti tutiones caicul! 
i?i tf* Lrralis'' sind bekannter als die übrigen AYerke, und schon 
mehrfach, namentlich von Mich eisen und JSalomon, in ;? 
Deutsche fihersetzt. Die der Mechanik snd Dioptrik gewidmeten 
Werke riod weniger hekannt als die rein amlytbcbcn Werke vnd 
in's Deutsche noch nicht ilhertragen wonlen. Eme velltit5ndige 
Uebersetzung der Dioptrik würcfen wir aus mehreren Gründen, 
deren Ent^%ickehir)fr nicht hierher «jehört, widerrathen; öbrieens 
aber hat ja schon Klügel bekanntlich in seiner AnalytisclieD 
Dioptrik eine Art Aussog ans diesem drei Qoartbfinde starkes 
WerKe geliefert, und dadnrch iBr diejenigen, welche den damali- 
gen Zustand der r)io|itrik kennen lernen wollen , vollst^ndii; und 
nach unserer üeberzeugung auf eine sehr zweckmässige VVei!»c 
gesorgt. Es sind sAno eigentlich unter den grösseren Werken nur 
die- »rMethodus InvenJendi llneas cvrvas naximi mini- 
aive proprietate gaudentcs^' und die der Mechanik gewid- 
meten Werke noch nichl üUerset/.t *). Die in der ersteren Schrift 
niedergelegten Resultate erhält man jetzt bekanntlich leichter 
durch die allgemeinen Methoden der Variationsrechnung, und es 
friige sich claher, ob eine Uebersetsnng di^er Schrift, ftir so 
sch5n wir dieselbe auch nach unserer vollkommensten Üriieraen- 
gung halten, jetzt noch zeitgeninss sein mochte, woun man nicht 
etwa eine voUstandige Uebersetzuiig aller Euler'schen Werke lie- 
fern wollte. Dageuen haben wir eine Uebersetzung der die Mecha' 
nik betrelTenden Werke immer für sehr wflnschenswerth gehalten, 
und zwar aus folgenden Gnlnden. Man kann nicht leugnen, dass 
ger.ide dio iVTerb.'Hiik derjenige Thei! der mathematischen Wi«- 
senscbulten ist, dessen Gestalt sich seit Euter s Zeiten am mei- 

') Kinseinc die Meclianilr fluMiger Korper betreflTfnde Abhandlange« 
f! II Urs hat fnlluT l?rant!cs ülK'r«Pl7.t, nntrr dfin Titel: F\ilcrii 
Gesetze de« Cileicti gewicht« und der Bewegung fiüsAigcr 
Körper. Ab«r«et«t mit Zusätsen von Urandea. Lelptig. 1806., 
welche« Werk sVsr nMht In die Kolsgerie 4«r grossere B s l er ^ echwi 
Werlte gehört. 
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0kn vGriSnimi litt, «iid E«ier*s MeiAaiflk wM dttrch ^leDarttel- 
liing dieser Wit^senschaH in Äm Werken der neueren» narnentlich 
franKoalichen Mathematiker, wn? ^vnhrhaft phtf'rsf^jihische ÜiirsN»!- 
lun^, Erstrehung der höthstrn All^ciDPinheit iti licü iiriimlsrcsetzon 
und der daraus sezoseneu Fui^eruitgeii, wo» endlich aiich die 
Systematik nnd lÜe ▼«Kff rain anahf tische, sieh i^rni Iwlor 4mKh 
Figuren gewährten Anschana^ frei machende DarstetHii^ betrUR, 
ganz nnzwetfellinft nvelt überraget. Aber pIkti diese jfrossi» All- 
gemeinheit erschwert da^n Studium der Mechanik ftir denjenigen, 
der «ich zuerst demselben zuwendet, sehr, und zwar um so nmir, 
weil Heae über unser Loh erhabenen neueren Werke «s we|ifefi 
der £;ros8en Alleenieinheit, die sie zu erstreben suchen» meistent 
vertichniahen , dem Leser dtrrch Figuren und e\nt'n Keichthum 
voo einzelnen Beispielen und Aufgaben zu Hülle /.u kemmeB. 
Gnns das Gegentheil hiervon finden wir in den Enier'scben» der 
Mechanik gewidiuoten Werken. Erstens im Allgemeinen eine 
Darstellung nach Euklidischer Methode, welche ohne alle Wider- 
rede namentlich dem Ard^iriijer das Yrrständniss »ehr erlrH-htfrt; 
fernn eine nach unserer (Jeberzeugung gerade hauptsächlich in 
diesen Enler*nchen Werken SansefaF eewine Verliindnng der gee- 
metrieeben und analytischen MeitKide, welche Alles zur vollkoni- 
iiH'Tistf'Ti Ansrhaullchkeit zu hrinejen sticht, finr iMothodf' . dtirch 
die bekanntlich auch ripiirrÜch Miss Sonimervii le in ihrer sehr 
schünen Mecbanic ol Ueavens die M^cantque ciileste we* 
niger mit den rein analytischen Bfetlioden vectravten Lesern n&ber 
zu bringen gei^ucht hat; nnd eudlicli ein überaus c^rnsser Reich- 
thum höchst instructiver Beispiele und Tuerbanischcr Anfirahen, 
wie man ihn, so weit wenigstens unsere KejiiitHiss der betreffen- . 
den Literatur reicht, in keinem ajidern derartigen Werke üodet: 
dies sind die Eigenschaften, welche nuob gejgen>^-ärtig noch dai 
Studium der Euier'achen, die >leclMnik betreOeiiden VVerke höchst 
If hrrpir h tuachen, und durch dasselbe narli unserer Ueberzeuguog 
die berste Vorbereitung ijewhhren, um dann das Studium der neue- 
ren rein analytischen Werke ungehiiiJort verfolgen zu können. 
Ausserdem wird aber eben wegen der jetzt hervorgehobenen £1* 
genschal'ten das Studium der Euler schen Werke Praktikern sehr 
zu entpfelilen sein ; denn wenn dieselben freilich auch aus diesen 
Werken, was auch deren Zweck nicht ist und sein soll, keines- 
wegs lernen, eine Maschine zu berechnen, so wird doch ihnen 
in denselben die beste Vorschule för weitere speciefler auf Ihr 
eigentliches Fach gerichtete Studien jedenfalls dargeboten. Dies 
sind die Gründe, wegen welcher wir daa Erscheinen dieser Ueberr 
Setzung freudigst begrüsst haben. , 

Was die Uebersetsnng selbst befrifft, an sieht -map es ihr 

auf den ersten Blick an, dnss sie nicht aus einer jener Uolrer- 
setzuni^sfabriken , die jetzt oit ganz unnütze Uebersetznngen mathe- 
matischer Schriften dutzendweise zu Tage fordern, her\'orgegan- 

gen, sondern das Resultat einer langen, eifrigen und hingebenden 
Beschäftigung mit dem Euler*schcn Werke ist, wofür namentlich 
aii( h die fast lunf Boi,m n füllenden Anmerkungen und Erläuterun- 
gen und das sehr sorgiältig und vollständig ausgearbeitete Inhalts- 
verzeichuiss nach den einzelueu Aulgaben und Sätzen überhaupt, 
welches i» Originale gaos fohlt, »ud Beweise dienen. Fehler m 
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Orii^inale, falsche Bezeilteiliiff der PatafPSplMii te'dMnselben i^hiil 
Überali, wo «ie sich laiMlcn. verhe?«!ert u or<len, wober es auch kommt, 
dass die Nummern der Paragraphen in der Ut^bersetzun;? mit denen 
ini ersten T heile des Originals, welchem der erste Tfa^l der Ueber- 
eetsmiff seilet ganz entsprMdii» eiebt' ToUig fibereiestiiiiineB. Die 
Anniemllgen und Erläutenmgen des Uemi Ueher^etsers sind mit 
Recht von der Uchersetzung »<elh»t ganz geschieden , auch nicht 
unter den Text gesetzt, sondern in einem Anhange beigefügt wor- 
den, so dass wir also hier, wie es schon die Achtung vor einem 
BtUoDe wie Eni er gebot» bis auf die Sprache gaas dem wahren 
Euler vor uns haben, und die äussere Ausstattung« rucksicht- 
lich des Papiers, des Drucks und der Fieuren tafeln , ist in jeder 
Beziehung eine würdige zu nefinen ; auch ist der Preis im Ver* 
hältnlss zu dieser Susseren Ausstattung und der Stfrfce tod 31*4 
Dnickbogen und vier Fignrentafebi niedriz gestellt. Daher z«vei- 
feln wir nicht, dass jeiler theoretische Mathematiker oder Prak- 
tiker, welcher d.'i« Original der Euler'schen Mechanik noch nicht 
besitzt, oder den die i>prache, in welcher dasselbe ursprünglich 
Terfasst Ist, hindert, sich den aus dem Studium eines Jedes 
Werkes dieses grossen Mathematikers herv orgehenden Gettuss za 
▼erschaffen, sich in ih'.n Hesitz dieser in jeder Beziehung enipfeh- 
lensWerthen IVbersetziing setzen wird, und schliessen mit dem 
Wunsche, dass der Herr Uebersetzer das mathematische Publi- 
kam nleht su lange auf die FciHisetntng «'arten lassen *nii»ge. 

Studien der Mechanik und Physik von Hermann 
V. Kauffmann. Erstes Heft. Die Statik der Linie. Ko- 
penhagen. 1^06. 4. 12Sgr. 

Nach einer in der Versammlung deutscher Natniforsefaer zu 
Kiel im Jahre 1846 gehaltenen Vorlesung als V^irrede enthiilt 
diese SebriHt eine: „Die Statik der krummen Linie" Aller- 
schricliene analytische Abhandlung, welche bei der \'ersamnilinig 
deutscher Naturforscher zu Nfiroberg im Jahre 1Ö45 vorgetragen 
wurden ist. 



Prakttecäbe Mechanik, 



Bewegung der Wagenzüge auf atmosphärischen 
Eisenbahnen nach den urundsatzen der Mechanik heur- 
theilt von J. W. v. Descbwanden, Lehrer an der Can- 
tonssehvi^ sii>Zirleh. j&ilrl eh. 184(1. a Sgr. 

Der Herr Vf. legt in dieser Schrift ebe gute Kenntnis» der 

theoretischen und praktischen Mechanik an* oen Tag, ,iind vir 
glauben <l;ilier dieselbe solchen Mechanikern, welche vor einem 
grosseren, bei dergleichen UnterMichnngen aher, wenn sie mit 
Ciründlichkeit au«;es(ellt werden sollen, natürlich nicht zu umgehca- 
dfn Fennelnreiclitbunie niebt erschrecken» am Citberaeqgung sar 
Beacbtiing empfeUea u dürfen. * . , 
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Etudes d'Astfononiie »telUlre, Sur la voie UcM» et 
Mur la (lii^tance des otoilcs fixes. Kapport falt a seti 
r.xcollenc;« M. le Coiiite OuvarolT, Ministre (\r riri/striie- 
tiou publique et President de rAcadeiuic lnij»^fiale 
üe» scienceH, par F. G. W. Stroiret Dir^eUur de rob^er- 
vatoire central de Riissie et Membre, de TAcademie. 
St.-P«tert«lioiir<^. I.S47. (Fiir die actronemUcheiL Mach- 
richteu bctfonderf abgedruckt.) 

Von gro9Meni allgemeinen Interesse ist besonders der hiatil« 
fische TheH dieser Schrift, ufldipr sich über die Ü!itcrj<tirhiini»ei^ 
und Ansichten über den Kixsti'riihimniel von Cppernikus, lialiv 
iei» Kepnier, Uuyghcn«(, Kant, Lambert, Michelt, Ue^r- 
eehel und anderer Af*irenmiien bis 'auf die neueste Zeit in eitfec 
sehr ansprechenden \mt\ ^rnndüch unterrichtchdon Darstellung ver- 
breitet. i)er iibrij?e Thril hi^lrifft die ri^j^onon rTitrrsrK-Tiuiigcn und Ile- 
obacbtungen des berühmten Directur«» deri^oulkovucr ältcsuHarte über 
denselben Gegenwand. Geber die Termeinillcbe nnd gleich bei ihrer 
Bekannt machung vielfach bezweifelte EnIdecIniDg einer Oentratsonne, 
von der bekanntlich TTntnPT^fnrh in jinpulnron a.strorioinischcn Schrif- 
tcti nncl ht*npfnsfi*ji.hen i>l itr«'in viel Hcdcns gemacht , und dadurch 
das nicht urtheiUfahige Pithiikuni vicll'ach irre gel ührt worden iaU äosr 
sert eich Herr t. StruTe p. 47- auf Ibl^iide Art; „M.MaedbMrd«' 
Dorpat a envisag^, depnie, le movrement proiiro des etoiles sons 
un point de vne oppose. II rroit qne Ics PIcTadcs forment le 
^ronpe central dn Systeme de la voie iactee, et ({ne la pIns hril- 
lante ätoile de ce groupe, Alcyone, peut etre rci^ardce cunuue 
•elell central de la Tofe laet^, autom dnqnel todle« Iba 'Atolle« 
ee meuvent avec nne vitesse n'oyenne «hgulaire Identitjuc, quelle 
ijue S(»it la (listanro iineaire ?ni corps cpntrnl, et riucHnalst»n de 
lorhite. Une hyiM)tfn»sc analoi;ue a ^te enoncee par Sir J. Her- 
echel en 1833, ct)iunie celic qui rend possible la stabilite du sy- 
etftme d*un amas gfobulaire, dana ie<|uel un 'Irda grand nombre' 
d'etoiles, de mdme graadeur et uniformemftDt espäcäcs, se tmu- 
venf rptiTHf's. En reconnaissant la hardiesse de l^ipplication de 
cettc hypoihese au Systeme de la voie Iactee cntiere, je crois 
qu elle est beaucoup trop hasardee pour l etat actuel de la science, 
et qu'elle eat expostfe dee' objecfientf tr^s grai«s;' adif th^oriqueS| 
«oit du entä *d«4 »ph^ob^es ciSleates*" . 

Sonnensystcnf* l^ewegiiogen und^ Bahnen der Ge- 
'stlrAQ nach ei^er neüeQ Aui£a%f^ung. ..'^tea.B^ermann Milr 
b«r|5, B^riiiLlSIT. Hf.' \ • . ^. ; *„ 

Vir bekeoDcai gern, daaa det Inhalt dieser StAitlfl eotn-eder 
Aer eder mier doeem HothMiifl» ist» 

Abhandlung über die leichteste und bequemste i>Ie* 
thode, die Bahn eine» Cometeix zu berechncD, von Ür. 
IlVil^«!» OJh«ra. UU H^rlchtigvsg und '&<freit«rttag 
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der Tafel und FortseteuM*: des rnmf^ten-Vcrxeichnis 
ses Iii« zum Jahre 1847, von Ncutm Ii o rausgej^ehen von 
J. V. Eiicke, Uirector der Berliner ^Sternwarte. Mil 
dem Bildnids ron Olbers nod einer FigurentafeL Wei> 
mar. im. 8. 2Rthlr. 

Ein neuer Abdruck der bekannten classischen Alibandlung von 
Olbers Uber die Berechiuin^ der Cometenbahnen aus drei Hcoli- 



welche <He«e neue Ausgabe der jedem A«tronomeii völlig nneet* 
behrlidien Otbera*8chen Abbaodlung, dorch deren Besorgung der 

Herr H('raus2;eher sich ein grosses X'erdienst erworben hat . er- 
halten tiat, sind uu^ dem Titel aiMjegehcn. Die Uarker'sche Coiue- 
teutafel für die poraboüscbe uuitre und mittlere Bewegung bat 
Herr Stad. Luther vod Neuem liereefaiiet, und die Cometeotafcl 
hat Herr Dr. Galle ausanmieogestellt und bis zum Jahre 1847 
f »rf '^n'f'fihrt \'(TS(|jir(!piTc von Olbers selbst firrrfilurnde Zu- 
s it e zu ^^einl'^ Abhandlung sind nebst not>h i liiiL't'ii anderen Ta- 
feln , einer Erläuterung der Berechnung und des OeLtruaebs der 
Tafdn, und einer «iromariachen Ueberaicbt der beauenutlea Per* 
mein xur Bereehiumi; einer Cometenbabn ebenfalls beigef)B||!tf ^ 
dass diese neue Ausgabe der 01bers'scb<Mi Abhandlung in »I'r 
That als ein vollständiges Reportortum alles dessen zu betrachte« 
ist, was einem Berechner von Curaetefi bahnen in theoretischer 
und praktischer Rücksicht zu wissen nütbig ist und sur Hand seis 
muss, wenn dieses Geschäft mit Rüstigem Erfolg auMgefiihrt wer^ 
den soll FnflUcli hat der Herr iI('r:m.s!^r!)or «uirdt die in il»'r 
VoiTCile zur neuen Ausgabe zugleich ^ei;ebeiie im höchsten Graii« 
ansprechende Schilderung der Persünlichkeit Olbers^s und durdi 
das von Herrn d' Arrest auaammengetragene vollitioclige Ve^ 
zeich niss der Schriften dieses grossen A^oQorocn allen MaUie- 
matikern und Astronomen ein serir angenehmes Geschenk geiuarlit, 
und uir zweifeln daher nicht, dass sich gewiss ein Jeder, ^«er 
an diesen Studien' iigeod Interesse nimmt, sogleich in den BesU« 
dieser vortrefflichen ochrift setzen w ird. Wie viele Veimebrun^ea 
die neue Ausgabe gegen die ältere erhalten hat, lassen schon die 
Seitenzahlen erkennen, indem die ältere Ausgalie ausser dor Vor- 
rede 80, die neue dagegen, cbenfalU ausser der 1 Seitei 
starken Vorrede^ 2S1 Seiten umf^tsst. 

V crzeichnlaa aller bis zum Jahro 1847 berechnete! 

Kometenbahnen. Entworffn von G. A. Jahn, Dr. Phil., 
Director der astronomischen (v e s ei Isch a ft zu Lcipxig 
u. s. w. Leipzig. 1847. Queer Fol. 1 Rthlr. 13 Sgr. 

Dieses Verzeichniss scheint uns durch das Erscheinen der 
vorher angezeigtea neuen Ausgabe der Abhandlung von Olbers 
fiber die Berechnung der Cometenbahnen ganz entbehrlich gemicht 

worden zu «ein, um so mehr, da die vorÜesrenden Paar Bo^en 



reichen Inhalte für nur 2 Rthlr. zu erhalten ist. 

Die Erde in khrem Verhiltnfn« sam Bontfenayatea 
vmid ain pUnetariseben (.ndtvldasm, edtr VerMdh tinei 
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astronomischen und physikalischen Geographie. Nach 
dea heften üfllfe^vellen xeM CSel Im i«»ter flehte lieer* 
heitet vee Dr. J. M^yer. Zürich. 1847. a 3Rtblr.3Sgr. 

ISin sieh recht gut lesendes/ flbrl^cne ganz popntSres Bucli, 
dessen freilich etti'iie heber Preis seiner weiteren Verbreitung 
wahrscheinlich einigemaaeen blDderlicb sein wird. 

Dae^Dipleidoscop. Seine Theerie» Einriebtoog und 
Anwendung, von Dr. Franz Hcinen, Renleebol^Direk- 
tor. Dfisseldorf. 1847. 8. 10 ^Sgr. 

Diese kleine Schrift enthfilt eir)C sehr deutliche Bcschrcibnng 
lind ganz eleniontar, hanpfsärhiich bloss mit Hülfe elementar-geo- 
metrischer Siifze und Betrachtungen durchgeführte Theorie «les 
Di{deido8cnps , hnd ist allen denen, welche sich mit diesem srhü- 
nen kleinen instmuiente näher bekannt machen wollen, sehr zn 
empfehlen. Nur wo ee unerlhsslich nöthig war, hat sich der Herr 
Vf. auch trigonometrischer Betrachtungen bedient, und am Ende 
noch einen analytischen Beweis fiir den 8af/ beigelugt, dass die 
Deckung erfolgt, wenn eine dtorch den Strahl einer Kante des 
Prismas parallel gelegte Ebene mit dem Vorderglase eioen Win- 
kel bildet, welcher (lern Winkel des l*risnias uleich ist, wobei 
jedoch der Einfachheit wegen angenonmien worden ist, dass das 
Prisma rechtwinklig, übrigens aber beliebig sei. Die Einfachheit 
der geometrfscheii Detraemiing in dieser Schrift ist rorsügllcb be- 
dingt forden durch einen Terallgemeinerten Ausdrück der Glrund- 
besetze der ZurOckwerfung und Brechung des Lichts , w elcher mit 
den eignen Worten des Herrn Vfs. so lautet: „Der Neigungs- 
winkel des zurückgeworfenen Strahles gegen eine bclieuige« 
dnrch das Ehirallshitb gelegte Ebene Ist stete 'dem Nei^nngswin- 
kel des einfallenden Strahles gegen diesefbe Ebene gleich; and 
der Sinus des Neigungswinkeis des gebrochenen Strahls gegen 
eine beliebige, uurcn das Einfallsloth gelegte Ebene hat zum 
Sinus des Neigungswinkels des auffallenden Strahles gegen die- 
selbe Ebene stete ein nnrerUnderifcbes VerhSltelse.'^ IroldeSStee 
nind leicht zu beweisen und verdienen in dieser Terallgemeinerten 
Form hhufigcr bei optischen Untersuchungen in Anwendung gebracht 
zu werden. Wir erlauben uns nochmals die Aufmerksamkeit alter 
derer, welche sich mit dem Dipleidoscop naher bekannt machen 
nnd dasselbe selbst zu Zeitbeennnniuigcn anwenden wellen, anl 
diene Ueuie Schrift anfinerksani zn machen. 
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NntnrnbILoeopbie von Dr. Carl Lndelf Menxier. fir- 
ster Band. Allgemeine Einleltang in die Naturphilo- 
- Sophie und Theorie der Schwere. Hsll^erstadt 1847» & 

1 ftthlr. ' 

Mathematiker und mathematische Naturforscher werden sich 
wehrscheinüch nicht die Mfibe nehmen ^ dieses Buch aufmerksam 
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s0B«.wliMh«i.. M den PMeMpIratt «Ar GMefc. 

, Recherclies f:ur les etoiles -filantes par Mr. Coulvier- 
Gravier ot Saigey. Introdvction blatnrique« A Paris et 
a Alger. IW. 8. 1 Rthlr. 20 Sgr. 

Vflr lernen ans diesem Buche, dessen Vf. Herr Saigey ist. 

caerst einen Mann, Hemi Coul vier-Gravier von Reims, der 
sich aber seit dem November 1S4-1 zu Paris atiniält. kennen, «el- 
eher mit der jirössten iieharriichkeit jscbdii ficit dem Jahre IMI 
sich uounterbrucben der üeobaebtijug der Steriischnuupeo gewid- 
net hat und, wie Herr Saigey, der Verfasser dieser Intromffitios 
bistoriqne^ s^f^^ aitundouiiail pöriodiqoement sos occupatlons eMi> 
niereiales, et loiMait douze voyages de lieini}*, theatre de ses 
observation-s , a i^aris, centru des lumieres et des corami^sions peu 
dUij^entes. Futigiie de tuutes ces lentcurs, M. Coulvier -Gravier 
prit tm parti extreme: il brulä ses Tiiisseaui, ou, en'temes phi 
vui^aires, il abandonna son Industrie pour se vouer exclusivemeiit 
a l*etude des meteores; et, aiiu de rendre sa resolution plus irre- 
vocable» il vlnt avec sa famiüe a Paris, a proximite de cet obi>er- 
vatoire royul, ou il croyait trouver lea rooyens de continuer «et 
iahorieuses recbercbes. Nim, n'ie dem auch sein mag, so habt« 
Wir in diesem Buche eine ganz neue und hüchst vollständige Be 
ärbeitui>i( der Stertischnujipeiiproblcme, hauptsächlich von der 
praktiticheii Seite, zu erwarten, upd >vas die vorliegeude lutroduc« 
tion, bistyriuue betrifft, so IcCnnen n'ic' nicht anders sagen, ab 
dass der- Vi. derselben mit allem, was bisher a^i^ «^ic^^ni Felde, 
nanieiitfich auch in Deutschland, geleistet worden ist, hiichst voU- 
stündig vertraut ist, können daher auch dieselbe einem Jeden, >ver 
sich mit diesen Leistungen auf eine mtiglicbst leichte i\nd über- 
sijchtliche Wdse b^lrannfaMicben will, als, ein ziemlicb.yölbf^ndigei 
Repertorium em p f eh I (>n. Freilich scheinen uns die Leistwi^piML IS 
derer Beobachter nicht immer ganz gerecht beurtbeilt 7.u sem, ob«) 
dass von Herrn Coulvier-Gravier naturlich alles Ueil auf dif^eai 
Fei/Je t'eruerhla allein au erwarten ist, versteht sich von selbst. 



f^ermischte Scbrlftcn. 



The Cambridge and Dublin mathematicat Journal. 
Edited by \Vm. iTiomson, B. A., F. H. S. E., Felloir of 
St. Peter sCullege» -GaiiibFidge, and Professor of Natu- 
ral Philosophy In the University of Glasgow. VergL 
Liter. Her. Nr. XXXV. S. 623. 

' ilJIK' X. et XI,' Ott Prfncfpal Am of a'Bodr, Äid|t"Molnenli 
ötlneitia, and Distributierl in' Spirce. Goirtinue<f. Üy R. Town- 
send. — On l^o^ärithniic Integrals of the Secorid Order. Part IL 
|}y Francis \V. Newmaiin. — On a l*rohleni in Corabinafioti* 
liy the Rev. Xhuuias Kirkmao. — Ou SymIMMrai Ive^sietr)- 

i;j(HitW«s4t. I)y. i^ir H. AlMnllle«. ^ j|l*,t|ie .M^rssÜil 
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EquAttons which (MMM in^'B^nMiiiical Pk^blenis. ByA. C.iyl#y. — 
Oll a Multipl« Intern! < nnrrccfrd with tho Tlieory of AttrncHnn9. 
B3' A. Caylev. - Oii thc Existcricü of Kooti« of Ali,M'!»i.i5«'al 
Kquation». lij tl»e Kuv. H. Goodn iii. Ott tlic Forcus cx^e- 
fieiiced bv smafl SpheKs ittiiler ftfasmetic Influence ; antt on «onie 
of the nuloamtmk ' pre^enteil l>y liianiaG^netie »Siibstancos. Uy 
^Vllliam Thomson. ;M;ill.fMnntir;tl N(>(«*s. I. I*<^!;iti\ e to Mf, 
^cvvmiirs papi^r or» Lo<rarithiiiir lrit«'!4rals of thc iSiTontl Ordef. 
n. On (he CatisUp by i^eitectinti iit a Ctrcle. III. Noluticm of a 
•Problem ^mn tbe Senate Baot^e papera for lHt7. 1V\ On a tiv^tem 
of niagnefic eiirv««. (Nr. XII. wnl ba pvbIUfbcd on Iba l»t ' of 
November 1847.) 

Inden ßiilletins de rAcad^iiiic Royate des «cicri- 
ce<«, des lettre« et des beaux-artn de Heiginue. Tome 
XIII. II™«- Partie. 184«. und T. Xl\ . J^- Partie. 1847. (M. 
',vergl. LUerar. Her. Nr. XXXIV. S. 5Ü<>.) linden ^^<U inisser nirfi- 
rercn anderen kleineren Aufi»ät/.4:n nud kürzeren MiltheUuit^eu die 
folgcndeu Iiec^onders bcachtungswertlieu nrntheniatiscbeii und phy- 
eilcuiMAeD Abhandlungen. 

Tflinie Xlli. II"''' Partie. ?Iote sur une exten^ion d^ua th^ 
r^iue de M. Canchy, per M. T immer mane. f, 17. (Bs ist dies 
da» ivich(i<re Theorem, wovon im Archiv. Tbl. I. S. 904. ane- 
'fllbrlich die ttede gewesen ist.) 

Sur les proportions de M. Canffield. Thercule des Ätatn-Unis. 
Nntf> ()e I^L Quetelet p. m (M. vergL Liter. Ber. Nr.XXXLY. 

6. 508.) 

Observations de ia T>lanete Leyerrier, fiiitee k fobeervatoiie 
royal de Bruxelles. \u itiO. 

Note sut unc ftinction exponeutielle, par M. pAgaui. p. 347. 
Der Inhalt dieser Note ist folgender : 

„Dans tou8 le8 traites» d'analy*ie al!?<*bri<pKj on a (outume de. 
u iiitribuer a la foiiction exponeuttelle «u une seule valeur, cor- 
icspondaote i ehaque valeor de hi variaMe ^. Gependant H eet 
alee de prouver *\ue cette fonction est sosceptible de plusieurs 
valenrs. dor.t le nombrc pcut ni^nie nlirr ri I inftnl. .La fornmle 
generale qui les doone toutes est iu ^ i^aivante : 

e» = (i + fcoa + »in^itjM: V 

m etant un nomlire entier intti i i m ewt grand, Ic un nombre entier 
infiniment grund, k un nombre entier uueiconque, et n le rappurt 
de la circonfdrence an diamdtre. On admontre ansei qne l*oii doit ^ 
avoir: 

- - ^k%x — 

TW 

Sur la disposition geuiuetriqnc des partics foliacees des pal- 
miers« lettre de M. le coaseiiler de Marlins, secretaire de la clasae 
4e9 sclence« 4e TAeadduie de Menkh, ä BL Quetelet p. 351. 
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Tone 'ÄlV, 1» Partie. NouTcDe lUoHmstimlSm 4e k Ui 
de r^dprociM pear Ice rteidoe quadratkiiiee» per If. SdiMr« p«7l* 

Sur les proportions des homnies am se fönt remarcn^r par 
en cxc^e ou an di^fant de taille, par M* Quetelel. p. I08. 

lo dieeem in mebrfacher BeaetniBf ioteteesanten Aufsatze 

sagt Herr Quetelet u. A.: „On rapporte que le Suedois qui 
faUait partic de la garde du grnn(] Fr^eric, avoif '2™ ^2 de bau* 
teur; c'est a la veritö la taiUe la plus devee qui ait #t<^ coostaUe 
d*uiie inaiiiAre aothentique. On peut donc ^tre remarqaable atai 
atteindre de pareille« proportion«." 

NouveNe d^moesbation' des femnilcs relaftves an tayea di 
cerde oeculatenr, pat M. Pagaol. p. 186. 

Troiaitaie memoire aur TinductioD» par M. le prefeeaew 
WartmatiR de Geo^ve. p. 187. 

Ohservations e^odäsiqurs e t inagnetiquea faUos en Autridbe 
pendant l'annee 1846, ])ar M. Kreil, din'ttonr do rObservafnire 
de Prag (Extrait/d'uoe lettre de IV1. Kreil äM. Quetelet). p.2bÖL 

Rapport «ur un nic*moire de M. Meyf^r. relatif au developpc 
ment «mi serles de (juatre CoTictiona (Coniuiissaires M. M. Pagani 

et T i 111 HM' r [u a H iKs). p. 425. 

Es siud die« irrationale Functionen von der Form der Fuoctiot 
und ähnlicher. 

Description de quelques appare^ds destines anx doinonstrafinrrs 
^p^rinieutales 4<uis les coura publice; par J. O. Crahay. p. 5öl 

Es sind dies eiii Apparat zur Erläutprunn; der Gesetzr aller 
Arten des Hebels und der <irnnd^esetze der Statik überhaupt, eia 
Apparat zur Lriauteruim der üesetxe des Keils, und ein Apparat 
aar £rlSuterung Terschiedeeer aerestatlaelier Geeetie. Wir glai- 
ben die Vor^tener i)hysikalischer Kabinete auf diese, wie es unf 
scheint, sehr zweckmässig construirten niid einen sehr ans^rf^'^'"»" 
ten ixebrauch gestattendeu Apparate aulaierksaw mackea zu uiussen» 
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Xiterarteclier Serlclil;« 



AritMinetik. 



Robertson, C. N. ; Arithiitetic Freed from iU ünly imper- 
foction by the CorredioD of tbe Erroneow Theories of Squaticm 
ol Paynirnts Hurrow , Cocker, Hatton, Keitb» ICersey, 
colm and öir ^aiuud JUitrebiiid. ltM7, 1 sb. 

TraiM gtfnäral et cooiiilet;- Cb^ori^ue et pratique, du calcul des 
ioterete composi^es etc. du caicuf dos lutMtB simples ete. dst 
U MouliD-Collio. Poris. 1847. 4^/ ^ 




Yenezia. 1840. 8. 5. 2^ 



Eletnentär Afhand ing om Serien Cosvemos. Praes. Maa. 
Carl Joh. Hill, Math. Professor; Resp. Carl Otto Natfas* 
na^l DahJgren. III. Lond. 1847. 8. 

Methodus CI. Gracffi aequationes numericas altioris grsdus 
solvendi. Praes. Carohis Joh. Hill, Math. Pmf. ; Resp? Atto- 
tor Johannes Cbristop horus Toll. I. Lundae. 1847. 8. 



Oeametrie» 



Eletoents of Geomehy , with s New Demonstration , not de- 
pending on aoy Postulate , tbat the Sani of theAndes ofa Plane 
Wigle is equai to Two Rigbt Asstes. By J.JD. 1847. 8. 3>sh. 

TbAirie des paralleles, demontree d'nne manm^ sIniBle et il- 

conrense , sans aucuno consideration de rittliiii^ par A'chlUe 
Lefrangois. Cherbourg. 1847. 8. ' 

Geometrische Ausläufer. Eine Sammlung grOssleii« 
tlielU neuer saaanmeabftjigeiideff UebiiBgeattfgabeii 
Baai X. so 
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für angehende Mathematiker von Johaoo Heinrich Traa- ' 

Rott mfiller, Schslrath and Dlr^ctor d«s Hersogliche« I 
Realgymnasiums au WicHbaden. Erstes Heft, enthal> 
tend 9 AbhaadluBgeBmlt läFigarett. UaUelbMi 8. ^Sgt 

Der Herr Vf.^ hat bei der Herausgabe dieser Abbandhm^ 
eioa doppelte Absicht gehabt Einmal sollen dieselbeo denen eine 
Sammlung \'on Uebungen — üebuiijrsauftjaben wollen und durfea 
wir nicht sagen — darbiftea^ weiche «ich selbstthätig mit der 
Mathematik Tertrauter mäclien una auf 'die bereit« gewonnenen 
Fundamente weiter fortbaueu wi^liMi, JaniK sie die llU^gkeit er- 
langen, die Grundin'obrheiten dtsr Geometrie in den verschieden* 
steu Beziehungen anzuwenden. Diesen Zweck allein erfüllen in- 
dess schon die vielen Sammlungen von Aufgaben, die wir bereit« 
beaitzen, nnter denen sich keiae von den übrigen dnfdi daea 
besonders hervortretenden, ihr eig«^|iiUalichen Charakter aus- 
zeichnet. Bei Weitem die meisten die»^er Sammlungen enthalten 
aber nur lauter abgebrochene und vereinzelt dastehende Satze, 
deren Studium zwar erfreut, aber den Jüngern Mathematiker aller- 
illllgs -zn ceistreoen nnd an ein desaltorisches Dmherenclien a 
gewAhnen leicht Veranlassung werden Icann, eine Richtung, welche 
geH'iHS keineswe«;« vortheilhaflt ist, weil sie leicht zu einem wis- 
senschaftlichen iSascl\en lührt. während nur ein tieleres Eingehen 
io. irgend eiueo bet>oudereu Gegenstand gründlich furdert und die 
feeisi&e TMti{Ekeit concentrirt Anf. das Letztere mm hat dir 
Herr Vf. mit der vorliegeaden S&mmluitg geometrischer Uebnagei 
hauptsächlich hinwirken wollen, indem er gesucht hat. einen uo4 
denj»elben meistens sehr einfachen Ge&enstand nach den verschie- 
densten Seiten hin za verfolgen nnd aamlt zugleich zu noch wtd | 
teren Untersuchungen Veranlassung zu gcbeu. Ausserdem W 
er die Betrachtungen auch im Einzelnen noch möglichst grupplrt, 
um zu einem u; eord ii ete n Studium die Hand tu liietcn und aeB 
Anliinger die nüthi^en iiuhepuukte zu gewahren. Der Lehrer, 
der dieselben et^va.fiSr seine Schüler benutzen mochte, wfirdt 
anch noch aus jener sorgföltigero Grtippiruoi^ den' Tortheil ziehctf 
können, eine solche einzelne Gru]>|)e zum degenstande einer be- 
sondern Aufgabe zu machen, wo es an Zeit i'ehlte, den ganzen 
Gegenstand zu behandeln. Dass endlich die aufgestellten Sätie 
bei Woltem -sam grossten Tbeile nett sind', dflrRe den elkiffia 
Zweck noch in der Beziehuni^ fiirdern, dass derjenige, welclier 
schon andere Uehut.iisbncher benutzt hat. Ix'i der Benutzung de« 
vorliegenden nicht leicht ui< (ler auf ihm Bekanntes stossen, und 
daher gewiss an den Wahrheiten immer selbst seine Freude 
haben wird, wenn ihm nur glierhaupt der erforderliche matheatt* 
tische Sinn nicht abgeht, ohne welchen sich aber auch gewiss 
Itql^oo überhaupt Keiner an da« 3tudi|iin eiaef Bi|sha wie dM 
j^orliegende machen >^ird. 

Mit dem letzteren Umstände steht die zweite Absicht io Ver- 
bindung, welche der Herr Vf. bei der Herau*;i;abe seine« mit 
ei[09ser Bescheidenheit Ausläufer bej^tjelteu voxitrefflicben Buch« 
Eatte. Er wollte nfimlich in demselbeii^ch eine Htfibe elgeo- 
thflmlicher geometrischer Untersuchungen Terüffentlichen , die ge- 
wiss auch für jeden Mathematiker von Fach Interesse haben wer- 
den, und «ehr zu beaohteode Beiträge sam weitem Aasbas 
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niwerer Wisdenschaft liefeni. Wllireiui die Betrecbtoagcu über 

Bigcascbaften aer in den Scheiteln eines Dreiecks auf 

dessen Seiten errichteten Lothe (iSr. II.), so tvie di« über 
den Kreisausschnitt mit seinen B erü h r u n s k r ei « e rr 
(St. Iii.) vorzugsweise iür den kscbuler Interesse haben düriteu, 
aber doeh aoch flberhanpt nkhi weoif an aicb Aemerfceiiswertbes 
darbieten, verdienea gewiss aHe übrigen Abhandlungea eiae «iK 
!rem<»lnerp Beachtung. Hierher erehort zuerst df^r Krois niif 
seinen vier gleichgestaiteten Berfth ru ngs tl r e i ecken 
(Nr. IV.), der den Gegensutz mm Dreieck mit seineu vier Be- 
Ttihrungskreiaen bildet, and» ao viel wfr wisaes, «aeb ni t g aiid i i 
näher betrachtet worden ist; ferner die zwei Kreise mit 
ihren zwei Paaren gemeinschaftlicher BerCIhrnne;«- 
linien (Nr. V.), die in sich selbst ihren (TPi^ensatz haben, inileni 
man dabei eben so wohl von den beiden Kreisen, als auch voa 
den beiden Linienpaaren ausgehen kann, deren Verbind ungsaze 
der Durchschnittspunkte das eine Winkelnaar halbirt; eben so 
das Streifendreieek und Streifen parallel o [jramni (!V'r. IFl.), 
worin den geraden Linien Streifen von beliebiger Breite substi- 
tnirt sind, woraus slqh eine Menge, hier nur zum klieren llieila 
aofgaatellter merbwOrdiger fieziefiungen ableiten lässt, und gewis- 
sermassrn ein ganz neuer Theil der Pfaiiinietrio rrsTiltirt. in n el 
chem die geraden Linien durch Streifen vertreten sind, n;is zu- 

{ gleich in der Stereometrie ein Analogon findet ,^ indem hier pural- 
elepidale Räome n. s. w. die Kanten eraetzeh endlich lianptsftcirfüdll 
die allgemeinen Betracbtnngen über die Stützpunkte 
der Vielecksumfü n ire f!Vr. VIII.), welche bisher noch irnnr 
vernachlässigt worden sind, aljcr doch aasserordenflich viel Älcrk- 
würdiges darbieten, weshalb auch der Herr Vf. mit besondeier 
Vorliebe bei dieaen BeUaehtangen* Terweilt, and diesem Aalnuttfi 
mit Recht eine grossere Ausdehnung gegeben bat» AiMT auch 
die beiden noch fibrigen Aufsätsa fibet nie F i ?er> Hchaftet) der 
Geraden, %t eiche die Winkel des vol i stand igen Vier- 
ecks balbirea (Nr. VI.), und die Untersuehunueii über den 
flekwerpuokt daa Drelachannifangs (Nr. VDI.> Waten wHh 
fiele bemerfcenswartbe Be^bbnngeii dar. - > 

Die Leaer den Archivs sehen liietaua, ein wie grosser Reich- 
thum interessanter, gr«"sstentheilt< i^anz neuer Sätze iJinrn auf die- 
sen \venigen Bogen geboten wirr! . und rlfcsp in jeder Beziehung 
ausgezeichnete Schrift verdient daher voUkommca die alluemein/ste 
Be^itung, die Ihr anch gewiss nicht ea^ben wird. Besondeca 
,'wenlen auch Alle Lehrer der MathematiK einen vielfachen brichst 
twaekmässigeii Gebravch ran dem Ihppn hiervoiHeganden reictteii 

I « ■■■ ■«■ . • . » * » 

'Vf. den Kamen Stutxpnnkt gewihU bat. ^«Ifd« nisr aBtetnaodenMetSfii 
sa weitULafig «ein 4 and niass in der Abbandloag aclbtt nacbgciieheri wor^ 
den« Ganz in der KünM wollen wir nur Tinnerlcen, ^aa« er Tic! zwei 
parallelen Kräften. einen Unteracbied macht, wenn die Kxaftc ffleichütini- 
nig oad flngTotebrtimniig painIM slnd^ Im swailen Palle« niMat «t, tti 

'Iccui cigrnl\ic!ier Schwerpunkt Torbsinilrn. itnd fiadel dadatch feiaalHi 
lang i die Bencmiang Stötiiponkt «insafilivM. 



Sisfia timfceii hiie» . und a^pthende Matheinatlker werdoi an« 

dem Studium dieser AK>h;in<l!nn2en eine vortrefflklie Uebantr und 
eine f^ei%is« sehr f^^chtl^^ill^eln^e V orbereituo^ /u weiteren schwe- 
lerMi Studien &ch<lpieo können. Auch uflichteo wir den v<hi dem 
Hemi Vf. dargelegte« Aosichtaii <ib«r die bail» Alt MatiMSiatt 
«eher Ürtwapon ▼ellkommeD bei. Blicke dacb a«eli nur jeder 
Mathfmatiker einmal auf seine eigene Erfahnme zurück! i>anti 
wir<i er sich wohl noch mit dem «rriJsisten Danke der Frfichte pr- 
inncrn , welche ilun dus zu au m men hängende »Studiuiu jeder 
B«l«r'flclieii Abhandlun»; trug, i^ans abgnenen tini de n— tcri i d« 
len UaMe. Diese Abhaadimigtn mÜMeii imer md Inmef wie- 
der YM Neenm gelesen werden. 

I&dmetui de gdonidtrie ddscripttve etc.; par C. Berlavz- 
WilUio. l^mSTim. 8. «.0. 

Lev'on« nonvcfles de fijeometrie an.dytiqiie , nrecedeets des Kle- 
mens de la trigonoiuetrie ; par M. M. liriot et Bouquet Paris. 
1847. 8. 7. ä). 

Dissertatin nt h r m ut ica inauguralis de Lemnisrata 
Bernouillana, quam pro gradu.magisterii et doctoratus 
eummisque ia Hatheel et Philoeoplif a nafarali hooori* 
bus ac privilegiie io Academia Xiugdeno-BataTa rite 

et legitime . cousequendi^ puhlirn ac solemni examini 
0ub mittet David Bierens (le liaaii, Amstelodamenititf* 
Amtätclu daiai. MDCCCXLVII. 4. 

In dieser vierzehn Bofi;en starken Dissertation hat der Herr 
Vf. die Theorie der Beniouirrtichen LemniKcale sehr au>fuhriicb 
snd voll8tJindi|^ behandeU; atir eine sehr deatKdie wd einfoehe 
WMee nach einer gemischteo aoal3rtisch • geonietriedieii Metbode. 
Je mehr sich bekanntitch in neuerer Zeit die grosse Wich fit;k fit 
der Lemnlfteaten filr verschiedene Untersuchungen und mehrere 
Tiieile der Malbeniatik heraus{(e.>4tcllt hat, dc^to angenehmer must 
ee den Lesern des Archivs sein , dass Ihnen in dieser SclRif^ eia 
Mittel dargeboten wird, die Eigenschaften dieser merkwördigea 
Cnrven — wenigstens der Bernouirrschen Lemniscate — nament- 
liehst auch die neuerlichst au%efundenen , in ziemlicher Vollstin- 
digkeit auf eine leichte Weise kennen lernen zu können, usd 
nicht erst in vielen in Jonroalen cu s. w. zerstreuten einzeloee 
Abhandhingen zusammensuchen zu müssen. Der Inhalt der ein- 
zelnen Paragraph rn ist folgender: §. 1. De Aequatione. §.3. De 
Tangente^ I^ormaU, Subtangente ac Subnorroali. §. 3. De Radio 
Corvaturae et Evolula. $. 4. De Quadratura et Areae MultinÜcn* 
tione ac Divisione. $. 5. De Rectificatione nec non Arena mvAßr 
plieatione et Div] sinne. 0. Observationes diversae. $. 7. De 
Cofistriirtione sivc Delirieatione et Cei\eratione. — Man gieht hier- 
aui*, dass nicht leicht etwas Wesentliches übergangen sein wird. 
Zugleich aber ist ^e Arbeit des Herrn Vfk aoä iddit ebne 
Au8beute an ▼erscbiedenen neuen SStzen geblieben, worüber wir 
jedoch hier ausser dieser alliromriiirn Andeutung jetzt nichts wer- 
ter sagen wollen, iveil der Herr \ 1. die Güte gehabt hat, diese 
liaupUächlich auf ^ieubeit Aiisurueh machenden Sätze ia eiaen 
eelbatslftndigen, an dem AbdwA in Archiv bantiMtan Anftala^ 
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welchen die Leser im nächsten oder wenigstens in einem der 
nächsten Hefte uu^erer Zeitschrift Uuilen werden, zus^men zu 
Mi\m whI grdMte»ti»Uft mH mmmm Bt w i — O 'Wi TOiMfafa, 
4mm dieser Aufsatz -mtA ganz unabhänf^ vim ^ar hier lie- 
sprochenen Dissertation Terstündlich und an sich von Interesse 
sein wird. Dnss die letztere einen sehr erfreulichen Beweis von 
der sehr grfindiichen roathemati^ichen Anshildunc des Herrn Vfe. 
Refert» und dass der alteknrflrdigen bMhniten llochsdiiile, wel- 
cher derselbe seine Bildong rerirankt, und deren terdienten Leb- 
rern zu solchen Schülern nur («lück zu wfinschen ist, bedarf nach 
dem Obigen wohl nicht noch der besonderen Erwähouns. Wie- 
dkiliolt aber empfehlea wir die vorliegende Schrift zu allgevellM: 
rer Beachtmig, • welelie dieselbe gevrlse in uiebr «b einer BeliteiWg 
meMkoiMnen verdieilt. 

A.miot, B.: Memoire sur les poiots singuliers des s^r/a/pes, 
in 4P. (Extmit dn teme ZXl dee m^pneiree cenmnnde per. thm* 
dMe de fimxeilee;. Briixellee; J847. 



HeeliaiilliL. , . 

♦ 1 ! I 

• •• • 

P o 1 e m I s eb e i^ « ' V ' 

. . .. • r 'S I t (». - 

Voa (lein * >\ 

Uem Fabrikfln-KeeudsrfMMnubs Ak> Bris ae Barlia. . 

Die Vorrede inr. anreiten Auflage iflt, fileedynamik dM Bemi 
Dr. Moritz Rahlmann« Profeaeaie'Mi d#r i»oiytee||niiidbe» 

Schule zu Hannover, enthält einen vom genannten Verfassergegen 
mich gerichteten Angriff, den ich nicht ohne Erwiderung Gissen 
darf. Dabei werde ich , mit Vermeidung j^qder Persüulicnkeit, nur 
Tbateachen «precheo laaaeD« 

In den Verbandimigen den Vereins nnr Beferd e r u iig des Get- 
weriileisses in Preussen vom Jahre IHU habe ich einen Anfsats 
ttier die elementare Berechnung des Widerstandes )>ri8matischer 
Knrper gegen Biegung abdrucken lasnen , welcher eben die Presse 
verlassen hatte* als lierr Professor liühlroann zur Besichtigung 
der Ciewerb-AnssleNnnff nneh Berite loun, nnd «neb mir die fibre 
eeines Besvcbes scbenkte, - 

Bei einer soleben Gelegenheit erliat sieb dersellie ein Exen^ 
alar dicper Ahbaiidlung, vorgebend, er sei eben mit der Bearbel* 

tung der zweiten Auflage seiner Geostatik beschäftigt, und da er 
gerade bis zu dem Kapitel über die Festigkeit der Körper gekom- 
men sei, so wünsche er, dabei meine Arbeit über die£:en Gegei^- 
slaiid benutzen an dürfen. . 

I Natfirlicb nahm icb nicht den mimiesten Anstand y dijesoni 
Wnnselie sofort zu willfahren; denn icb derfte biiUg vorausselsen, 
dass Herr Professor^ Rfihlmann nicht unterlassen wdrde, schick- 
lieber Weise «eine 4iMUeM> nennen. Als mir, daher die Im fo%enden 

« 
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Jiihrc herausgekommene zweite Auflage ^seines liiiclip.< zu Hriiitien 
kam und ich in demselben meine Arbeit wirklich benutzt fand, t»o 
itftr ieh toidijt irmtgf mtemiC, "BteAt alter QMiMuisgabe, t» 4«r 
tttgebSrigeti VotMdcr Folgende« ts lemi 

„In Bezug auf DaretettuDesweise als oen» dOrlle besondi^ 
fß6dß Kapitel über die Festigkeit der Kurper erscheinen; eint 
Mn^icbmenrige Vereinfacbuns; scheint mir hier, ohne der notliuen- 
„dlgen wissfaui^haüiicbea Begrüaduug an schaden^ beiuabe us- 
»möglich/* 

Ich war hierüber um so mehr erstaunt, als Herr Professor iiübi* 
mann selbst mir dieses Buch mit einem Begleitschreiben teüer 
Ili»fllchkeiten zugesandt hatte! — Und dieelialb wird man es be- 
greiflich Gnden, wenn ich ein gewisses menschliches Gefühl nicht 
Überwinden konnte, sondern demselben ffeiegentlich Worte lieb, 
indem ich mich in einer Note zu einen) andern Aufeatze. «er im 
iMlen Qefte der ▼orMn cenannte« Verhandlungen wom Jahr IM 
•bgedmckt ist, für die Ehre bedankte, die cni anatrürtipfer Pr»> 
fessnr der Mathematik mir durch Benutzung nieinpr Abhandlung 
über Biegung prismatischer KTirnor in seinem Lcittutlen der (»e<»- 
statik erzeigt habe. Dabei erwähnte ich noch, rollkomnien der 
Waiirheit gemlüss: 

1) dass der Verfasser mit mir von derselben Grundansickt 
«nag^e; 

2) anch die tqp jp\t ^ewSUten Beispiele henutie; 

3) in der weitem AnsfUlhning aber darin von mir ab%veicbe. 
da^^s er nach dem Vorgange von Minding die Theorie der Krif- 
tepaare in Anwendnn«: bringe. Unstreitig werde man — so KchlipsKt 
meine sehr fflimptlicbe Aeusserung — • seine Verfahruoeüwci»« 
m iwu obd «MeotMlAlidi erUaren, whsf er es Iii der Vorrede 
aehiea Bnehee D6MMpMehe I 

Diese Note bat . äen fÜngangs erw'äbnten Aagiiff des Bern 

Professors Rühlmanu gegen mich herrorgenifm, n'aa* )eh tm 
nähern Anfklnrnnir dps Sarhvprhfiltnisses um so mehr vorausschTckei 
mu.<j<te, als die \ erhandliingen des hiesigen Gewerbe - Veretn?« fn 
der wissenschaftlichen Welt nur wenig gekannt sein nntgen. leb 
vetie nnn sefott aaf efne EtOrtemng ^er Amumenlto' ein; dIellNr 
Rühr mann TOf bringt, am dße in meiner Note dem-auswftrtiitei 
Profe^Kor — als welclwn «r sich hekennt — gwnnchlen Vetirbfe 
ZV widerlegen. 

ad 1) l>eha!!|>fet Herr Professor Hühlmann, ich sei in n»i- 
ner Abhandlung über die Biegung prismatischer K«*»rpcr nirirenfl 
ton einer Gnindansidit ausgegangen, welche nicht schon %ou 
-t^oncelet, ü^^vler« Moseley u. A. (in einer AmneHnM nW 
iRNsh Kuppler ynaiin^ ' aul jgentetlt werden i0f(br€. ' 

Mit dieser Behaaptuag, deren Richtigkeit einetireilen' anf sfal 
beruhen möge, wird al»or die eigenHiche Frage umgangen; dem 
dass der Herr ProfesJ^or eine von mir abweichende Grundan« 
«sieht zum AnSgangspunkte genommen hStte, fiird nieht gesast- 
SnwiH gleht er abo implieit» an, in dieser Besiehung entweder 
mit mir, oder wenn es ihm lieher ist wXt 'Jenen -anAna 
aebtlftatelleni abereiiiMütlinme». Felglleh hfl er ^iagertMidetir 
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m&issm in dem i^incip «eUier EoUrickeluQ^ 143 162 
tieostotik), d. b. ia der HenuUung TrligiieitBniomevte und da^ 
di«lM* voo d«r IMvctiM lUraeibeo auf panUldt Aclu»en, 
neu ! — Bringt man damit in ZujiammeubuQgt Herr Profes^ior 
Kühl mann ad 3) zuhiebt, das« närnlieh Mindin^ die Gleichiui: 
gen für die Biegung c\h€h elastischen »Stabes nirkiicb qiit.^Ur 
liebung der Kriif^eiiaurc ableitet, wobei geringe Vers^iedebbeften 
Hohl nicht sehr in Betraft kommen können, so filllt offenbar 

i'eder Grund fiir ihn weg, sein Kapitel üljer die Festi[^krU der 
Corper in Bezug auf Dar«teilun^vreiae (conieratiir Vorrede) als 
neu zu bezeichnen. 

Um die vorliegende Fräse volUtaodig zu beleuchten, darl ich 
die yon Herrn ProiMsor Rfibl mann ad 1) aufgestellt« Behauptung 
nach hinsichtlich der Beschuldigung, welche sie In He/.ui; aut roicn 
invohlrt, nicht nncrorffTf lassetu In (Vilser Hinsif^ht erlanhe ich 
mir, ilem Herrn Herausgeber diejscM Ar< hi\ > *) ein, nieiuLMi Vorträgen 
am küiii^l. Gewerb-Institute zu Berlin im Jahr iHil nucbi^e^chrifl^ 
benen Hell v<fnulegeu, in welebeni unter den §(. 13. und 14'. dl^ 
voo mir In Ansprach geniinimenen Gesetze ecoon in derselbe^ 
Weise vorkommen, wie sWchc in §. 5. meiner Abhandlunir ver- 
öffentlicht worden sind **). Es i^eriiigt dann die einfaehe Bemerkung, 
datm die WerLü der 8chriftt>telier, v\ eiche Herr Professor Kühl> 
mann mfa" entgegenatellt, sSnuntlich «päter erschienen sind, 'um 
jede ungehörige \ erd.ichtigong zurfiekzuweisen ; Ausserdem aber 
kann ich es Jedem überlnssen , der steh nnher dafVir interessirt, 
xich durch eigene V'ergleichung zu überzeugen, ob und in wiefern 
dft In meiner A|>bandlung vorgetragene Behandlung des Bie^ungs- 
|ihli)omen«r>in''Jenen Wenen efoi VorMd hat finden' koimen. 

ad Si) mttt Herr Professor Rflh Iman n mir» die fai seinem Boche 
bsontalen ^ispiele seien nicht von mir «rlunden, womit er also 
meinen Vorwurf: dass er die von mir genrih Iten ^eiKpiele 
benutzt habe» genügei^d erledigt zu hatten i^laubt. 

Nicht also — narh meiner Ansicht! Vieimebr muss ich z(ir 
vollständigen Erlcdit^uiig diese« Punktes den Herrn Professor N lihl- 
roann schon um die genaue Angabe der Quelle bitten ^ aus wel- 
cher er die bei ihm unter Zus. 2. zu 6. lJ4,<aad>sl}enfaMs mrtfT 
Zmh 2. zu {. 115. seiner Geo^^ vprkejfnmeiideB Aufgaben ent- 
mwuDftn bat» Di#«ellien finden sin m meiner Al»händiung hesäg; 

*) Wdeher die Riehltglr^t ▼ollltsnmea bezeugt oad tu vertreten 
hsreit ist. O. 

♦♦) Btii dfcicr Gelegenheit -wltt unter Anderm nur darauf tmf- 
nierksam machen, daM io de» fraglichen Hefte die bei Herrn Rüh^- 
mnM «mar $. lor. MUhalleiM Jli^abe in gWtohchr lleliandlniigcv«iae 

unter J. 8. vorpctrat^'m ist; (1tl«# ebenso die HererJinung des Tor- 
• Mins« iderstaiKie« ia beiden Schriften auf ganz gleiche yVeise^ näm- 
Ihh mit ZnziehuQj; der TräghetUmoment« , durch ^iführt yirdf daü 
ferner S. 138. bei Kühl mann und $. 60. des geHcbricbeiien HefCc« Votl 
Paratle I e«^hAs i on die Hed« ein Aucdrvck, den ich zncrtt )i;«braucbt 
Und der eagtUehen Btaeaanng t^Oeirn«!»»^* naciwebUdet hsbfl o» 1*^ 
» iadCei ein:«igtathiimlUins -buhrnMlaeterdaft leh'aiir 4pdtsl# 
hkblitrveriiBke, «n ia köjifjigea r4J>t»^g|^ani^^^cf^f ||s»chwl%im- 
g«a, wie dia okige, gesichert sa «ein. J^.^. 
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lidi unter j6. 11. und §. 10., die zweite aber ausserdem noch in 
dem beigeragten Vortragshefte unter }. 18., wo die n&chstfolgen- 
' den M. noch Hehreres derglefichen MthaHen. Dum diese Av%a- 
beo aber vor mir schon von andern ScbtilIrteHem behandelt ifer> 
den sind, möoe Herr Professor Kühlm^ans specieli oschn^iisCB» 
wenn er mir die l'riorität bestreiten will.' 

Als cbaracteristisch für die Beurtheilung der in Rede befind- 
lieheQ Sache führe ich ferner noch an, da«» der genannte Verla«- 
'«er der jQeostatlk meiner mflndlichen Mittheilirag aach die 
Aufgalie verdankt, die er in dem Zusätze zu (. 103. mit einem 
Kraftepaare einleitet, dann aber bis auf Weiteres auf sich beruhen 
lässt. Das« dieses Kräftepaar 22 Seiten u eiler (in Zus. 3. zu 
jj. 114.) nichts Anderes als ein falsches Resultat herausbringt, ist 
sieht meine Schuld, soodem allein der eigeothfimilthen Betradh 
;hngBweise beizuroesseny welche unwillktihrlieh an das eni^Üsche: 
„some Professors are mere Guessers" erinnert! — Diesen Tm- 
stand überging ich früher absichtlich mit StillschM eiijen , als ich die 
fragliche Aufgabe, da sie für die Praxis von Wichtigkeit ist, mm 
Gegenstände einer hesondem Abha^lung machte, die In den 
Ternandlungen des Gewerbe- Vereins vom Jahr 1845 und in Grn- 
nert's Archiv der Mathematik und Physik. Tbl. VII. S. 288. 
V. f. abgedruckt ist. Hier muss ich aber noch einige Worte 
darüber sagen: 

Herr Professor Rühlmafin findet nändich lür die absolute 
Festigkeit eines Gy linders, wenn die zerreissende Kraft in der 
liantelfl&che wirkt, den Ausdruck 0=iojrj^ (welcher nech daan 
aas der Gleichung Q — ]p7Tr'^=ip7tr^ folgen soll!^, anstatt dass 
diese Festigkeit durch Ipnr^ ausgedruckt wird. Lben so ist die 
von dem genannten Herrn in der zugehörigen Note (S. 158.) ^ 
ein I^aralralepipednm angegebene Formel Q—\pbk falsdbf Sie 
muss Q^Xp.oh hcisscn, was dann auch mit Tredgold Oherehi* 
stimmt, welcher freilich bloss den zuletzt erwähnten besondem 
Fall im Isten Bande der Trausact. of the Civil Ingeneers 
behandelt. Man vergleiche hiermit meinen zweiten Anüiatz ii» 
den genenntaa Verhandhingen Ton 1845, wo auch anf Tredgold 
Betog genomaien wird.' 

Schliesslich noch ein Wort' Vber efn offeiÄar abeichtfidbett 

Qui pro quo, welches Herr Professor Rühlmann sich fai daar 
Anmerkuni? zu seinem Angriffe gegen mich erlaubt, indem er Mk 

wörtlich aiso ausdrückt: 

■ 

,,Ziir fernem Characteristik der fraglichen Sache kann noch 
„dienen, dass llrix in §. 24. seiner Abhandlung von 1^14 Tred- 
„gold tadelt, well dieser die sulässige Durchbiegung nicht auf 
„rationelle Grunds&tze znrückgeffihrt habe, und deshalb daftr 

„§. 24. einen Ausdruck abh itet, der aenau derselbe ist, wdi- 
„chen. Tredgold selbst in seinem Strenj^th of Cast Iroii 
i^j, 87, entwickelt und §. 174. etc. auf praktische Fälle anwendet!** 

Wer dies so bona fide lie.st und meine Abhandlung nicht zur 
Hand hat, um selbst zu prüfen, wird kaum auf den Gedanken 
Inminien, dass die bei obiger llarsteUung beobnchtote Medwdi 
im denen gebart iteldie die höflichen V^anoeen «errf ger In vdrlCd 
nennen f 
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Zuvörderst ist die Küliima4|ii^<-he Aü^abe, ich hätte Tred- 
gold deshalb getadelt, weil er die zulässige Biegung auf ratio- 
nelle GrundsStze sarfickzufuhren tmterlassen habe, nicht fai der 
Wahrheit hei^rundet. Ich habe nur eine; einzelne, ufrnllbikr her- 
rührende praktische Regel, ^velche gestützt durch Seine Auto- 
rität ^ — selbst in ganz neuen Werlceu über , Mechanik noch aU 
aligemeHi gültig ange^vendet wird, als unrichtig bezeichnet» lahd 
das mit Recht, wie jeder Sachverständige n||r sicherlich' fcnga h en 
wird. In seinen El einen tary Principles of Carpentry, 
London 1K20, giebt nämlich Tred gold die, späterhin von ihm 
nirgend wiedernifene Regel, dass bei horizontal liegenden Bai- 
ken , weldie an beiden Enden unterat^f tod in der Mitte belMh 
tet sind, die ohne Kachthcil zulässige Senkung der Mitte auf 
jeden Fuss der Län^e Zoll betragen könne. Er setzt also die 
fragliche Senkung einfach der Länge proportional, ohne auf die 
übrigen. Abmessungen der Balken lificksicnt zu nehmen, und das 
is^ es, was ich ni« ab riebtig aneiitennen kann. ^ 

^ach diesem Widerspruch gegen Tredgold leite ich nun- 
M^r In {. 34. meiner Almandlnng allgemeine Auedrficl^e her, um 
bei prismatischen Kdrpem die mlässige Senkung für jede Form 
ihres Querschnittes zu bestimmen, Ausdrücke, welche sich bei 
Tredgold nicht finden. Dieselben werden demnächst in §. 25. 
auf parallelepipedische Balken angewendet, wo sie auf das Geaeti 
filliren, dass oei solchen Kuqiem die grösste Senkung sich 
direct wie das Quadrat der Länge undf umgekehrt wie 
die Höhe des Korperg verhält; aber nirgend habe ich gesagt 
dass ich dieses Gesetz als neu betrachtet wissen wolle*. Dtiß. 
konnte mir an se weniger einfklten, al> robr sehr wöHl belmnni 
n^r, dass jenes Gesetz schon in dem bei uns, allgemein Tcroreif 
teten Handbuche der Statik fester Krirjter von Eytelwcin (§. 456.) 
atff gleiche Weise vorkommt, der Ntreugth ot' Cast Ironvon 
Tredgold and anderer Werke, die dasselbe vielleichJtjtuch ent« • 
halte» mögen , nicht zu gedenken: ' 

.Die vorstehend 4^rgel^teu Thatsuchen werden hoffentlich 
genOgen , den Angriff den Herr» Piefoaaeta RdhimMift In aeim&r 

wahren Gestalt erscheinen zu lassen. Ich fii>erla0ie ee irnnmebf 

getrost dem unbefangenen Urtheil eines jeden Mannes vom Facb» 
etoe Polemik der besprochenen Art gelmirend zU würdigen. . , 

Berlin im r<iovemlier 1847; ' ' ' ^ . .* 



Cours de Mecanique, ou Resunie de le^ons snr la dynamique, 
la statique et leurs applicatious a l'art de I iageiueur, par J. B. 
Belanger. Premiere nartie. I>yniiffili|n» et etnUque gdnMee 
Hydrostatiqne. Paria. I8i7. a ... • ' 

- ' ' - . ♦# • 

• ■ - ■ ■ 

Elementi di Mecaiika e D'ldrauiica, di Giusci^ pe Venttf 
refi. Settima ediaione. V ot L Jiilano. 1846; 8. . 0. 10. 



m 

Astronomie. 



Sir J. T. W. H ersehet: Resitits of Astnmomical Observa- 

tions, made during the years 1831» 6, 6, 7, 8 at the Cape of 
Good Hop**: bpinij the completion of a Telosropic Survey of the 
whnle Surlace oi the Visible HeaveoB, commeuced in — 1647. 
Royal 40. L. 4. 4 »h. 
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liSrobok i Elemenfeme i Fysiken, utgifWeo af A. Th. Ber 
eina, Ph. Mtar, A^tron. Doc. wid Upsab Alsad. Film Deka. 
Stockliolm. 1847« 80. 3 Rdr. 



Novi Commentarii Academiae scientiarum instituti 
Bononiansis. Tomus sextus. Bononiae. 1844. EotbiJt: 
PetrI Callegari: De aso subtractionis et dfitisioiiis enteoteMle 
ad DOimtillas praesertim propositioiir'; demoostraDdas tcntamcn. — 
Tomu?« s*»ptimus. Bononiae. iH44. EnthSU Aloysii T 
nelii Dtöquisitiones analyticae super aequationibus trinomialiiias 
formae Xa!±A:e±BrsO. — Julii Bedet.ti: De revolutiotiite 
daoram corpomm ae muhio trahentium, diasartatio. Afoysil 
• Casinelli: De aequationibus algobraicis , ci^uarum radices con- 
stant (piatnor elementis , dissertatio. — Petri Callegnri: Ali je 
iH>nnuliae applicationes caiculi symboUci, quo subtractiooiä ei di- 
viaienw iisiiin in doctrina mmerofiiii «t aeqaationam juvari et 
exteadl'poaae damonatrafiir« 

The Cambridge aud Dublin nrnthcnuiti cal JournaL 
Editcd by W. Thomson, B. A., F. Ii. 6. E,, Feilow oi 
t»t Petera College, and Professor of Natural PhUo- 
sophy in tho University of Glasgow. VercL Liters?. 

Her ^^. WWIII. S. 558. 

Nr. Xir. Oll !*rinripa^ Axes of a Body, their Momenti? of 
loertia, aud Distribution in Space. Continued. By K. Town- 
aend. — Motes on Deacriptivc Geometry. No. II. ByT. S. Da- 
vi es. — On the theonr of cNiptic PancHoi». By A. Cayley. ^ 
On certain Algebraic Functioas. By James Cookie. — Od Coih 
jugate Hyperboloids. By Th o ma s'W eddle. — Notes on Hvdro- 
dynamics. By William Thomson — Matheniatical j\ote. On 
toe maximuni or minimum property ot Incidcnt and Reflected Rays. 
(No. XUL wiU pnbUslMd OB the Ist of relHfaaiy 1848.) 
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JLIterarlscIier BericlLt« 



Sdiriften ftber Unt^nrlchts-Helliode. 



Zwei iesenKwerthe Aufsätze über die Methode des mathe- 
matisebeo üiilerricbts nebst Frobeo eiuer «ichuiuias- 
■ise« Entwickelflüg der Geometrie voo Heim Doctor 
To. Wittsteil in Hannover finden «ich in Mager's pädago- 
gUcbet RtTtt«. Ackfefsr Jdbigang. & l-dO und & 297— m 

Di« bffhefen teehaisotieii Sdmleii oacb Ihrer Idee 

eed Bedeutung dergeatellt und erläutert durdk die 

Beschreibung? (1er huberen teehni8chen Lehranstalten 
zu Augsburi?, [Jraun^ichweig, Carls ruhe, Cassel, Darm- 
Stadt« Dresden, München, i^rag, Stuttgart und Wien» 
von Or. Friedrieh Sciioedler, Lehrer der Natorwieeen- 
ecbaften am Gymnaaivm au Worxaa. Branaachweig. 1847. 
& 20 Sgr. 

Alle die, welche sich fiir die Organisaf ion und den Fortschritt 
der in unserer Zeit so wichtigen technischen Lehranstalten inte- 
ressiren, müssen wir auf diese tSchrift, namentlich wegen der in 
derselben siemlich ausführlich mitgetbeilten Lelirplane u. «. w. 
efaiiger der bedeutendsten und berfinrateeten technischen Lehran- 
stalten in Deutschland aufmerksam inachen. Fs sind auch die 
Namen der an diesen Lehranstalten wiricenden Lehrer, ihre Etats 
a. 8. w. angegeben, Notizen über die betreffenden Gebäude bei- 
gchradit ü. s.- w., eo daae man allerdings ans dieser Schrift ela 
recht anschauliches' Bild tob den a«^ ihrem Titel genanelen An» 
atalten erh&lt. 



ir 



AritliBietlk. 



Lekrbneh der Arithmetik. Zum Gebrauche lür die 
eheren Klassen von GymsasieD und böbereo Bürger- 
Baad X. 40 
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schulen bearbeitet von Dr. G. Radicke (jetst avsser«!* 
deutlichem Professor an der ÜDiversTtSt se Boaejb 

Cobienz. 1847. 8. 2>i Sgr. 

Dieses an die Darstcllungsweise von Ohm sich an«>chlies- 
eende, aber docb auch in mebreren Stfleken von derselben ab* 
vreicbende und einen eigenthüm liehen Gang befolgende, Lehrbuch 
der Arithmetik verdient Von den Liebbabent dieser Metbode beacb- 
tet zu werden. 

Notice sur une mf^thode dldnentaire de rdeondre lea dqealioi» 

num^riqiies d'un degr^ quelcomiuo \k\t la aomniation des series. 
Par C. A. Agardh, K.vi>que de ( arlstad, et des Ord. Roy. M. de 
1 Aciul. d. ;Sc Caristad. 1847. S, 10 ;Sgr. 

Los^aritbmisch - trigonometrisches Handbuch, wel- 
ches die gemeineD oder Briggischen Logarithmen für 
alle Zahlen bis 108000 auf sieben Decimalstellen, die 
Gaeitsiacbeti Logarithmen, die L»garithmeu der trieo- 
nometrlsdren Firneti-oeen Ten' zehn an zehn Secunaea 
für die neun ersten und neun letzten Grade des Qua- 
dranten und von Minute zu IVlinute ffir die übrigen 
Grade desselb^en, gonionietrische Formeln und einige 
•nWd^9 mafbeiinatla^he Tafe<lii, die eCt gebtaticht wer* 
>deti, enthKit. Her»ttsgegebeii voa Heinrich Go4tlleb 
Kühler, Dr. Phil, und Privatdocenten zu Göttingon. Stc- 
reotypausgabc erster Abdruck. Leipzig, Verlag von 
Bernb. Tauchnitz jun. 1847. 1 Kthlr. 7^ 8gr. 
' ' Dur Malt dieser i'afefn iat anr ihredi TitsI idirni ab aosliBhr- 
'Mch angegeben worden, dass Weiteree darüber zu sagea aieit 
hTSthig ist. Auf das Kdhndtch^te niiissen wir aber ihre Sussore 
Ausjstattang anerkennen, in uplcher Beziehung dieselben den \ er- 
bleich mit allen andern Tafeln nicht nur aushalten können , soa- 
dbrn selbst die niefst^ bef Weitem flbertreffen, woHlr aacH sehm 
der Name der berühmten Verlagahandlung binrelcbeud burat 
Diese Tafeln sind mit Stereotypen gedruckt, und uni sie mit atr 
Zeit gHHz fehlerlos zu liefern,' hat die Verlagshandlung auf die 
Eutdcckuns eines jeden Fehlers einen Preis vou einem Xouisd'or 

retzt. Die^ Herren Hr. Kdbler in GstHngen, Dr.. Jafci« osd 
Michaelis in Leipizig aiad als Schiedsrichter emaant ood 
die Fehler sollen dann in unserm Archive bekannt gemacht wer- 
den, wozu wir die Ilaiid zu bieten »^ehr gern bereit sind, auch 
Ar möglichste Verbreitung der Bekanntmachungen durch luehrniaiigeo 
kostenfreien Abdruck derselben Sorge tragen werdaa. iedenfidlaMad 
diese sehr schönen Tafeln auch ihres limaltes wegen (sie enthalten 
aAich eine Tafel dpr natürliclieii Logarithmen, eine Tafel der Primzah- 
len, eine Factorentafel , eino Tafel <ler Potenzen der natürlichen 
Zahlen ▼en 1 bis 100, (Quadrat- und Cubiktafeln und mehreres 
andere Nfit/:lirhe) der Aufmerksamkeit der Mathematiker besoii- 
ders zu empfehlen. Der Preis von 1 Rthlr. 7i Sgr. ist gewiss bei 
der schönen Ausstattung So niedrig gestellt, als es nur irgend 
möglich war, so dass auch in dieser Beziehung nichts zu wünachea 
flbrig bleibt 

* Mathematische Abbandluagen, besonders aus dem 
Gebiete der bdber n AtMbnetf fc «ad der Süiptiacb^B 
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Functionen, von Dr. G. Eisiftns^Ai^D, Prirat-Docenten an 
4er Universität eu Berlio. Mit tfioet Vottr«de Ton Prof. 
Dr. Gau«». BtfUm 1847. 4; 8 Rthlr. Vi Sfit. . 

Diese in dem Torliep^enden Werke gesammelten Atiliaiidhingen 
nfiftd flchon früher in Creile*8 Jounial ertoKenen. Ihr Inhalt ist folgen» 
der: 1. Allgemeine Untersuchungen fiher tVw Formen dritten 6ra- ' 
des mit drei Variabein , m ekhe der Krei^theilunc^ ihre Kntstehong 
verdanken. — 2. Aupiications de TAlg^hre k l'Aritbm^tique tran- 
•aendaet«. 3. iMtäfie war Thaaria dar aWpCbeliea Ftenetf^MMR. 
1. Ableitung des liiquadratiHchen Fondamentaltkeorema aaa dar 
Theorie der Leniniseatenrunctiooen . nebst Bemerkun^^en zu den 
Miiltiplication»- und Transforniationsformeln. II. Neuer Be^'eis der 
AdüiUoa«formelQ. III. Ferqere Bemerkungen zu den Trausforma- 
tianafoiBialn« — 4 Molki «bar PnrtiaMnraeba. ft. TheaMmn. 
6. Neue Theoreme der hSbarB Aritiraietik. 7. Beitrüf;« zur Theo* 
fie der elliptischen Functionen. IV. Ueber einen allgenietnen Satz, 
welcher das Additioostheorem (Ur elliptische Functionen als spe- 
cielieu Fall enthält V. Ueber die Differentialeleichangen , nelchen 
dar Zililar aad dar Nenner bei daa clMp<lneian Tranafarmatiaiia' 
formein genügen. VI. Genaue Untersuchung der unendlichen Dop- 
pelproducte, aus welchen die elliptischen Functionen als Quotien- 
ten zusammengesetzt sind , und der mit ihnen zusammenhangenden 
Doppelreihen (als eine nana BegrOndungswelse der Theorie der 
eUiptiscben Functionen, mit besonderer BerQdcaichtigung Ihrer 
Aaalogia an dan Kraiatealianaa). ~ & Att%alian imd Itafiralitea. 

Zur Theorie der Eulerschen Integrale. Von M. A. 
Starn. Abgedruckt aua daa GAttinger Stndian. 1847. 
«IDttla^aa. 1817. & 7h Sgr. 

Diase Abbandlüng enthält theils neue Ableitungaa acbon be- 
kannter SStsa von den Eulerschen Integralen, theils gana neue 
Sätze, theils Verallgemeinerungen bekannter Sätze, und muss den 
Mathematiken sehr ^ur Beachtung empfohlen werden, ihren In- 
Wt ausführlicher aazngaben, ist laidar an diaafn Cria'nieht mSg- 
Hch , weil dssa ain in grosser Raum in Aaapruch genommen wer- 
den würde, auch zu viele Formeln hierher gesetzt werden müss- 
tea«-was dam Zwecke der Literarischen Benchte nicht entspricht. 

Otto, F., Beitrag zu den Anleitungen aar Integration der Dif- 
ferential - oder Ableitungs-Gleichungen. A. u. d. T. Erste Fort- 
setzung der Bemerkungen über den Einfluss der Umdrehung der 
Artillerie • Geschosse auf ihre Bahn. 4. Neisse. 1847. . 4i KtJilr. 



Leitfaden der Elementar - Geometrie für die ab^n CiaHrtll 
ainer Burgerschule. Berlin. 1847. 27 JNgr. • ' • ; 

Lehrbuch der reinen Kl ementar - Geo metrie zum 
#fftntlichen Gebrauche und Selbstunterrichte. Her- 
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au^gegeb«!! von . Joseph. Salotton, Professor am k. k. 

polyteehnischeD Institute in Wien. Dritte, durcll»«« 

verbesserte Auflage. Mit vielen in den Text eaog«* 
dr neigten Holzschnitten. Wien. 1847. 8. 3 Utlilr. 

Ein in der dritten Auflage ertrcheinendes Lehrbuch bedarf 
keiner Empfehlung mehr. Da «Ins Thuh zunächst tür deo Unter- 
richt am k. k. polytechnischen liii>tuute zu Wien bestimmt ist, «e 
i»i e« gans recht /das« der Herr \t die nemreo Foracfrangen aaf 
dem €iel«iete der Geometrie iiar so weit berficksicbtiirt mid be- 
nutzt hat, als sie Ihm Air den ;in!rehnnflrn Tcthniker niitbic iiTid 
DÜtzlicb ersehieneu; deuii man dari in diet^eu Dingen — ein 1 eh- 
1er, in den niau tvegeo des grossen Interesses des Gegenstandes 
nur SU Moiit ▼erfblll, ~ aucii nicht zs weit geben. Be e e n dete 
Techidkem ist diefnes Lehrbuch der ebenen veemetiie und der 
Stereotmefne seiner Deutlichkeit ^re£;en, und wei?en der sehr rer- 
standisjen lierücksiehtifjunK der Bedürfnisse «1er Techniker, recht 
9 sehr zu empieiilen, und verdient in einem iiiüglichst weiten ikretse 

bekannt nn viNArden« Auch die in den Text gedrackten, «ehr 
deutiieb nnege(iihrtett Holseclnatte gereicben dem Baehe nar Em- 
pfehlung. 

Leichtfaseliche und strenge Begründung der in der 
Elementar - Geometrie vorkommenden Pr opertioneD. 

VoTi Dr. A. Hohl, ausserordentlichem Professor der i 
Mathematik au der K. Universität Tübingen. (Mit 
einer lithograuhirten Tafei.) Tubiogen. 1847. 8. 18 Ösr. 

Diese Sciirilt, mit welcher der Herr Vt. der altem, die In- 
commensurabilität der Grossen berücksichtigenden Behandlang der 
Elementar -Geometrie wieder roebr Eingang' xu verschaffen bea^ , 
sichtigt, eiitliiilt in drei Abtlie'rhmc^'en eme grundrisstiche Darstel* | 
lung a*fr allgemeinen Grösseo-Lehre, die allgemeine Pro|iortioDeft- ' 
Lehre und deren Anwendung in der Elementar -Geoioetne. Aach 
wir aipd der Meinung, dass neben den neueren, möglichste AK* 
gemeinheit crstrebennen geometrischen Forschungen die euklfdisclM 
(icomrtrie oder vielniebr lilx^rh.nTjft die (Geometrie der Alten fort- 
%v?iliiciid sor|rfaltig studirt, und (lass namentlich beim <jffehrteii 
K>chulunterricnte aer Unterricht in der Geometrie immer v«>rzugs- i 
weise auf dem von den Alten uns vorgezeichneten Wege bebas- 
'delt werden muss, tvenn derselbe wirkliche Fruchte trafen soH, 
wobei immer zugleich auch die neueren geonwtrischen Forschun- 
gen, 90 M eit es der Zweck des Scbulunterriclits ?ti!asst, gebüh- 
rende Berücksichtigunu linden können. Wenn wir daher auch 
diese Schrift deo lliehbabem der filtern Geometrie empfeblea, so 
hätten wir doch gewünscht, da^s der Herr Vf. bei der Erklärung 
der Proportion sich ganz, nn Euklides <;» h;ilteri und sich nicht 
gleich von vorn herein mehr der neueren Delirätion angeschlossen 
hätte. Legt man nämlich die Euklidische Detinition zum Grunde, ; 
80 wird die S< hwierigkeit. wegen d<sr Incoronensttrabilitit bei der 
Tlieorie der Proportionen mit einem Male gana beseitigt und er* 
fordert gar keine Hcnirksichtlirung »veitcr; und zu zeigen, flass 
vier Grössen, die im euklidischen Sinne in Proportion stehen, 
dann jederzeit auch im 8iuue der IVeueren proj^ortlonai sind, uo- 
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terljcgt bekauntlich gar keiner 8ehnieri^^kcit. Wenn dies auch 
sckon oftmals bewiesen worden ist, so möchten doch die foJgeii- 
den Bemerkungen Ober diesen filr die Geometrie Dicht unwicb&en 
tMgeiwtftiid hier nicht am aurechten Orte sein. 

I 

Die Grössen A, B sowohl, als auch die Gr^toeen A', B 

seien elcK liartig. Dann sind diese vier Grnss('n im Sione des 
Eukliae8 }>rapnrtional, d. h. es ist A.U^ Ä .IV, wenn, indem 
fii und n ganze Zahlen bezeichnen, h eiche ganze Zahlen man 
aacB ftir m und n setzen mag, immer gleichzeitig 



< < 

ist, so dass sich nämlich die obern, mittieio nnd untern Zeichen 
stets auf einander hexieben« 

Um nun m zeigen, dass die vier in diesem Sinne pronortio« 
nalen Grossen A, B: 4'. Fr jnderzeit auch im Sinne der Nene* 
ren proportional sind, kann man auf folgende Art schliessen. 

Wenn zuerst A und B rommensurabel sind, so giebt es ein 

gemeinschaftliches Maass dieser beiden Grossen, welches wir 
urch M bezeichnen wollen, so dass, indem a, v ganze Zahlen 
beseiehnen, 

ist- Weil Dan 

vA=z^vM, (tB^^vM 

ist, so ist ' 

vA = fiB, 

«nd weil die vier GrSssen A, B; A' , B nach der Voraussefzuns 
im euklidischen Sinne proportional sind« so Ist nach dem Obh 
geo aach 

Setzen wir nun der Kurze wegen 

also A'=^M', 60 ist nach dem Vorhergehenden 

also B* s pM' ; und es ist daher 

A=siiM, B^vM\ A'=(iM', B^vM'; 

woraus sich unmitfclbar ergiebt, dass auch im Sinne der Neuefen 
die vier Gffisaen A, Bi A\ B' piopoitisnal sind» oder 
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ist. 

^Veon leriier A und B iiRomniensurabei 010^» ßQ fi^^U^ man, 
indem ft eine ganze Zahl bezeichnet, 

daM yvitd mau, indem auch v eine gewisse gaxae Zabl beat ki i 
B^ty Jadflneit ... • 

SU setzen berechtigt sein. Weil nun 

und 

oder 

' . . j* ' • ' ' ' ' ' 

ist.' so Ist 

vA<ttB<^A^4, 

d. I. • 

und folglich, weil n:\v.h der Voraussetzung die Grossen Bi 
A', B' im euklididcben iSiiioe proporüoiui sind» auch gielchs«iG| 

¥A'<,^BK{v^l)A\ 

V m 

Also glfllclifeitig 
QDd es. sind folglich 

B ^ ir • * ' ■ 

immer swischee deuseibeu Grän^t^a i 

. ? ' "IT 

' eothalten.! .Hoc Untacsotiied di^er Graiizeu ut 
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und kann, weil mau ^ offenbar beliebig grnts» anzunehmen berech- 
tigt ist, beliebig klein gemacht werde«. Daher iaeaen aich «lao 

B.B' 

immer zwiachen denselben einander beliebig nahe kommenden Grän- 
MD elnacblieaaen , d. ii^ ditt itt Mldiillicii#li fBinne propoTtlonalea 

Cifussen A, B\ A' , B' sind auch im 8inne der Neuern proporfinnal. 
Wenn also die Grossen A, B\ f' , IV \\\\ SlTinedes Euklide» 
ojiortional sind, so aiiid dteaelhea auch jed^^rzeU im iüiwe .der 

ifüij projjortional. 

vStellt man nun die Lrhre von den Proportionen ganz im Sinne 
des JBuklides dar, wodurch die ^»chw ierigkeit wegen der Incom- 
menaiirabilttitty auch bei den Anwendungen deTseHteo auf die Geo* 
ntetriea mit .einem Male ^anz beseitigt wird, ond des Falls der 
Incommcnsurahilitüt ear mcht weiter gedacht zu w^'rden braucht, 
so lässt sirh durch die obige oder eine andere (irr^eiben ahnliche 
Darstellung die in diesem Sinne dargestellte Lehre von den Pro- 
portionen mit den neueren Ansichten über <lieae Lehre leicht in 
Verbindung bringen, und dadurch die für die neuere Mathcmatiic 
natürlich sehr nothwendiirR Verbindung der Geometrie mit der" 
Arithmetik auf" der Stelle \ eiinitteln. 

Wir sind daher auch gegenwärtig der Ansicht, dass diese* 
Darstellungsmetbode der so wichtigen Lehre von den Proportionen 
die beste und namentlich fiir den Schulunterricht die aweclcm^« 
sigste ist, ernpfehleo aber nochmals das BQchlein des Herrn Via; 
den Liebhabern der Geometrie der Alten, zur Beachtung. 

Riissler, H. , Dio daratellende Geomatiia. 2ta Auflage. 
Darrostadt. 1847. 1 Ktblr* * i 

Wolff, F., Die beschreibende Geometrie, die sreonietriscfio 
Zeichenkunst and die Perapective. 2te.A«fl. gr. & WUn. 1«47. 
4% Rthlr. 

Ausführliches Lehrbuch der analytischen oder iiu-, 
h^ern Geometrie zum Selbstunterricht. Von Ha B. Lüh-' 
aan. Zweite Teimahrte und. Yerh.eaaerte AviUg^ BVtW-- 
bari^ tSa &; 1 Hthlr. 10 Sgr. : , ^ t 

Die erste Auflage dieses mit grosser 'Deutlichkeit und An* 
aehaulichkeit .Terfas8ten I^chrbnrhs ist von ans im TJtcrar. ßel".? 
Nr. V. S. 78. ange7xi2:t und «^bühicnd empfohlen ivordcn. Wir, 
freuen uns» unsere damalige Elmplchlung durch das Erscheinen 
der «efllegenden, )Q^ieht weaenflich unigi^Heteft, aber allA^togs 
TVMiiahilen und verheaaerten zweiten Auflage gerechtfertigt leti 
sehen, und wünschen rccM sehr, dn«s dieses Buch foftrahron'^ 
möge, durch »eine grosse Deutlichkeit der analytischen Gcf/motrie 
(im neueren Sinne) immer mehr Freunde zu gewinnen, und zum, 
eifrigen Stodhim mMV aiMih filr die prakiiiiülML Anwcndulig aH' 
wiclißgen Tbeils der Bfathematlk immer mehr anzuregen. 
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PrakllfiMdie G:eom<^xie. 



F 1 e i «ehaosy K,, der ansäbeode Geometor. gr. & Prag. IMi 
S7 KgT. 



Der Weltenban, seine Entsfeliung und wunder ba- 
ren Harmouieu. Populär dargestellter Inbegriff der 
'versfl||tlclieteii aatrooomiechen Entdecicuncen de» Job. 
Gottlieb Schimko, Doctora der Medicin, Pit \ >iku8 der 
KdnigL HaaptstadiOlnütf. Wien. 1847. 8. 20 Sgr. 

Auf eiae nähere Angabe und PrQfang dieser vermeintlicben 
■atroDomischen Eatdeckuiigea könneo wir mis bier^niebt eialaaaea. 

Deutschlands vorzüglichste Sternnarten. Aus C. L. 
v.:Llttrow*a Kalender tüv alle Stände (1848) besonders 
abgedrackt. Mit 7 Kupfertafeln. Wieo. 1848. 8. 8 Sgr. 

Diese interessante kleine Scbrifl eiitbÜt die Beeebfegbmi|r der 
Sternwarten zu Gotha (Seeberg), (rotiingen, Königsberg, Mfincb^, 
Hamburg, üerlin, Bonn, mit AijltiMiTtiLMMv dieser »ammtlicheD 
Sternwarten. Einige populäre B^'trachtiiriucii lifKT (i«^n Nutzen der 
Aetrooomie sind der Beschreibung dieser ötetnwarten angebaof^ 

Storla Celeste del R. OseerTatorio di Palermo dtl 
19W al 1813. Parte prima. 1792— i80i. Tomo quart.. 
1791)— 1800. ^Vienna. 1840. 4. Tonroquinto. 1801-IHOi 
Vienna. 1847. 4. Auch unter dem Titel: Annalen der k. Il 
S.tern warte in.Wieu. IS ach dem Befehle Seiner k. iu 
Majestät auf DffeotHcbe Kesten herausgegeben tob C 
L. von Littrow, Direetor der Sternwarte und o. 8. Pra* 
fessor der A>itronoinle an der k. k. üniversitst zu Wien 
u. s. w. und F. Schanb, Adiunct der Sternwarte. 27sfer 
Theil. Neuer Folge 7r Baud. Wien. 1846. 4. Enthal- 
tend Piassi'a Beobacbtungen in den Jahren 1799 n. fSOOL 
— 28ster Theil. Neuer Folge 8r Band. Enthaltend 
Pfftzzis Beobacbtangen in den Jabren 1801 und 1808» 
Wien. 1847. 4. * 

Die drei ersten Theile dieses wichtigen Werks sind im Litern* 
rischen Bericht IS'r XXXI. 8. 464. und Nr XXXV. S. 521. asge- 
zeigt worden. Indem wir ui>sere Freude über den rascbeo Fort- 
gang dieses Untemebmens von Neues» aussprechen, wirdesjetit 
«i^en , wegen der Bedeutung und Tendens desselbeB dia Leasr 
M Äiclüva auf jene beiden Anseigeii su vvwsisea. 

kleiner astronomischer Almaaach uut das Jahr 1848. Vor- 

slgUob sn Gabnnoh der Sssis nte hsiansgegeben vs» ü e niw i 
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K steten, Dr. PUL, Prof. der BlatHf^matik und 'Pliysik an der 
UahreraHlt ÜMledE. ReMtar Jiahrgan^. Rostock. 10 Sgr. 

Weisse, M., positiones mediae stellaruni fixüniin fat SOdIü 
Rcgiomontanis. gr. & PetropolL 1846. 5 Rtblr. 



Physik« 



AnfftDgs^r linde der Physik für den Unterricht in 

den oberen Klassen der CTyranasien, so wie aucli für. 
gebildete Leser überhaupt, von Karl Kopne, Profes-' 
sor und Oberlehrer am üyiuaasiora zu Soest Mit zahl- 
reichen, in den Text . ein gedruckten florznofanitteo. 
Erster Tbeil. 1847: a 20 Sgr. 

Uie JLnbren dmt Pfcpdk «ind in dimn «rf nwei Tbrile bn- 
reelineten Budke in drei Abtheihingen voigetragen^' nHniUclis 

Einleitung. — Erste Abtheihivtf, Mechanlsclie £r- 
schei nun gen. Erster Abschnitt: Mec banische Eigen.scbaflen der 
Körper im Allgemeinon. Zwt^iter Abschnitt: Mechanische Erschei- 
nungen fester KOrper. Dritter Abschnitt: Mechanische Erscbei- 
iiungen (liissiger KOrper. "Vierter Abschnitt: Mechanische Er- 
scheinungen luftfiirmiger Körper. — Zteeite Abihetlunff, Clie-^ 
mische, m:if?netisrbe tind eicctrischc Erscheinungen. 
Fünfter .Abschnitt : Cheiiiisrfie ErscheimiDijen. Sechster Abschnitt: 
Magnetismus. Siebenter Abschnitt: Elcctricität — Dritte Ab- 
ikeilung. Schall, Licht nnd W&rme.. Achler Abschnitt: 
Tom Schalle. Nenntec .AbnehnUt: Vom LUilitn. Zehnter Ab- 
schnitt: Von der Winne. 

Der vorliegende erste Theil enthält die ersten acht Abschnitt^ 
der z^^eite Theil wird ^\^*^^ nfrTTjffn nnd zohnfpn Alisrlinitt, nini« 
lieb die Lehre %om Lichte und von der Wärme enthalten. 

In der Vorrede «agt der Herr Vf.: „Dieses Lebrluirh unter- 
scheidet sich von der Mehrzahl der nhysikalischen Lehrbücher 
gleichen Umfange in deni Umstand», aass in demselben die Na- 
tnrersehsinnttgen, sofTohi die sogenannten Meteore, welche durch 
die ungestörte Wirksamkeit der Natur herbeigeführt werden, als 
auch &t durch die metisrhliehe Thätls^keit im gevv{iholichen bi3r- 
geriichen Lehen verjäplassten Naturprocesse,^ vorzugsweise berück- 
* sichtigt sind. Von den Lesern, welchen der ver&sssr dieses 
Lsbrlmeh hauptsächlich bestimmt bat, steht den wenigsten die 
Benutzung kostbarer Instnmirnte zu Gebote. Dasselbe gilt auch 
TOD der bei Weitem grüssereu ^ahl der Schüler nach ihrem Ein- 
tritte in's bürgerliche Leben, als Geistli<?hes Üicbter, Aerste, 
u. s. w. Alle aber sehen sieh tSi^db «ndstOndUcbvon den num- 
nigfalUgsten Erscheinungen umg;eben, in. deps« die gebeimsui 
Kräfte der Natur ihre Wirksamkeit offenbaren. Diese Erscheinuo-. 
gen nun unter bestimmte (je.setze /usammenzutassen und so in 
die Maonigfattigkieit dsrseU>eo üebersicht und Zusanuneobang ru 
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derselha MI Abfassung dieaes L^rbncfc» ftir ««Sa* hmm und 

Schüler gestrebt hat, und die F.nveckung des Sinnes und die Be- 
fähigung tiir verständige Natnrbeoliachtung als das zweite bezeich- 
nen zu müssen. Dagegen hat auf solche Leser, nelclte zur Ausr 
fibone eines bestimmtes Berufes «der Gewerbes jewisser ph^'sl- 
kslischer Kenntnisse bedürfen« eine besondere fiflcksiebt awfat 
l^no|unen werden kSnnen. " 

« »»Ueberau ist in dem !L^rN<^ ▼on den Erscheinungen aos- 
gegangen, und erst, nachdem das Thatsächliche festgestellt wor- 
den, sind auch die zur Erklärung versuchten Hypothesen mitge- 
theilt, um einerseits dem eigenen Urtheile des Schülers oder 
Lesers nicht ▼orzugreifen, und Sm andererseits denselben sn ge- 
wöhnen, die Naturcrsclipirnrngen ohne vorgefasste Meinungen zu 
beobachten. Die Geschichte der Wissenschaft liefert nur zu 
zahlreiche Beispiele, wie das umgekehrte Verfahren das Anlfin- 
dlbi' M'^tMhk enbeBwett nhd die Fertachcitte der WIssshscImII 
aufgehalten tmL" 

„Da das Lelirbuch filr die erste Einfilhrung in die Wi cc s a 
Schaft bestimmt ist, so hat sich der Verfasser in dem eigentlichen 
Texte, welcher die Hauptgesetze und die wichtigsten Erscheinuo- 
geH behandelt, deren Kenntniss jedem Gebildeten wünschenswerth 
Utt^ der muglichsten Deutlichkeit und FassKcbkeit helleissigt. Das 
nMfidftr Wichtige oder vietieicbt nur liir einen Theil der ScV.üler 
oder Leser \ erstandliche ist in den Anmerkungen behandelt 
Dies gilt insbesondere auch von den mathematischen Ableitunsren, 
da es eben sto unbillig als uni»ädagogiscb sein würde, einen Schü- 
ler 'deshalb* weil er in der Mathematik znrückgebfiehen ist» mtA 
TOD den Fortschritte« 'in des Physik avsscJiliesaen sn woHen.* 

• ■ Wir haben im Voriiergehenden den Herrn TU seUbst reJsi 
lassen, weil wir glaulieti, <la<lurcb die Grundsätze, von denen er 
hei der Abfassung dieses neuen Elemcntsu-lehrbuchs der Physik. 
Einleitet, wordjfn .ist* den Lesern des Archivs am besten vor Aug<*Q 
^en zu können. ' Im AUgeneinen können wir auch diesen Grund- 
sätzen iinsern BeifaÜ nii-ht versagen, und sind der Meinung, da.-s 
sich dieses Lelirbuch durch Einfachheit, Deutlichkeit und Be- 
stimmtheit der Darstellung Vor vielen andern Elementarlehrbuchera 
der Physik vortheilhaft auszeichnet, weshalb wir dasseli>e aoch 
i% de» Händen reeht vieler Leser und Lehrer in sehen wOnsebe^ 
so wie denn der Herr Vf. auch oamentlich für den Schnhinterrtcht 
eine zweckmässige Auswahl der vorzutragenden Lehren getntffen, 
und sich mit Hecht nicht darauf eingelassen hat, alle neueren Er- 
findungen aufzunehmen oder bloss anzudeuten, wie dies in vielen 
aitäetn physikalischen Lehrhüfehem, selbst lo- solchen, «die altfo- 
itteineren fteiCbll gefund^ haben, oft in sehr dberiU^hlkher Weise 
gtochieht, um sich nur daer Ansehen möglichster Vollsfindigkett 
zü gehen, wodurch der LeS^r aber mir Notizen erhöH, «^ne sich 
eine t(illig '^iiSndliche (:lin$ikrht in die eigentliche Aatur der betref- 
fbMdt^'.vegefisifinde verstAaieii tm4 aneigAen sv kUMien. Vim 
die ttiatheraatlscheo l^artleedi'Ai» torliegenden Bnebs betriit, m 
glauben wir fteilioh , da^ werrigstens für die Schwier der beiden 
«Acren gelassen der höheren I-^ehranstalten sich ctvias tiefer und 
dM KtOseerer Strenge zu Werke gehende matheiaatischo Darstel- 
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hmgen pWpäMMtAM Ukmm »mkt #tM ieigitem t mdl rm weHMl^ 

)Ukhn «IVatMD lir fctflUilhahuitische und physikalische Avakür 
dung^ der schon weiter Tor^esihrittenen Schüler sind. Jeaoeh 
iDüaeu wohl in dieser Beziebuni^ in der Or^aoijiation unserer 
Lebrantütalten manche schwer zu ije»eitigeude J^indefttuuie lie^Mi; 
und ausserdem hftfft es sich , oh solche' strenirore mathematisclie 
Dtfftelluoßen phy^kaliaober Lehren nicht heHs&r mit denv mathe* 
m^tis^hen Unterrichte, an ^eeienefen Stellen, mit deiu physl- 
ba^^ben Unterrichte zu verhiruleu sind, das3 aUo diircn die 
qUige^ i^eiuerkung l^ein bestimmter Tadel d^t» vorUcigeikden , übfQi- 
diM rnieb augieieh fidr f;el^dftte h^wet .Ah^rh^nill die Iflfleil 
immer ; noch mci«itens voit «IWr Mathematik zuruckiM;hrecken 
bostininiten Lehrbuchs, dessen zweitem Tbeile wir mit Verlangep 
entgegen sehen, ausgesprochen sein soll. Die in den Text ein- 
geornckten fl<)ls8chnitte entsprechen ihrem Zwecke recht wohl. 

« 

Vieth, (J. U. A., Onindriss der Phvsifc für Schnicn. Dritte 

Auflage* UeraiMg^beR voo F. GOta. ^ Zerhst. 1847. lUMr^ 

• ' II • ' «•*, ' * ■ * ' ' •■ • • i' , ; ' ' 

' 'Physikalische Briefe fOr Gebildete aller Sf finde, 
von Leonhard Enier und Dr. Jotiann Mfliler» ProHfftSifli^l' 
dfr Phv«ilv lind Technologie an der Unlversltft iBtl 
Freibifrg im Br. Stuttgart 184& a 1 Hthlr. 24 8gT. 

Wir freuen uns» Ealers durch wahre Popularität sich au«> 
sekhoende Hriefe an eine deulj^rhe Priiuessin in ««ehr anständiger 
äusserer Ausstattung iriader inü Publlktini ^ehtmhi, und mit 
einem ^upideiuente , welche die neuesten Er^bntsae' liaä Berel-« 
chorungen der Physik uleiohlaUs InBHelToni behandelt, AmUmi 
Professor I^iüllers gewandter Feder bereichert zu sehen. Dass 
Ettlers philosophische Briefe ^eingelassen wnrdetj sind, ist ganz 
recht» da diese bekanntlich die sdiwiijchste Partie des sonst trelF' 
liehen Bnehj^ aosmacheD. Pass aW Oe^ndorcet^i-. Lobrede auf 
Eni er l>elgef(!gt ubd mit derselben in dem Buche der Anfang* 
gemacht norden ist, verdient hesondem l)a?ik. Mit der dankbar- 
sten Erinnerung an die vielfache Belehrung, die wir selbst früher 
bei ttAsern physikalischen Elementarstudten aus diesem Buche 
^eMhOpfl haben, empfehleq wir dassel^'a«« ^ottkemibenstw 
fJeb^^rzeugung allen Lesern, w<'lche n^t eine blumenreiche SpraclMf 
nnd lange Tiraden fiber die Oflfenbareng der Weisheit des Schöp- 
fers in der Einrichtung der Natnr, aber eine nüchtente wabrhalte 
Belehrung über die in der A'atur Torkomfnenden Erschein^ungeo 
dodien' vMt MkhfMi, ' MOge •daH treffilbhe ' 0«ei^- 'hqjdtf Iii üeßvr 
fieuen Ct^staM allen von dem verdlen^ti Herrn Heratisgeber und 
der »rfagshöhdlung beabsichtisten Nullen im reichsteh Maasse 
8tift?n! Wir wiissten in der That kaum ein besseres popuHUcS* 
Lehrbuch der Physik als das vorliegende zu nennen. 

Die Erhaltung der Kraft, eine physikalische Ab- 
handlung, vorgetragen m ^Ij^f Siitaun^ der physikali- 
schen Gesellschaft zu ßerlfn'am 23sren Juli 1847 von 
Dr. H. flelmholtz. Berlin. 1847. 8. 10 Sgr. 

Dwt Inhalt dieser lesenswerthen Abbaudluag ist folgender: 
EinlmtSDga 1. ^ Dos- Ptincip der Erhaltung der ieiikcmügeA kiaft 
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•-u«.. Dm Wnclp dar Bü äN u ii H 4er Unit —Hl. MvAmü- 

duni^ des Priticips in den 'mechanischen Theoremen. IV. Da» 
Kralftäquivalent aer Wärme. — V. Das KraflSquivaient der eiec- 
trisfhen Vorgänge. — VL iü«ftäqiiiTaieot de» Magoetisw und 
Electroraagoetismus. 

Das Alkoholomefer und de«««« Aowendvnir* Ei« 

Handbuch fflr Eichungsbehorden, Steuerbeamte^Tnstra* 
mente nni ach er, Brenn ereibesitzer, Destillateure und 
fflr Gewerbtreibeude, die sich mit dem JSpiritushaodel 
befassen. Hera nsget^ eben vea den Dfreetor der KS* 
nielich Preussischeh No rmal - KUh«Dg«*Kon]iil«8i«m 
A. F. W. Bris. Berli«. 1847. 

Diese kleine Schrift Terdiettt alte« denen, weklie sieh wAt 

der Construction und der genauen Anwendung des Alltoholometen 
bekannt machen wollen, recht sehr empfoHlen zu werden. Die- 
selbe enthält nicht bloss eine sehr deutliche Darstellung der 
Theorie , sondern auch Anleitung zum praktischen Gebrauche nebst 
den nOtMcen, von dem Physien-Matheroatlker Herrn Dr. W* Bris 
neu berecmieten Tafeln, und berücksichtigt, was besonders ber- 
vorgehohen werden muss, überall gehorie die bekannte sogenannte 
Contraction bei der Mischung von Alconol nnd Wasser mk ein- 
ander. 

Leichtfassliche Darstellung der Meteorologie. Von 
August Kunzek, Professorder Physik und anijewand- 
ten Mathematik an der Universität zu Lemberg. Mit 
Tlelensilographirten Abbilditniren. Wien. 1847. a 1 Thit; 

Wir können dieses Buch einem Jeden, wer sich in kurzer 
2ieit über die Hauptsätze der Meteorologie mit möglichster Deut- 
|pcl|keit belehren will, aas vollkommenster Ueberzeugung sebr 
empfehlen. Es sind, um dasselbe vollkommen verstehen zu kön- 
nen, nur einige wenige ganz elementare mathematische \ orkennt- 
niAse^ lind seibtft au}:h nur ein sebr geringes Maass physikalischer 
V^ricenntnlMe ecforderiich , weil der Herr Vf. es sich hat angele- 
gffi sein lassen, die Sätze der allgemeinen Natnriehre jederzeit 
am Anfange der Kapitel der Meteorologie , m o sie zur Anwendung 
kommen, zwar kurz, aber überall mit vollkommener Deutlichkeit 
SU. erläutern. Je wichtiger eine genauere Bekanntschaft mit der 
Meteon^ogie von Tage so filr die veraehiedenen Khissen der 
Gesellschaft, namentlich für den Landmann wird, desto mnbr 
wünschen wir diesem mit grosser Verständlichkeit vcrfassten 
Buche eine möglichst ailgemeine yerlMreitiiQgt die iluu gewim 
auch nicht fehlen wird* ' . 



Populäre Vorlesungen über wissenschaftliche (Ge- 
genstände von F. W. Bessel. Mach dem Tode des Ver- 
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Ihirgu 1848. & f Rtfcir.' 

Der Infi&tt dieser Vorlesungen ist Mt^cnder. 1. öeber dei 
gogon\rärt?gcn Standpunkt der Astronomie (die^c Vorlesung ist ani 
:iten März \K\'2 lirlialtcn). — '2. rdicr <la.s, was uns die Astro- 
nomie von der Get>tult und dem Inneren der Erde lehrt. — 3. Ueber 
die iihysfselie Besebaflenheit der Himinelfikiirper. — 4. Ueber 
den ll;ille\ 'sehen Kometen. — 5. . Von den Rrseneinungen, weleho- 
der llalley sehc Konn't gezeigt hat. — (). l ober Flut und Ebbe. 

— 7. Mcssiuni' der Eiitrernuup; des Ol. JSterns im Stornl>ilde de» 
Schavans. — o. Ueber Maass und Gewicht im Allgemeinen und 
das Preusviscbe LSnsenmäais im Besonderen. — v. . Ueber den 
Blagnetisnnis der Erde. — 10. Ueber Wahrscheinlichkeit^i - Kech- 
iiun^. — II. Ueber die Verbindung der astronomiseben lieobach- 
tungen mit der A*jtrononiie. — 12. Gleichgewiebt und Bewegung. 

— 13. Astronomische lieobachtungeo. — 14. Oerler der Fix- 
•teme an der Uimmelskugel. — 15. Ueber den Mond. 

Dass diese mam Tbeil echon an andefan Orten bekannt 
Madbten, zum TInil aber bier zum ersten Blile eedmcki etaebli- 
nenden Vorlesungen einen reichen Schatz von Belehrungen en^ 
- halten, versteht sich von selbst, und Herr Conferenzrath Schu- 
macher bat sich jedeutiüU um viele Leser eiu .gnosaes Verdienst 
erwoi b en, dass er sich der fferaosicabe deraelben ontbnsogen bat 
Ganz besonder« beroerkenswerth iit ea, dass Bessel in der tm 
28. Februar 1840 gehaltenen Vorlesung über die Verbindung 
der astronomischen Beobachtungen mit der Astronomie 
(S. 447 ff.) den jetzt entdeckten Planeten Neutun aus eben dey 
Betnuditungeu, die la seiner .Entdaekung geOlivt Iftbeii» «cböp 
ankün0i|{t^. Seit längerer Zeit hatte er alle anderen m&gUchnEiv 
klärungen der Anomalien, die Uranus in seinen Hewegiragcn zeFgt, 
mit seiner gewohnten Gründlichkeit untersucht, und war, nachdem 
er sie am Ende als ungenügend erkannte, im Begriffe» den Weg^ 
der Bom Ziele gefObrt bütte, einauaeblagen , als xonebmende KrftnE- 
IScfalceit und angestrengte Arbeiten mit ein^m neuen vortreflUichen 
Meridian -Instrumente von Re})soId, denen er sieh obnerachtet 
seiner Kränklichkeit unterzog, ihm eine der glänzendsten Ent- 
deckungen, für die er so viel getl^an hatte, .in dem Augenblicke 
entfisaen, in dem er seine Oand nach dem t^relae auaatieclca^ 
dnrfte* Die fär diese Untersuchungen von seinem taleotvolleBp 
auch sclion verstorbenen Schüler Flemming mit der äussersten 
Schärfie geniachten Reductiunen der Uraousbeobachtungen , deren 
Bessel S. 452. ervi-ähat, \vcrd;qn ,i|^ d^n Astronemischeo iNach- 
ripfaten erschebieD» und den JErnät.se^eii,.ia^t dem Baa«el «tioji 
t^acMbnchnogea iiii^iiiabm. .. . 

Natttryiaae'nadiaftticbe Abhandlungen, gesammelt 

und durch Subscri|itinn heraus ^ eije hen von Wilhelm 
Haidin^er, Erster Band. Mit XXH. Tafeln. Subscrip- 
tionsjahr vom I. Juli 1846 bis 1. JnJi 1847. Wien. ISit 
gr. 4**. Preis 15 Fl. U. IM. Ausgegeben am 13. Aug. 1847. 

S( bon in Nr. XXXV' II. S. 542. hatten wir die Freude, zugleich 
mit der iNachrichjt .von der Stiftung ein^ freien ns^turwissenschaft- 

ttches GaanHaWtoft Wim aiaMi ThcU 4ar tob dl^aer .GMett» 
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mImM benniägtfieMek 9«rUite film VerhandhfliCM- «M- 

zeigen. Eine noch grossere Freude wird uns jetzt zu Thiil, indem 
wir im Begriff t$ind, den vor Kurzein an uns gelangten ersten 
Band der im Namen dieser GeselUcbaft von Herrn Bererath 
WHhelm Uaidinger heraus^egebemn natumifl^enschallliclien 
Abhandlungen utiziizeigeni Leider verstntten uns die GrSnzen de« 
Literarischen Berichts nur die Angahe des Inhalts dieses pracht- 
voll ausgestatteten Bandes; die Leser des Archivs u erden aber 
daraus ersehen, das« fast kein Theil der NaturwiMeniicliaft letr 
ausg^^ngen und seihst auch die Mathematik mit einar sahr adlS- 
Den und wichtigen Abhandlung bedacht worden ist, so das» es 
schwerlich eine iiatiirwissenschaftüche (»esellschaft gehen ni5chte, 
welche sich einer gleichen Mannigl'aitigkeit ihrer Verhandlungen 
rfihmen dffrfle. GeivUs wird aber eben diese ff^rosse Mannmü- 
ißgkeit, durch welche Jailoch der Gründlichkeit in keiner Vraa* 
Abbruch getlian worden ist, das beste Mittel sein, diese nahir- 
wissenschaltlichen Ahhandltingen , wie sie in hohem Grade ver- 
dienen, in einem möglichst grossen Kreise zu verbreiten; deno 
ll^llllrfotsell•r 'v/M d te ae liien lilaAlro eben m wenig «€• Am 
MtthomMm entbehren kj^nneo, wobat wir heHlal^ noch emili» 
ilen wollen, dass auch die spätem, im Archive noch ni<-ht ansre- 
zeigten Berichte der Gesellschalt manche sc! r schätzbare niathe- 
matiscbe Bemerkungen enthalten, auf welche wir in einem d^ 
Mgmäm Hwftg' Bpfiarer 2Mtoehnft die Leaer deraettieo Mdi h^ 
sonders aufmerksam machen werd^. Üer Mnlt dtn ' Wl* imln 
Unnrien Prachthaiides ist nun folgender: 

!. üeber den Pleochroismus des Amethysts. VonWilhcl*! 



felldums, beschriehen und mit Bemerkungen fih^ Verwandte Formen 
begleitet von Dr. Friedr: W. Rossi/ — III. Ueher die Ceph^ 
lopoden des Rliischelmarraors von Bleiherg in Kärnthen, vott 
Franz Ritter v. Hauer. — IV. Ueher Endophyten der Pflan- 
zenzelle, eine gesetzmässige, den Samenfäden oder beweglichen 
J^ralfasenr nnaloge Brschmnungf. Ton Siegfried HeHmtk. 
V. Muscnntm- fircmdosoram species novas halicienses profert Con- 
ventni amirornm scientiae naturalis Hyacinthns Strzemie 
Lobarzewski. — VI. lieber die Pseudomorphosen nach Stein- 
sal^. Von Wilhelm Hai ding er. ^ VII. Der AspasioKtb als 
Pir^ndMAombAse naeb Gerdi«rif, nebst BeibMnngen fih«r Mefi- 
Aol^hismus. Von Wühelm Haidinger - \11L Ueber die 
Hn^elstörme in Steiermark am 1. Juü IHH). Von Georg Göth. 
— IX. Ueher den Hauerit, eine neue Minefalspecies aus der 
Ordnung der Blenden. Von Wilheim Haidinger..— X. Che- 
MfiMh« Anatyse dea Haiietfta.- Von Adetpb Patern. «^ JD.t7cfc«r 
Caprina Partschii , eine neue Bivalve aus den CloMnschichtMl der 
österreichischen Alpen. Von Franz Kitter von Hauer. — 
XII. Diu Erscheinungen der Ebbe und Fluth unter dem Einflösse 
der Rotation. Von V. Streffleur, k. k. Hauptmann und Pro- 
fessor. — Xin. Ueber das Schillern von KrystalHIiclien. Von 
i I h e I m Ha i d i n g e r. — XtV. . ÜilMr die b^eo Arten Cepba- 
lasnis Lloydii und Lewisii. Agassiz, und einige diesen zunächst 
Stehende ^»'cbalenreste. VsoProf.Dr. Rudolph Kn er. — x\V. Ueher 
din>l£ryB«niMlffoi den LuMha. Von Karl Prüfer. — XVL In- 
tygl«tioii 0iffeM(l«^*OlnidMBigMi iron ÜMiiwr 9wm. 
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die noch fortf<esctzt i% erden soll.) — XVII, N^ue Cepbalnpairtah 
aoH <ieni rothett Marniur vun Aiif*8ee. Von Frans Ritter von 
Hauer. — Will. He^chreibung «intger OxyuriK* Arten. Voi> l>r. 
fi|[arl E. Hammeriidlni'dt XIX. deognnstiscfie Sldcz« ddr 
(«egend von Kreninitz. Von Johann von Pettko. — XX. Ueber 
Dolomit und seine kiinstfiche Darfstellung aus Kalkstein. Von A. 
von Morlot. — XXI. Meteorolotrisi-he Heobaehtungen wahrend 
eine» «IreinOcfoentlichcn W iiiluaul'euthaltä. au(' dem Dacb<$teiuge- 
hiifie Voo FrUdridi Simony. — XXU. Ueber den iStfcM- 
ar^enikglaDZ (GersdorlBt)- ton Sehladinlni; in Steiermark und von 
Prack eudorf in Obeninijam. Von A. i^iiwe, k, k. tiencral Laiid- 
uud Hau{dnHinzanit>i-Prol)irer. — XXIII. Ueber die Fossilien vo|i 
Korod in äiicbeid»ürgen. Von Franz J^itter von Uau«r. 
XXIV. tJebor die Biaohtopod^n der «Uwri^elieii ISelilebtm im 
Bullaen. -Von Joachioi Barraudow 

Die XXil ilieaem Bande beigegebenen'Tafetn 4ind «ÜiOki 
iMiaitenibrt. ' 1' 

. Wir vi'üiiHchen schliesslich , daas der Eifer der Geselischail 
und des boriihiiiteii Herausgebers dieser naturwissenschaftlichen 
Abhaudhnmcii durch den erfreulichsten Fortgang des so trefflich he- 
gonueueu iJnteriiehmend», mit welchem die Ufäu ee&ti|'tete C^e^ell* 
aebaA auf eine hGcbet achtibare Wefee in die'ReSb^e der sf vie|qp 
schon bestehenden naturwiaaeoacliallljclien Vereine getreten lyC^ 
reichlichst belohnt werden möge, und werden jederzeit durch un- 
sere Literarischen Berichte nach Krnrten dazu beizutragen suchen, 
dass demselben eine mögiicli^t gru4»£>e ,uu4 weite Verbreituug ge- 
sichert werde. 

The American Journal of siencc and nrts. Conduc- 
tcd hy Professors B. Silliman and Ii. Silliman., Jr.> and 
James D.' Dada. Second Serles. Nevr-Häreii.' fill.''«. 
liiterar. Ber. Nr. XXXVH. S. 818.;) ' ' 

Vol. III. No. 9. Miiy/1847. Ön WRialaliiiiii'wUeli «s^ 

between the Phenomena of Erratic Blocks i|i,.»N<Nrtbern Europa 
and the El«%'ations of Scandiaavia; by M. Dosor. — On the Ana- 
ly«is of the Oat; by Prof. John PUkil). iVorton. -r- Un Free 
Electricity; by Robert Hare, AL; D. — ün Zpöpbytes, No. V.; 
I»y James D. Dana. — Notier« of Koocdistaa. ! iiot Sulphiiir 
Spring, Manna» Mines of Lead, Sulphur aod Orpiment, Kock ^Silt 
and ^^aline Springs, Ruinff, etc., derived chieflv froui the lettetds 
of Hev. A. U. Wright, M. D.» of tbe i^fi^sion of the A.B.4..F.M., 
at Oroopuali, Pecsia;. communicated , by Uli y er P. Hubbafidf, 
M. D. — Caricography ; by Prof. C Dew ey, M. D. — OnaiSeir 
Metal , Pelopium , contalned in the Bav.irian Tantalite; by Prof. 
H. Kose. — Termination of the Palaeozoic Period , and Commen- 
cement of the Mesozoic; by D. D. Owen, M. D. — Glycocoll 
(Gelatine Sugar) and some of its Products of Deeompoeition ; by 
£. N. Horsford..'r lOflgiQ^or Ihe fimni Online Featares of tlie 

> .1 ■ . ' 

BariMOa' Wito. Fuu hobm firänskaoten OealeReichi » « Saltbotg« 
«ad SMiacMriM» • I . , y .1 



•1 ir» 



Digitized by Google 



m 

a 

Earth; by Jame^ D. Dana. — Notef? od \he AI«^« of tb« Uni- 
led States; by Prof. J. \V. bailev. — A iew riemarks on the 
Siluriao Cla^^ilicatton ; by Str Hoderick Impey Murchison, 
«.G. St. S., F.R.a, «te. — Hvdrate of Mckef, a New Hioeral; 
by Prof. H. Silliman, Jr. — On Cupellation uith the Blowpi|>e; 
by Wni. W. Math er. — On the \ anation of a Differential T^f- 
ficient of a Function of any uuiuber of Variables; by ProL A.D. 
Stanley* — ■ Scientific loteUigeDce. 

Tat IV. No. 10. J«ly, IM* On Terrestrial MagneAMs; 
by Prof. William A. Norton. — General Geblogtcal Distribution 
and probable Food and Climate of the Mr\nirnnth ; by Prof. R. 
Owen. — Note ui)on (':irf»x loliacea, Linn., an<l ( [^raeilin, Ehrh.; 
by A. Gray. • — l)escrij)tion of Three New Carice**, aod a New 
Sp^ides of Khynchospora ; by John Carey. Obamatioiis m 
tbe WbirlDool, aad .on tfae Rapids, below tbe Falls of Niagara; 
by R. Bäk (MV eil. — On certain IrriprovpTnfTits in the Coostrnr- 
tion and ^)upply of the Hydro-oxygen Biowpipe, by which Hho- 
dium, Iridium, or tbe Otiuiiuret of Iridium, uUo Platinom in tbe 
large waj» bare been fii««d; by Ptof. Robert ilare, M. D. 
D e.scriptioil of Two New Specics of Fossil Footmarks fouod in 
Ma.ssachiTsetts and Connecticut, or, of the Aninial.^ that muh 
them; by Rev. Edward Hitchcock. — Glycocoil (Gelatine Üu- 
gar) and somc of its i^roducts of Decomposition ; by Prof E. 
Horsförd. (continued^ — On the Potalo Dteeaa«. — Report oi 
Meteorites; by Prof. Charles Upham Shepard. — A General 
Review of the Geolopcal Effects of the Earth's Coolinsr from a 
State of Igneons Fusion; by James Ü. Dana. — Review ofthe 
Organic Cheniistry of M. Charles Gerhardt; by T. S. Ruit 
— Scientific Intelligenee. 

Vol. IV. No. II. September, 1847. Od the Destmcti« 
;and partial Reproduction of Fore^ts in British North America: kr 
Jobn William Dawson, Esq. of Pirtou. - Review of the 0^ 
ganic (/bemistry of M. Cbariet« Gerhardt; by T. 8. HonJ 
fconcluded). — On the rdatiFe Age and Position of tbe no-ttm 
Nnrnmulite Liniostone of Abbama; by C. Lyell, F. R. S. aiKl 
V. P G. S. — ■ Noticp of sonn» recent AtlfÜtionj* to our KdowW^ 
of the Majjiretism of the United States and its Vicinity: by Pr<^ 
Elias Loomis. — On tbe Trap Tuff, or Vokanic Grit' of tbe 
Conneetient Vidlev, >vitb tbe beanügs of its hlstory upon the Mje 
mf the Trap Rock and Sandstone generally in that Valley: w 
•Rev. Edward Hitchcock. — On Terrestrial Ma*metisni : hv?m. 
William A. Norton (conrhided). — Notice of Dr. Mautellsl^ 
of Wight. — Seveoteenth Meeting of the British Association 
t^e Advancement of Sdence. — Tbeoiy of Traneit CeneetiiMf 
by Enoeb F. Barr. - Scientific Intett^ence. 
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Berichtigang. 

E« ist ülicrsehen worden, die beiden, dem dritten Flrftr rfw«« 
tefanten Theil« des Archiv« beigegebenea , xu der Abhamlluiig d«Uen" 
DMler Wolfotfsr Veber «Ueage «ad gelinde WiaterflliLf* 
"St. XWI.) gehörenden Iitho|^raphirtea Tafeln mit A, und B. inb^rnrh- 
nen. Die geehrten BMÜser de« Archivs waidra gebetea» dieaee ümS^ 
KU ergauien. 
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